Lezione 7 Spazio quoziente

Spazio quoziente
~ Relazione d'equivalenza su un insieme X. Vzx,vy,z € X.:

T~ Riflessiva

rT~NY=>Y~T Simmetrica
T~NYyeyn~ZzZ= T~ 2z Transitiva

] € {y € X |y~x} Classe d’equivalenza di T € X

X/~ gef {lz] | z € X} Insieme quoziente

m: X = X/~ Applicazione quoziente
() = [7]

~ Relazione d’equivalenza su uno spazio topologico X.

Def. La topologia quoziente su X/~ &

T. ¥ v c X/~ | 7 1(V) C X aperto}.

X/~ con la topologia quoziente é detto spazio quoziente.

Oss.
V C X/~ aperto in X/~ < = 1(V) aperto in X.
C C X/~ chiuso in X/~ < w~1(C) chiuso in X.

Oss. 7o € una topologia perché

T (@) =0, 7w(X/~)=X

7r‘1<U %) = Um (W)

el el

T (ViNWw) =71 (V) N (V).
Oss. m: X — X/~ continua e suriettiva.
N.B. Per definire ~ su X & sufficiente dichiarare equivalenze non banali.
Esempio. Retta con due origini. Su RUR = R X {0, 1}4is definiamo

(,0) ~(z,1) VZ€R— {0} » R :=(RUR)/~.

Ogni intorno di [(0, 0)] interseca ogni intorno di [(0, 1)].
Teor. f: X/~ — Y continua < fomw: X — Y continua.
Dim. Immediato.

VV CY aperto = = 1(f~(V)) = (fom) (V) C X aperto =
F~Y(V) C X aperto = f continua. 0

Oss. f: Y — X/~ continua se 3f:Y — X continua t.c. f = mo f.
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Spazi proiettivi

Poniamo K =R o C, K* = K — {0}.
~ relazione di proporzionalita su K**! — {0}

Vz,y €K' — {0}, s~y & JaeK tc. z = ay

KP" & (K*+! — {0})/~ K-Spazio proiettivo di dimensione n.
(Retta per n = 1, piano per n = 2)

[x] = [Zo,...,ZTn] € KP™ Coordinate omogenee (non tutte nulle).
m: K" — {0} — KP™ Continua e suriettiva.
() = [z]

K = R ~» RP™ Spazio proiettivo reale di dimensione n.
K = C ~» CP™ Spazio proiettivo complesso di dimensione m.

Proiettivita. A € GLp4+1(K) ~~» Pa: KP" — KP™
Pa([z]) = [Az]

K+l — {0} —22 5 K*t — {0} La(z) = Az

Wl lﬂ

KP™ —— KP™ Pa([z]) = [AZ]

Oss.

1) Paom = molLa = Pacontinua e PA_1 = Pa-1 = P, omeomorfismo.
2) Ps = Paya Vo € K*, VA € GLn+1(K) N>

PGLnt1(K) ¥ GL,11(K)/K*  Gruppo Llineare proiettivo

con K* 2 K'I,+1 = Z(GLp+1(K)) centro di GLp41(K)
a = ol (sottogruppo normale)
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