Lezione 20 Teoremi di sollevamento

Teorema di sollevamento dei cammini

Teor. Sia p: X — Y rivestimento, v: I — Y continua e v(0) = %o.
Vzo € 1 (Yo), I Az, : I = X sollevamento di 7y t.c. 4z,(0) = xo.

Dim. J fibra di . {V4}aea ricoprimento aperto banalizzante di ¥ =
{v71(Va)}aca ricoprimento aperto di I ~~n» d > 0 numero di Lebesgue Ay
O=ti<thh < - <th =1tc tiy1 —t <0 = v([ti, tit1]) C Vo, =1 V4
per un certo a; € A = y(t;) € VieinNVv;, 1 > 1.
P (Vi) = U Uiy, Pij = Dlu,: Uiy = Vi, Uiy fogli di p
Jjed

Def. ricorsiva: 4; : [0, t;] = X t.c. 4:(0) = Zo, PO ¥ = Yljo,t,]-
Y : {0} — X, 4(0) := =zo. Supponiamo di aver definito 4; = 37, € J
t.c. 4:(t;) € U, 4, dato che v(t;) € V.

;7 ) ’72', Su [O, tq,]
+1 =
' Diy, ©7Y, SU [ti, tpa].

D15 (Ve (t)) = p(Ha(t:)) = V() = Ful(ts) = 05, (V(t)) =
4:+1 continua. 9;+1 sollevamento di 7y su [0, t;+1] t.c.
’7’L+1(O) = Ty V> Vg = Yn.

v(t:) Vi

V4’ sollevamento continuo t.c. 4(0) = z,. Per induzione se
4 =4, su [0, t;] = 7'([ts, tsx1]) C Us 4, perché 4/([t;, t;11]) connesso =
Dig, O =¥ su [ty tig1] = ¥ = 7?;3-11. oY =4 su [ty tiv1] = ¥ = Yz,. O
Oss. 7y cappio = 9g, Cammino non necessariamente cappio.
Esempio. p: R — S, p(t) = (cos(27t), sin(27t))

v:I— St v(t) = (cos(27t), sin(27t)) = p(t) = Ao(t) = t.
Oss. 0: [a,b] =+ St~ 0: [a, 6] = R = 6(t) = (cos (), sind(t)).

Omotopie di cammini e di cappi

I° =1 X I C R? quadrato unitario con coordinate (t,s) € I°.
H:I? — X continua
(t,s) — H(t,s) =: hs(t)
Yo := ho, 71 = h;
Def. H: I? — X é& detta omotopia
di cammini << H rel{0,1}: hs(0) = xo, hs(1) =1, VS € I. yo ~ V1.
di cappi <% H rel {0, 1}: hs(0) = hs(1) = T, VS € I. Yo ~ 1.
Libera di cappi <% hs cappio: hs(0) = hs(1), Vs € I.
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Lezione 20 Teoremi di sollevamento

Teorema di sollevamento delle omotopie

Teor. Sia p: X — Y rivestimento, H: I> — Y continua e H(0,0) = vo.
VZo € p~'(Yo), 3' H: I — X sollevamento di H t.c. H(0, 0) = zo.
Inoltre H rel {0,1} = H rel {0, 1}.

Dim. L'idea é simile al caso dei cammini e manteniamo Lla notazione.
{H=*(Va) }aca ricoprimento aperto di I? ~~n» § > 0 numero di Lebesgue

M0 =1t <t < - <t, =1 suddivisione di I t.c. tj41 —t; < \/ii
Numeriamo i rettangoli [t;, ti+1] X [tk, tk+1] da sinistra a destra e dal basso
all’alto v Q1, ..., Qpe. diam Q; < 60 = H(Qi+1) C Vo, = V4.
PO = {(Ov O)} Qit1 Qne
i 1 vertice (2 = 0)
:UQK=>T'L:=P7;0Q¢+1: 1 Lato
f=t contesso 2 lati consecutivi ~
PO Ql Qn

Def. ricorsiva: H,: P, — X t.c. H(0,0) = xo, po H; = H|p,.

Ho: Py — X, Ho(0,0) := zo. Supponiamo di aver definito H; = 35, € J
t.c. H(T;) C U,,, perché H(T;) C H(Qi+1) C V4 e T; connesso (per archi).

~ H;, su P
Hiy1 =4 _,
;5,0 H, su Qit1.

i, © Fi|lr, = po Aslr, = Hlr, = Hilm. = (p;, o H)|7. = Hiy1 continua.

Hz+1 sollevamento di H su Pi; t.c. H;11(0,0) = To " H := Hpo.

V H’ sollevamento continuo t.c. A’(0,0) = zo. Per induzione se
A = Fli su P, = H'(Qi11) C U4 perché A'(Qiy1) connesso =

Dijy 0 ' =HSU Qi1 = A =p;;0H=FHsuQi1 = A =AH.

Rel {0,1}| H({0} x I) = yo = H({0} X I) C »~*(%o).
To € H({0} X I) connesso e p~1(yp) discreto = H({0} X I) = x,.
Analogamente si ha H({1} X I) = z1, con p(z,) = vy1 = H{1} x I). 0O

Oss.a~pB:I1—=Y = Gz, ~ Bz, = Gz, (1) = B, (1).
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