Appunti di Analisi 1 per IJADA e Chimica

Daniele Del Santo

a.a. 2025/2026

Avvertenze

e Questi appunti i dovrebbero far si che quanto detto dal docente a lezio-
ne sia privo di macroscopici fraintendimenti. Gli appunti non sosti-
tuiscono la frequenza delle lezioni né I’uso dei manuali via via
consigliati.

e Vengono messi a disposizione gli appunti di tutto il corso (ispirati dal
contenuto dei corsi degli anni precedenti), ma saranno possibili delle
modifiche in base a quanto verra svolto a lezione. In questo
ultimo caso, gli appunti verranno via via aggiornati.

e In colore blu le parti da considerare facoltative.

1

1.1 I numeri naturali e il principio di induzione

I numeri naturali “sono i numeri che servono per contare”. Tra questi numeri
mettiamo anche lo 0 (zero).

N=1{0,1,2,3,...}.

Le proprieta dei numeri naturali possono essere dedotte dai cosiddetti “As-
siomi di Peano”.

1) 0 & un numero naturale (cio¢ 0 € N);

2) sui numeri naturali é definita una funzione a valori in N che chiamiamo
funzione “successivo” e che indichiamo con o (cioé esiste o : N — N, dove
o(n) si dice “successivo di n”);

3) numeri diversi hanno successivo diverso (cio¢ o & una funzione iniettiva);
4) 0 non ¢ successivo di nessun numero (cio¢ 0 € o(N));

5) se A & un sottoinsieme di N tale che A contiene 0 e ogni volta che contiene
un elemento di N contiene anche il suo successivo, allora A ¢é 'insieme N.

Diamo la seguente definizione.

Definizione 1 (Sistema di Peano). Si dice sistema di Peano (o sistema di
numeri naturali) una terna (A, o, o) dove



o A ¢é un insieme,
e « ¢ un elemento dell’insieme A, cioé o € A,
e o ¢ una funzione da A a A, cioé o : A — A,
con le sequenti proprieta
e o ¢ iniettiva, cioe Y3,y € A, B#£~v = o(B) #o(y),
e « non ¢ immagine, tramite o, di nessun elemento di A, cio¢ a & o(A),

e (principio di induzione) se S & un sottoinsieme di A che contiene « e tale
che, per qualungue B in A, se S contiene 8 allora S contiene o(f), allora
S ¢é linsieme A, cioé

[SCAANaeS AN NVBeA BeS=0(p)el)] = S=A.

Possiamo dare gli Assiomi di Peano anche semplicemente dicendo che: la
terna (N,0,0) é un sistema di Peano.

Si potrebbe provare che tutti i sistemi di Peano sono tra loro isomorfi, cioé so-
no sostanzialmente lo stesso insieme, lo stesso elemento zero e la stessa funzione
successivo, solo con nome diverso.

Osservazione 1. Qui il nucleo del ragionamento ¢ il sequente: per “contare” gli
elementi di un insieme servono dei “bollini” da appiccicare su ciascun elemento
dell’insieme. Dopo di che, per dire quanti sono gli elementi dell’insieme in
questione si fara a riferimento all’ultimo bollino utilizzato (e non servira avere
sempre sotto mano linsieme di partenza). Ora questi bollini dovranno soddisfare
le sequenti proprieta

e i bollini sono tutti diversi,

e ogni volta che si é appiccicato un bollino c’¢ subito un bollino pronto da
appiccicare e per bollini diversi quello pronto da appiccicare é diverso,

e c’¢ un ben preciso bollino da appiccicare per primo,

e finita la conta e arrivati all’ultimo bollino, se si staccano e si Ticonta
l'insieme con lo stesso meccanismo, si deve arrivare sempre allo stesso ul-
timo bollino (quindi, nelle diverse conte, bollini non utilizzati non possono
“infilarsi” tra i bollini che si stanno appiccicando).

E chiaro che lultima richiesta ¢ la pit complicata (& quella che fa nascere il
principio di induzione).

Vale la pena di riscrivere, in modo forse piu comprensibile, il principio di
induzione per i numeri naturali.

Principio di induzione. Supponiamo che S sia un sottoinsieme di N con le
segquentt proprieta:

i) 0e s,

it) YneN, neS= n+1eb.



Allora S = N.

Il principio di induzione puo essere utilizzato per definire oggetti o verificare
proprieta che dipendono da n, quando n ¢ un numero naturale. Si parla allora
di definizioni per ricorrenza ovvero di dimostrazioni per induzione.

Definizione 2. Si dice successione a valori nell’insieme E una funzione con
dominio N e codominio E; invece di indicarla con

f: N> E, n— f(n) = ey,
la si indica tradizionalmente con (en)n

Esempio 1 (simboli di sommatoria e moltiplicatoria). Supponiamo di aver a
disposizione una successione di numeri reali (ay)n, cioé i numeri ag, ai, az,
-Qp, --.. Definiamo, per ogni n € N, la quantita

n
Sp = g ag =ag+ay+...+ ap,
k=0

Sn St dice sommatoria di ag per k che va da 0 a n. Per definire s, in modo
rigoroso (senza i puntini ... ) si dovrebbe fare cosi:

so=ap AN YneN, sp11 =35+ i1

In questo modo linsieme di definizione di s, contiene lo 0 e ogni volta che
contiene n contiene n + 1, perché se conosco s, ottengo s,11 sommando a Sy,
il valore an41. Quindi linsieme di definizione di s,, é tutto N.

Similmente definiamo

n
pn:HakZGO'al'-”'anv
k=0

pn st dice produttoria di ay per k che va da 0 an. Si ha
po=ao A VneEN, pri1=pn-angr.

Un caso particolare di produttoria & il fattoriale di n. si pone

n!:ﬁk:1'2-...~n.
k=1

Osservazione 2. Nella definizione di fattoriale l’indice k parte da 1 e non da
0. Questo fa si che la formula sopra ci dice solo chi é n! solo per n > 1. Awvrei

comunque potuto scrivere
n—1

nl =]k +1),

k=0

e tutto era in linea con quanto detto sopra. In generale il principio di induzione
puo essere utilizzato per definire oggetti anche a partire da un certo ng in poi, con
lo schema “definisco pp,” e “per tutti gli n > ng, conoscendo p, posso definire

Drt1’”



Esempio 2 (disuguaglianza di Bernoulli). Sia a > —1. Si provi che per ogni
n € N vale
(I14+a)" > 1+ na.

Svolgimento. Si prova che la diseguaglianza vale per n = 0. Infatti
(1+a)l=1=1+0-a

e vero.
Si prova che la disuguaglianza per n implica la disuguaglianza per n + 1.
Infatti, supponiamo vero
(I+a)" > 1+ na.

Allora, moltiplicando da ambo le parti per (14 a) la disuguaglianza rimane vera
(si osservi che (1+a) >0), cioé

(1+a)"-(1+a)>(1+na) (1+a).

e svolgendo i calcoli ottengo

(14 a)"™ > 14 (n+ 1)a + na®.
Ora osservo che na® > 0 (infatti a®> > 0). Quindi

1+ (n+1Da+na®>1+(n+1)a.
Mettendo tutto assieme ho

(1+a)"™ > 1+ (n+1)a,

che & proprio la disuguaglianza per n + 1.
Esempio 3 (somme parziali della serie geometrica). Sia a # 1. Si provi che

per ogni n € N vale
- a™tt —1

Zak: a—1

k=0

Svolgimento. Si prova che Uequaglianza vale per n = 0. Infatti

0 0+1
& 0 a -1 a—1
= :1: =
Za a a—1 a—1

e vero.
Si prova che l'eguaglianza per n implica ’eguaglianza per n + 1. Infatti,

supponiamo vero
a™tl — 1

n
E b=
a—1
k=0
Allora, sommando da ambo le parti a® ' luguaglianza rimane vera, cioé
n+1l _ 1

n
k n+1_a n+1
(I;Ja)+a =——71 +a



e svolgendo i calcoli ottengo

1
Ti . an+l — 14+ an+1(a _ 1) an+1 — 1+ an+2 _ an+1
a = =
a—1 a—1
k=0
ctoe .
a—1
k=0

che ¢ proprio l'uguaglianza a livello n + 1.

Esempio 4 (Principio del buon ordinamento di N). Sia K C N. Se K ¢ non
vuoto allora K ha un elemento minimo.

Svolgimento. Poniamo S ={n €N : {0,1,2,...,n}NK = 0}. In particola-
re n appartiene a S se e solo se tutti i numeri 0, 1, 2, fino an non appartengono
a K.

Supponiamo che K non abbia minimo. Osserviamo che

e 0€S. Infatti se 0 ¢ S allora 0 € K e quindi 0 sarebbe il minimo di K.
e VneN, neS =n+1¢€S. Infatti se non fosse vero si avrebbe
~(VneN, neS ==n+1€ef) <<= neN neS An+1¢S5

cioe esisterebbe un i tale che {0,1,2,...,a} N K = () mentre {0,1,2,...,
n,n+ 1N K # 0. Ma cio significa che i+ 1 & il minimo di K.

Di consequenza S = N. Ma S C CyK. Quindi K = ().

Esercizio 1. Si provi che valgono le sequenti

ik: n(n2+ D. z”:kz _ n(n+1>6(2n+1); Sk = (n(n2+ Dy,
k=0 k=0 k=0

Esercizio 2. Sia a > 0. Si provi che per ogni n € N, con n > 2, vale

-1
1+a)" > 1+na+%a2.
1.2 Osservazione sul corretto uso dell’induzione

Come detto a lezione, le condizioni per poter dimostrare, applicando I'induzione,
che
per ogni n > ng, vale P(n),

sono
e la verifica della validita di P(no),

e la verifica che per ogni n > ng, vale (P(n) = P(n+1)).



I’esempio che segue serve a evidenziare I'importanza del fatto che, se per
qualche motivo, anche per un solo specifico . > ng, la proposizione (P(7) =
P(n+ 1)) non é vera, allora tutto crolla.

Dimostriamo usando l'induzione che “se in un portamonete ¢’é¢ almeno una
moneta da un Euro, allora, in quel portamonete, tutte le monete sono da un
Euro".

Pongo P(n) uguale alla seguente affermazione “se in un portamonete ci sono n
monete e ce n’¢ una da un Euro, allora tutte le monete, in quel portamonete,
sono monete da un Euro”.

e verifico P(1).

E di sicuro vera: infatti io so che nel portamonete ¢’¢ almeno una moneta
da un Euro. Essendocene una sola, questa, necessariamente ¢ da un Euro.
Quindi tutte le monete nel portamonete sono da un Euro.

e verifico che (P(n) = P(n+1)).

Suppongo che la proprieta sia vera per n, cioé “se in un portamonete con
b

n monete ¢’é almeno una moneta da un Euro, tutte le monete sono da un

Euro".

Prendo un portamonete con n + 1 monete e suppongo che dentro ci sia
almeno una moneta da un Euro. Ne estraggo una, diversa da quella che si-
curamente so essere da un Euro, e la metto da parte. Ora nel portamonete
sono rimaste n monete e dentro ce n’é almeno una da un Euro.

Quindi, valendo la proprieta a livello n, tutte le n monete nel portamonete
ora sono da un Euro!

Ne tolgo un’altra, che ora sara sicuramente da un Euro, ne rimangono
n — 1 tutte da un Euro.

Finalmente reinserisco la moneta che avevo tolto all’inizio. Ora nel porta-
monete ho n — 1 monete da un Euro, pitt una moneta che non so ancora
se ¢ da un Euro.

Posso pero riapplicare la proprieta a livello n. Quindi anche quella che ho
reinserito deve essere da un Euro.

Conclusione: tutte le n 4+ 1 monete sono da un Euro!

La realta ci dice che la proprieta che vorrei aver dimostrato in questo modo
non ¢ vera. Quindi il nostro ragionamento deve avere una falla da qualche parte.
La questione ¢é la seguente: il ragionamento non puo essere applicato se n = 1,
cio¢ quello che manca ¢ il passaggio (P(1) = P(2)) a cui non si puo applicare
il sofisticato ragionamento espresso qui sopra.

Vediamo i dettagli.

P(1) & vera e voglio provare P(2).

So che ho 2 monete nel portamonete, di cui una é da un Euro. Estraggo
laltra e la metto da parte. Nel portamonate ho quindi solo una moneta da un
Euro. Per seguire il ragionamento fatto sopra, estraggo dal portamonete 1'unica
moneta che c’¢ e reinserisco quella che avevo estratto all’inizio. Ora perd non
posso piu dire che nel portamonete c¢’é almeno una moneta da un Euro.

Il ragionamento visto sopra, per funzionare, deve partire da n = 2.

Quindi la situazione é questa.



e vale P(1),
e per ogni n > 2, vale (P(n) = P(n+1)),
e non vale (P(1) = P(2)),

quindi non posso applicare I’induzione (e infatti, purtroppo, la proprieta in
questione non & vera).

2.1 Cenni di calcolo combinatorio
Problema generale: abbiamo un numero finito di insiemi A, As, ..., Ag
contenenti ciascuno un numero finito ny, no, ..., ng di elementi, rispettivamen-

te. Il nostro problema sara quello di contare il numero degli elementi di altri
insiemi che si possono generare in vario modo a partire dagli insiemi Ay, Ao,
Ay,
. Ag.

1. Prodotto cartesiano. Siano A e B due insiemi. Sia
|Al=n e [B|=m,

dove il simbolo |X| indica la cardinalita, cioé il numero di elementi, dell’insieme
X.

Vogliamo contare gli elementi del prodotto cartesiano A x B = {(a,b) ; a €
A, b€ B}. Siha

|A x B| = nm. (1)

Osservazione 3. Per dimostrare la (1) in modo rigoroso bisognerebbe usare
Uinduzione. Vediamo come.

e Si verifica che (1) & vera per n = 1. Infatti, se |A| = 1 allora si ha, per
esempio, A = {a}. Di conseguenza la funzione

B — {a} x B, b+ (a,b),

¢ una biiezione e di conseguenza B e {a} x B hanno lo stesso numero di
elementi. Quindi
{a} x B|=|B|=m=1-m.

e Si suppone che la (1) sia vera per |A| = n. Si considera quindi il caso
|A| =n+ 1. Si puo pensare che

A=A"U{a}, dove |A'|=n (equindiag A’).

Quindi A X B risulta essere l'unione disgiunta di A’ X B e {a} x B, che
sono due insiemi rispettivamente di nm e n elementi. In conclusione
|Ax Bl =(n+1)m.

Quindi, fissato arbitrariamente m, la formula (1) vale per ogni n.



2. Disposizioni con ripetizione. Siano A e B due insiemi. Sia
[Al=n e |B|=m.

Per fissare le idee supponiamo che A = {1,2,...,n}. Vogliamo contare le
funzioni da A a B. Indichiamo questo insieme con B#, cioé

B4 = {f : f ¢ una funzione da A a B}.
Per ogni j in A, si hanno a disposizione m scelte per il valore f(j) in B, quindi
|BA| = m™.

Il problema ¢ analogo a quello di contare in quanti modi si possono disporre in
ordine n oggetti scegliendoli da un insieme di m oggetti e potendoli ripetere. Si
parla in questo caso di disposizioni con ripetizione.

Osservazione 4. Anche in questo caso, per far le cose rigorosamente si do-
vrebbe usare l'induzione.

3. Disposizioni. Siano A e B due insiemi. Sia
|[Al=n e |B]=m.

Per fissare le idee supponiamo che A = {1,2,...,n} e B ={1,2,...,m}. Sup-
poniamo m > n. Vogliamo contare le funzioni iniettive da A a B. Indichiamo
I'insieme delle funzioni iniettive da A a B con D] e il numero dei suoi elementi
con (m),. Per f(1) si hanno a disposizione m scelte, per f(2) si hanno a dispo-
sizione m — 1 scelte, per f(3) si hanno a disposizione m — 2 scelte, e cosi via fino
a f(n), per cui si hanno m —n + 1 scelte. Quindi

DY =(m)p=m-(m—1)-...-(m—n+1).

Il problema é analogo a quello di contare in quanti modi si possono disporre in or-
dine n oggetti scegliendoli da un insieme di m oggetti, senza ripetizioni (e quin-
di m deve essere maggiore o uguale a n). Si parla in questo caso di disposizioni.

4. Permutazioni. Sia A e sia
|A] = n.

Vogliamo contare il numero delle funzioni biiettive di A in sé. E un caso par-
ticolare del problema precedente, comunque indichiamo con P, l'insieme delle
biiezioni e con n! il numero di elementi di tale insieme. Abbiamo

|P,|=|Dy|=nl=n-(n—1)-...-2-1,

dove n! si chiama fattoriale di n. Il problema é analogo a quello di contare in
quanti modi si possono disporre in ordine n oggetti. Si parla in questo caso di
permutazioni.

5. Combinazioni, coefficienti binomiali. Sia A con n elementi e sia k un
numero intero compreso tra 0 e n. Vogliamo contare il numero dei sottoinsiemi di




A che hanno k elementi. Il problema é analogo a quello del punto 3., ma in
questo caso 'ordine non conta. Indichiamo l'insieme dei sottoinsiemi di A che
hanno k elementi con il simbolo

n
Ccy,

combinazioni di n oggetti a k a k e indichiamo il numero dei suoi elementi con

(+)

che si chiama coefficiente binomiale e si legge “n sopra k".

Si ha

k! Kl — k)l

n n n-(n—=1)-...-(n—k+1) n!

|| = k =
Per ottenere la formula precedente ¢ sufficiente pensare che se si voglio scegliere
k oggetti tenendo conto dell’ordine (sappiamo che ci sono |D}| possibilita) &

possibile prima scegliere k oggetti senza ordine (|C}| possibilita) e poi ordinare
i k oggetti scelti (| Py| possibilita), quindi

Dy | = |CE| - [Pxl,
da cui

DR n-(n—=1)-...-(n—k+1) n!
P k! Ckl(n—k)

CE|
Valgono le seguenti proprieta
n n
= = 1'
< (0)= ()=
n n
. = ;
k n—k)’

= <k<n- 1 Sti .
* (k _ 1) + ( k ) (k) (con 1 <k <n—1,regola di Stifel)

2.2 Teorema del binomio (o formula di Newton)

Vale il seguente risultato.

Teorema 1 (del binomio). Dati a e b numeri reali (o complessi) e dato n
numero intero positivo (n > 1) vale

(a+b)" = Ié) <Z> a"F ok,



Dimostrazione. Proviamo ’enunciato utilizzando 'induzione su n. Verifichiamo
I'identita per n = 1. Si ha

1

1 1 1

(aer)l _ Z <k>ankbk _ (O>a1b0 + <1)(10b1 — aer
k=0

Verifichiamo che se n > 1 e I'identita vale per n allora vale per n+ 1. Sia quindi

(a+b)" = zn: ") gk ph

i .
k=0
Moltiplichiamo da tutte e due le parti per (a + b), e otteniamo
(a+b)-(a+b)" = (a+b)- Z() a™F bk,
k=0

cioé

(a+b) n+l _ Xn: < ) n—k+1pk | Zn: <Z> an—k bk+17
k=0

k=0
cioé

n—1

n
(a+ b)n+1 ="t 4 Z (Z) q(n D=k pk Z (Z) @)= (k+1) phtl |t
k=1 k=0

Ora cambiamo nome all’indice nella seconda sommatoria ponendo h =k + 1 e
otteniamo

(a+b)n+1 — g"t! +Z< > (n+1)— kbk+z< )a(n+1)h bh—f—anrl.

Si ha

rore =am a3 ((3)+ (1 )Jar e o
k=1

Utilizzando la regola di Stifel si ottiene

+1 1, N (ntl (n+1)—k 7k +1 & (n+1 (n+1)—k 7k

(a+b)" ™ =a"t 4y L) AR AEEDY L) v,
k=1 k=0

che ¢é proprio 'identita per n + 1. ([

I coefficienti binomiali possono essere rappresentati tramite il triangolo di
Tartaglia:

10



(o) !

(o) (©) 11

() () G L2 1

(o) () G) () L 13 31

(o) () ) () (@) 14 6 4 1

© ()6 G GG 15 10 10 5 1
© () G 6 @6 Q) 16 15 20 15 6 1

in cui il coefficiente di posto k-esimo nelle riga n-esima é ottenuto sommando i
coefficenti di posto k — 1-esimo e k-esimo della riga n — 1-esima (cioé sommando
quello che gli sta sopra e quello che gli sta sopra al posto precedente).

Ponendo a = b = 1 nel teorema del binomio otteniamo

5()r

k=0

2.3 Il principio di inclusione-esclusione

Siano Ay, As, ..., A, n insiemi finiti. Il problema ¢ quello di contare quanti
sono gli elementi dell’unione di tali insiemi. E chiaro che la questione di-
penderd da come sono fatte le intersezioni di questi insiemi: se ad esempio
le intersezioni fossero tutte vuote (insiemi disgiunti) il numero di elementi del-
I'unione sarebbe semplicemente la somma degli elementi di ciascun insieme. 11
caso piu semplice ¢ quello relativo a 2 insiemi:

[A1 U Ag| = |A1| + |A2] — |A1 N A,

il numero di elementi dell'unione di due insiemi é la somma dei numeri degli
elementi di ciascuno dei due, meno il numero di elementi dell’intersezione. Il
caso relativo a 3 insiemi:

|A1UAsUAs| = |Ay|+|As|+|As|— AN As| — | A1 N As| — | AsNAs|+|A; N AsN As).

La formula si puo generalizzare a n insiemi usando ’induzione:

U4l =
i
DA =D 1A N A+ Y A4 N AN A+ 4 (D" ) Ayl
i

J i<k j<k<h

11



Esercizio 3. Rispondere alle sequenti domande.

1) 10 caselle devono essere colorate utilizzando tre colori. In quanti modi lo
st puo fare?

2) 10 caselle devono essere colorate utlizzando 13 colori, ma si vuole che ogni
casella abbia un colore diverso. In quanti modi lo si puo fare?

3) Si devono scegliere i 10 colori tra i 13 possibili. In quanti modi lo si puod
fare?

4) Si estraggono 4 carte da un mazzo di 40. Quante sono le possibili estra-
zioni?

5) Si lancia 5 volte una moneta. Quante sono le possibili sequenze di testa e
croce che si possono ottenere?

6) Siestraggono 5 palline da un’urna contenente 90 palline numerate. Quante
sono le possibili estrazioni?

7) Si estraggono 4 carte da un mazzo di 40. Quante sono le possibili estrazioni
in cui non ci sono carte di danari?

8) Si estraggono 4 carte da un mazzo di 40. Quante sono le possibili estrazioni
in cui & presente almeno un re?

9) Si estraggono 5 palline da un’urna contenente 90 palline numerate. Quante
sono le possibili estrazioni contenenti due numeri fissati?

10) Un’urna contiene 15 palline numerate da 1 a 15. Quante sono le estrazioni
di 5 palline in cwi 2 hanno numero minore o uguale di 10 e 8 hanno numero
maggiore o uguale di 117

11) Su una scacchiera avente 5 caselle per lato vengono disposte 5 pedine ugua-
li. In quanti modi lo si puo fare? e si si vuole che ogni riga e ogni colonna
abbia una sola pedina? Stesse domande nel caso in cui le pedine siano 3
rosse e 2 bianche.

12) Dati 6 punti su piano a & a 3 non allineati, quante sono le rette che
passano per 2 di questi punti?

13) Quanti sono i numeri di 7 cifre che si scrivono utilizzando solo le cifre 1
e 22 Quanti quelli in cui compaiono esattamente quattro cifre 1 e tre cifre

22

14) In quanti modi 8 diversi professori possono essere assegnati a 4 diverse
scuole? E se ogni scuola riceve almeno un professore?

3

3.1 I numeri interi e numeri razionali

Indichiamo con Z l'insieme dei numeri interi

Z={.-2 -1,01,2..1,

12



e con Q l'insieme dei numeri razionali

Q={= : meZ A neN\{0}}.

Diamo per note le proprieta elementari dei numeri interi e razionali (si veda il

Cap.

3.2

2 Par. 1 di [2]).

I numeri reali

L’insieme dei numeri reali gode delle seguenti proprieta.

A)

Su R risulta definita una operazione di addizione (detta anche somma)
tale che
+:RxR— R, (z,y) = x +v,

con
Al) Vz,y,z € R, =+ (y+ 2) = (z +y) + z (proprietd associativa della
somma). Si pud scrivere senza ambiguitad = + y + z.

A2) 30eR: Vz eR, 24+0=0+2 =z (0 & elemento neutro per la
somma).

A3) Ve eR,FyeR: 24+ y=y+a =0 (ogni elemento ha un opposto).
A4) Vz,y € R, z+y=y+ x (proprietd commutativa della somma).
Su R risulta definita una operazione di moltiplicazione (detta anche pro-

dotto) tale che
T RxR—R, (z,y) = x -y,

con
M1) Vz,y,z € R, x-(y-2) = (z-y)- 2 (proprieta associativa del prodotto).
Si puo scrivere senza ambiguita = -y - z.

M2) 31 €R:1#0 AVzeR, z-1=1-2=x (1 ¢ elemento neutro per
il prodotto).

M3)VzeR,2#0=3yeR: x-y=y-z =1 (ogni elemento diverso da
0 ha un reciproco).

M4) Vz,y € R, z-y =y -z (proprietd commutativa del prodotto).

Ve,y,z €R, x-(y+2) = (z-y)+(x-z) (proprieta distributiva del prodotto
rispetto alla somma).

Su R risulta definita una relazione d’ordine totale, indicata con <, tale
che

O1) Va,y,z € R, z <y = 2+ z < y+ z (compatibilitd dell’ordinamento
con la somma).

02) Vay,z €e R, 2 <y A 0< 2z =2 -2z < y-z (compatibilita
dell’ordinamento con il prodotto).

(Assioma di separazione o assioma di Dedekind) Siano A e B due sottoin-
siemi di R, con A # (), B# (. SeVa € A, Vb € B, a <b, allora3d £ € R:
Vae A, Vbe B,a<¢<b.
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Osservazione 5. Si potrebbe provare che gli assiomi A), M), D), O), S) ca-
ratterizzano completamente i numeri reali, nel senso che un altro insieme che
abbia due operazioni e una relazione d’ordine totale che soddisfino gli assiomi
A), M), D), O), S) & isomorfo a R (cioe¢ esiste una biiezione che conserva le
operazioni e la relazione d’ordine).

Osservazione 6. Si potrebbe provare che supposti veri gli assiomi di Peano
per la terna (N,0,0), esiste ed & unica, a meno di isomorfismi, una quaterna

(R, +, -, <) che soddisfa gli assiomi A), M), D), O), S) (si veda il Cap. 1 Par. 7
di [1]).

Dagli assiomi A), M), D), O), S) si possono dedurre tutte le usuali proprieta
dei numeri reali. Vediamo alcuni esempi.

e L’elemento neutro per la somma (e per il prodotto) & unico. Supponiamo
che esitano due elementi 0 e 0’ tali che per ogni z € R si abbia

z+0=0+z=1x e x+0=0+z=u2.
Allora usando la prima con z = 0’ e la seconda con x = 0 otteniamo
0=0+0=0"
Analogo per il prodotto.

e L’elemento opposto di = & unico. Supponiamo che esitano due elementi y
e 3/ tali che si abbia

r+y=y+xz=0 e x+y =9y +x=0.
Allora
y=y+0=y+(@+y)=@y+z)+y =0+y =y"

Chiamo —z lopposto di . Analogamente il reciproco di un numero

diverso da 0 ¢ unico. Lo chiamo z~1.

e x -0 = 0. Utilizzando il fatto che 0 = 0 4 0 e la proprieta distributiva si
ha
z-0=2-(04+0)=2-04+2-0.

Sommando da ambo le parti 'opposto di x - 0 si ottiene

0=z-0+(—(z-0)=2-0+z-0+(—(x-0) =z-0.

e Legge di annullamento del prodotto. Supponiamo che x -y = 0. Allora o
x = 0, e abbiamo terminato, oppure z # 0. In quest’ultimo caso

y=1l-y=( " -2)-y=a' (zy)=2"-0=0.

e Se 0 < g allora —a < 0. Infatti se 0 < a sommo da ambo le parti —a e
ottengo quanto voluto.
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e (—a)-(—a)=a-a. Infatti
0=a+(-a) quindi 0=a-0=a-(a+(—a))=a-a+a-(—a),

da cui
a-a=—(a-(—a)).

Analogamente
0=(=a)+a quindi 0= (-a)0=(-a)((-a)+a) = (=a)(—a)+(-a)aq,

da cui

e 0 < 22. Sia 0 < q; allora, utilizzando la 02) e moltiplicando da ambo le

parti per a ottengo

0=0-a<a-a=ada’

Quindi se 0 < a si ha 0 < a?. Se invece a < 0 allora 0 < (—a). Allora
0 < (—a)-(—a) =a®

Esercizio 4. Si provi, usando solo gli assiomi e le proprietd qui sopra dimo-
strate, che sex, y€R e 0 <z <y allora 0 < 22 < 32,

Esercizio 5. Si provi, usando solo gli assiomi e le proprieta qui sopra dimo-
strate, che sex, y € R e 0 <z <y allora y_1 < gzl

4

4.1 In Q non vale I’assioma di separazione

Sappiamo che in QQ non ci sono numeri tali che il loro quadrato sia 2. Vogliamo
provare che in in Q non vale I'assioma di separazione.
Consideriamo due insiemi

A={g€Q: (g<0)V(g=0n¢"<2)},
B={qeQ:q>0nq*>2}).
Osserviamo che
e A é non vuoto, perché, ad esempio, 1 € A.
e B é non vuoto, perché, ad esempio, 2 € B.

e Vac A Vbe B,a<b,perchtoa<0e0<b oppure 0 <ae0<b ma
allora non ¢é possibile che b < a essendo a? < 2 < b2.

Gli insiemi A e B soddisfano le condizioni dell’assioma di separazione, quin-
di in R ¢’¢ un elemento separatore . Si pud provare che tale elemento non
sta in Q (e di conseguenza avremo che in Q non vale I’assioma S)). Vediamo
esplicitamente che

e non & possibile che 2 < 2;
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e non & possibile che £2 > 2.

Ne dedurremo che ¢2 =2 (da cui £ € Q).

Sappiamo che ¢ < 2. Se fosse £2 < 2 allora, scegliendo € € R tale che

<1 cioé {

(E+e)? =242 +2 <P F4e4+2 <2 +be <2

0<e<,
€24 5e < 2,

2 —¢2

0<e<

si avrebbe

Ma allora & + ¢ sarebbe in A (perché (£ +¢)? < 2) e cio é impossibile poiché
ogni elemento di A & minore o uguale a &.
Similmente, se fosse ¢2 > 2 allora, scegliendo ¢ € R tale che

0<e<,
€2 —4e > 2,

& —

2
1 <1 cioé {

(5—5)2252—2554—52252—4E>2.

0<e<

si avrebbe

Ma allora & — ¢ sarebbe in B (perché (¢ —¢)? > 2) e cio ¢ impossibile poiché
ogni elemento di B ¢ maggiore o uguale a €.
4.2 Intervalli, insiemi limitati e illimitati

Definizione 3. Siano a, b € R con a < b (a < b ¢ una forma abbreviata per
dire a < b ANa#b). Chiamiamo intervalli limitati gli insiemi

[a,b] ={xeR:a<z<b},
[a,b] ={z€R : a<z<b},
la,b] ={xeR:a<x<b},
la,b] ={xr €R :a <z <b}.

In particolare il primo si dira chiuso, il secondo e il terzo semi-chiuso (o semi-
aperto) e lultimo aperto. I valori a e b si dicono estremi dell’intervallo.
Chiamiamo intervalli illimitati (o anche semirette) gli insiemi

] —o00,a] ={zeR:z<a},
|]—o0,a] ={zeR:z<a},
la,+o] ={zxeR:a<z}
[a,400[ ={zeR:a<zx}.

In particolare il primo e il secondo sono inferiormente illimitati, il terzo e il

quarto superiormente illimitati. il primo e 'ultimo si diranno chiusi, il secondo

e il terzo aperti. I simboli +00 e —oo si dicono “pit infinito”e “meno infinito”.
Qualche volta indicheremo tutto R con il simbolo | — 0o, +00].
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Definizione 4. Un insieme A si dice superiormente limitato se esiste m €
R tale che tutti gli elementi di A sono minori o uguali a m cioé

dJneR:Vee A z<m.

Un insieme A si dice inferiormente limitato se esiste k € R tale che tutti
gli elementi di A sono maggiori o uguali a k cioé

dkeR :Vee A, k<ux.

Un insieme A C R si dice limitato se é sia superiormente sia inferiormente
limitato. cioé
Im,keR : Ve e A, k<z<m.

Un insieme si dice illimitato (rispettivamente inferiormente illimitato, supe-
riormente illimitato) se non & limitato (rispeltivamente non & inferiormente
limitato, non & superiormente limitato).

Esercizio 6. Dire cosa significa per un insieme essere illimitato (rispettiva-
mente inferiormente illimitato, superiormente illimitato) senza usare la nozione
di limitato (rispettivamente non & inferiormente limitato, non ¢ superiormente
limitato).

Esercizio 7. Dire se i sequenti insiemi sono limitati (rispettivamente inferior-
mente limitati, superiormente limitati)

1 . 1 n+1l 2 .
N, {n+1.n€N}, {(1+7n+1) :neN}, {n°—n:neN}

4.3 Esistenza dell’estremo superiore

Definizione 5. Sia A C R, siano u, A € R. u si dice maggiorante (o anche
limitazione superiore) di A se p & maggiore o uguale di tutti gli elementi di A
ctoe

Ya€e A, a<pu.
A si dice minorante (o anche limitazione inferiore) di A se A & minore o uguale
di tutti gli elementi di A cioe

Va e A, XA <a.

Definizione 6. Sia A C R, siano m,l € R. m si dice massimo di A se m ¢
elemento di A e m ¢ maggiore o uguale di tutti gli elementi di A cioé

meA N VYa€A a<m.

l si dice minimo di A sel ¢ elemento di A el & minore o uguale di tutti gli
elementi di A cioé
le A N VacA I<a.

Esercizio 8. Si provi che se p ¢ maggiorante di A e p < p' allora anche p' ¢
maggiorante di A.
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Esercizio 9. Si provi che se m e m' sono massimi per A allora m = m' (cioé
il massimo di A, se esiste, & unico).

Osservazione 7. Il massimo di A, se esiste, & un maggiorante di A. Il minimo
& un minorante. Il massimo di A, se esiste, & l'unico numero che appartiene
sia all’insieme A che all’insieme dei suoi maggioranti. Il minimo di A, se
esiste, ¢ l'unico numero che appartiene sia all’insieme A che all’insieme dei
suot minoranti.

Osservazione 8. Dato un insieme A, esso pud non avere nessun maggiorante:
cio avviene se e solo se A non é superiormente limitato. Similmente A puo
non avere nessun minorante: cid avviene se e solo se A non é inferiormente
limitato.

Osservazione 9. Supponiamo che A sia superiormente limitato, quindi A ha
qualche maggiorante. Ci chiediamo A ha massimo? La risposta é no. Ad
esempio linsieme [0, 1[ ha almeno un maggiorante, ad esempio 2, ma non ha
massimo (convincetevi di questo fatto). Supponiamo che A sia inferiormente
limitato, quindi A ha qualche minorante. Ci chiediamo A ha minimo? La
risposta € no. Ad esempio l’insieme {%ﬂ : n € N} non ha minimo (provare a
dimostrarlo). Invece di cercare il massimo si pud cercare il miglior maggiorante,
cioé il minimo dei maggioranti. Similmente, invece di cercare il minimo si puo
cercare il migliore dei minoranti, cioé il massimo dei minoranti.

Definizione 7. Sia A C R, A sia superiormente limitato. Si dice estremo
superiore il minimo dei maggioranti di A. L’estremo superiore si indica con

sup A.

Sia A C R, A sia inferiormente limitato. Si dice estremo inferiore il massimo
dei minoranti di A. L’estremo inferiore si indica con

inf A.

Teorema 2 (Esistenza dell’estremo superiore). Sia A un insieme di R, A non
vuoto e superiormente limitato.
Allora esiste l’estremo superiore di A.

Dimostrazione. Indichiamo con A* I'insieme dei maggioranti di A. Osserviamo
ora che

e A ¢ non vuoto (per ipotesi);

e A* ¢ non vuoto (perché A é superiormente limitato, cioé A ha qualche
maggiorante).

e per ognia € A e perognibe A" si haa <b.

Alla coppia A, A* posso applicare ’assioma di separazione. Quindi esiste £ € R
tale che per ogni a € A e per ogni b € A* si ha

a<g<h

Il numero £ é 'estremo superiore di A. Infatti
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e perognia € A, a <¢ quindi £ & un maggiorante;
e per ogni b € A*, £ < b quindi £ ¢ il minimo dei maggioranti.

O
In modo analogo si prova che anche vale il seguente teorema.

Teorema 3 (Esistenza dell’estremo inferiore). Sia A un insieme di R, A non
vuoto e inferiormente limitato.
Allora esiste l’estremo inferiore di A.

Le proprieta dell’estremo superiore sono messe in evidenza dal seguente
risultato.

Teorema 4 (Proprieta dell’estremo superiore). Sia A CR, A # 0. Sia £ € R.

1) Vae A, a<g

E=supd <
2) Ve>0,JdacA: a>¢&—ec.

Dimostrazione. Sia £ 1'estremo superiore di A. Allora
e ¢ ¢ un maggiorante, quindi Va € A, a < ¢&;

e ¢ & il minimo dei maggioranti, quindi per ogni € > 0, £ — ¢ non & un
maggiorante, quindi non vale (Va € A,a < £ — ¢), quindi vale =(Va €
Aa <& —¢), cioe

JaeA: a>€&—e.

O
Analogamente

Teorema 5 (Proprieta dell’estremo inferiore). Sia A CR, A # (). Sia £ € R.
1) Vae A, £€<aq
E=infA <—
2) Ve>0,JdacA: a<&é+e.
Definizione 8. Se A é superiormente illimitato per convenzione si pone
sup A = +oo.

Se A ¢ inferiormente illimitato per convenzione si pone

inf A = —o0.
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5
5.1 Archimedeita di R

Osservazione 10. Da un punto di vista intuitivo, considerando R, abbiamo
preso Q e abbiamo “riempito le lacune” dicendo, con 'assioma S), che tra insie-
mi “separati” ci sono sempre dei numeri reali (o meglio ¢’¢ almeno un elemento
separatore). Potrebbe venire il sospetto che, con questo meccanismo di riempi-
mento, tra lo 0 e 1 numeri positivi siano finiti dei numeri reali cosi piccoli che,
sommandoli tra loro, rimangano piccoli.

Vediamo che non ¢é vero. Per quanto piccolo sia un numero reale, un suo
multiplo intero diventa grande quanto vogliamo.

Teorema 6 (Proprieta di Archimede per R). Siano e, M € R, con e > 0,
M > 0.
Allora esiste n € N tale che ne > M.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che, per ogni n € N, sia ne < M.
Cio significa che I'insieme
A={ne : neN}

é superiormente limitato. Sia £ € R il suo estremo superiore. Per la seconda
proprieta del sup si ha che, fissato un € > 0 (e noi lo scegliamo proprio uguale
quello che abbiamo nell’ipotesi), esiste un elemento dell’insieme A (quindi esiste
un n* € N) tale che

n*e > ¢ —e.
Ma allora sarebbe
(n* +1)e>¢
e cid non ¢ possibile, poiché (n* +1)e € A e £ =sup A. O

1
Corollario 1. Sia e € R con e > 0. Allora esiste n € N tale che — < €.
n

Dimostrazione. Basta prendere M = 1 nel teorema precedente. O

5.2 Densita di Q in R

Osservazione 11. Tra due numeri razionali troviamo sempre un numero ra-
zionale, basta prendere la media aritmetica tra i due. Tra due reali troviamo
sempre un reale. Tra due reali troviamo anche una razionale? Se cosi non
fosse ci sarebbero degli interi segmenti [a,b] fatti tutti da reali non razionali.
Proviamo che questa ultima cosa non é vera.

Teorema 7 (Densita di Q in R). Siano a, b € R, con a < b.
Allora esiste ¢ € Q tale che a < g < b.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che sia a < 0 e 0 < b. In tal caso lo
0 ¢ il numero cercato. Se invece a < b < 0 posso cercare ¢ tale che a < —q < b,
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cioé —b < g < —a. Di conseguenza 'unico caso interessante rimane 0 < a < b.
Supponiamo quindi 0 < a < b. Abbiamo

b—a>0.

Applichiamo il Corollario del teorema sulla proprieta di Archimede e deduciamo
che esiste 7 € N tale che

1
0<—=—<b-—a.
n

Se a = 0 abbiamo concluso, infatti 0 < % < b. Se invece a > 0, consideriamo di
nuovo il teorema sulla proprieta di Archimede, con ¢ = % e M = a. Si ha che
esiste k € N tale che % <ae % > a. Dal fatto che 0 < % < b —a si ha che

kE+1
a < —— <b
i
O

5.3 Intervalli chiusi, limitati e inscatolati
Definizione 9. Sia, per ogni n € N,

I, = [an, by
Supponiamo che

[an7 bn] 2 [an+17 bn+1]-

(In)n = ([an, bn])n si dice successione di intervalli chiusi, limitati e

inscatolati. Se inoltre, per ognin € N,

_ap+by an + by

oppure  Gpy1 = 2 € anrl = bn;

cioé In1q € la prima o la seconda “metd” di I,, (In)n si dice successione di
intervalli chiusi, limitati, inscatolati e dimezzati.

Teorema 8 (Teorema di Cantor). Sia (I,)n una successione di intervalli chiusi,
limitati e inscatolatu.
Allora Uintersezione di tutti gli intervalli della successione é non vuota, cioé

—+oo

m [ana bn} # 0.

n=0

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni n, k € N si ha

an < by,
infatti
sen<k siha a, <arp <b, <b,,
sek<n siha a<a,<b, <b.
Quindi by & un maggiorante per l'insieme {a, : n € N}. Di conseguenza

I'insieme {a,, : n € N} ha estremo superiore che chiamiamo «. Si ha anche
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a < by e cio vale per ogni k. Quindi « & un minorante per I'insieme {b;, : k € N}.
Di conseguenza {b; : k € N} ha estremo inferiore, che chiamiamo §. Si ha
«a < . Infine per ogni n si ha

an < a < B < by,

Quindi

+oo

ﬂ [an, by] 2 [a, B).

n=0
Anzi, se x < «, per la seconda proprieta del sup, esiste n € N tale che a,, > =,
quindi = & [an, by). Quindi z & N> [a,, bn]. Analogamente se x > b,, allora

n=0
x & 20 [an, ba). Di conseguenza

—+o0

ﬂ [an, bn] = [, B].

n=0

Si noti che, male che vada, a = . In questo caso intersezione si riduce a un
solo punto. O

Corollario 2 (Forma forte del teorema di Cantor). Sia (I,), una successione
di intervalli chiusi, limitati, inscatolati e dimezzati.

Allora lintersezione di tutti gli intervalli della successione é non vuota e si
riduce a un solo punto cioé

—+o0

JEeR: ﬂ [am bn] = {E}

n=0

Dimostrazione. Osserviamo che passando da I, a I,11 la lunghezza si
dimezza, quindi, per ogni n € N, si ha

o bo — Qg
= on

bn_an

Sappiamo che per ogni n € N, vale 2™ > n (se non siete convinti provatelo per
induzione). Quindi
by — _
o —ao _ bo ao
2 T on
Dal Corollario del teorema sulla proprieta di Archimede si ha che per ogni € > 0
esiste un n tale che

bn—an:bo;aogbogaogg. (%)
Se fosse
+oo
ﬂ [any bn} = [Oé, ﬂ}
n=0

con 8 — a > 0, allora, scegliendo di prendere e = 8 — « nella (x), per qualche n
si avrebbe b, —a, < 8 — a < b, — a, e cid é impossibile. O
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6

6.1 tre esercizi sull’estremo superiore

Esercizio 10. Trovare inf, sup, e, se esistono, max e min dei sequenti insiems

+oo
n 1 1

Esercizio 11. Siano A, B CR. Siano a, B € R, a =sup A e f =sup B. Sia
C={z+y:ze€A, yeb}.
Si provi che a+ g =supC.

Esercizio 12. Siano A, B C R. A e B siano non vuoti. Sia AUB =R e
Ve e AeVye B, x<vy. Siprovi che

sup A = inf B.

6.2 insiemi finiti e infiniti
Definizione 10. Indichiamo con I, l’insieme dei primi n numeri naturali, cioé
I,={0,1,2,...,n— 1}.

Un insieme A si dice finito se esiste una biiezione tra A e I,,, per qualche n. In
tal caso si dira che A ha cardinalita n. Quindi la cardinalita di A ¢é il numero
dei suoi elementi.

Definizione 11. Un insieme si dice infinito se non ¢ finito.

Teorema 9. Un insieme ¢ finito se e solo se non esiste una biiezione tra l’insie-
me e un suo sottoinsieme proprio (sottoinsieme proprio significa sottoinsieme e
diverso). Un insieme ¢ infinito se e solo se esiste una biiezione tra l'insieme e
un suo sottoinsieme proprio.

Non diamo la dimostrazione di questo teorema. Chi é interessato puo consultare
iPar. 6 e7del Cap. 0di [3].

Esempio 5. N ¢ infinito. Infatti se indiciamo con P [insieme dei numeri
naturalt pari, st ha che

e P ¢ un sottoinsieme proprio di N.
e la funzione N — P, n+— 2n & una biiezione.

Definizione 12. Un insieme si dice numerabile se esiste una biiezione tra
l’insieme e N.

Teorema 10. Ogni insieme infinito contiene un sottoinsieme numerabile.

Dimostrazione. Diamo solo un cenno della dimostrazione. Sia A un insieme
infinito.
A & non vuoto. Sia ag un elemento di A.
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e A ¢é non vuoto, quindi esiste ag € A.

e Se A fosse uguale a {ap} allora A sarebbe finito. Quindi esiste a; €
A\ {ao}. Sinoti che a; # agp.

e Se A fosse uguale a {ag, a1} allora A sarebbe finito. Quindi esiste ay €
A\ {ap,a1}. Sinotiche as # ag e az # aj.

e Se A fosse uguale a {ag,a1,as} allora A sarebbe finito. Quindi esiste
az € A\ {ag,a1,az}. Sinoti che az & diverso da a;, per ogni i < 3.

e Si prosegue in questo modo e si trova l'insieme {ag, a1, ...,a,,...} che &
contenuto in A ed ¢ in biiezione con N.

O

Osservazione 12. Tutti gli insiemi infiniti sono numerabili o esistono insie-
mi infiniti che non sono numerabili e quindi (visto che contengono sempre un
numerabile) sono “pit grandi” di un numerabile? A questa domanda possiamo
subito rispondere che esistono insiemi infiniti che non sono numerabili. Questo
discende da una proprieta generale degli insiemi: un insieme non puo essere
messo in biiezione con il suo insieme delle parti. Vediamo il perché. Sia A un
insieme. Supponiamo per assurdo che esista

D:A— P(A) biiezione.

Consideriamo allora
E={xecA:xdd(x)}

E ¢ lVinsieme degli elementi x di A che non appartengono alla propria immagine
®(x), che & un sottoinsieme di A. Ovviamente E & a sua volta un sottoinsieme
di A e quindi, essendo ® biiezione, esiste y € A tale che E = ®(y). Ora, se
fosse y € Phi(y) si avrebbe, per definizione di E, y ¢ Phi(y), mentre se fosse
y & Phi(y) allora y € E e di conseqguenza y € Phi(y). Ovviamente tutto cio é
assurdo.

Quindi se un insieme é infinito, il suo insieme delle parti, che necessaria-
mente & infinito, & un insieme infinito non numerabile, e quindi “pit grande” di
un numerabile.

Vediamo ora alcuni esempi.

Esempio 6. Z ¢é numerabile. Infatti

0 1 2 3 4 5 6 7

R

0O -1 1 -2 2 -3 3 —4

¢ una biiezione tra N e Z. Si tratta della funzione
n . .
5 se  m & pari.
:N—=Z =
JNsZo fm=8 T

5 se n é dispari.

St osservi che costruire la biiezione tra N e 7 significa “mettere in fila” gli
elementt di Z.
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Esempio 7. Q ¢é numerabile. Sara sufficiente mostrare che i razionali positivi
sono un insieme numerabile. Consideriamo una matrice infinita tale che al
posto di indice i, j ci sia la frazione i/j, cioé

I =W RN ==
[SIENENTGCE ST I CIT
ol wlw W =
INFNEFNOENSTCIFNT
Gl e Gl ot
ol olw o o=
ES{ISIRENTIVCIIEN (TN
0l 00lw 0olro Col-

ora “mettiamo in fila” le frazioni considerando le diagonali “nord-est — sud-
ovest”, avendo cura di non tener conto della frazioni gia comparse, cioé

1

1
1 2

v v v v v

=
=
S
o=
=
oo

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 5 6 7 8
/ v v v
3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 5 6 7 8
v v v
4 4 4 4 4 4 4 4
i 2 3 1 5 6 7 3
v
5
1
Si ottiene
1121 31 2 3 415 1 2 3 4
172717317473 27175165 4" 3

da cui la numerabilita di QN 10, +o00[. La conclusione seque dal fatto che l'unio-
ne di un numero finiti di insiemi numerabile é numerabile (provate a dimostrarlo
per esercizio).

Da quanto visto in questi esempi e da quanto contenuto nella Osservazione 12
possiamo dedurre che P(N), P(Z), P(Q) sono insiemi non numerabili, tutti con
la stessa cardinalita.

Esempio 8. R non é numerabile. Usiamo il “metodo della diagonale di Cantor”.
Mostriamo che l'insieme dei numeri reali tra 0 compreso e 1 escluso & non
numerabile. Qui diamo per scontato che ogni numero reale in [0, 1] si possa
rappresentare in modo unico come

x = 0,apa1a9a3a040a5 . . .
dove, per ogni 1,

a; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
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e la successione (a;); non é definitivamente uguale a 9 cioé non ¢ possibile
che da un certo 7 in poi sia la successione costante 9 (si tratta della familiare
rappresentazione decimale dei numeri reali: a; & la i-esima cifra decimale).
Supponiamo per assurdo che Uinsieme [0, 1] sia numerabile. Possiamo quindi
metter in fila i numeri in questione. Si avrd

xo = 0, agoao1a02a03 - - .
r1 = 0,a10a11012013 . . .
z9 = 0,az0a21a22a23 . . .

x3 = 0,a30a31a32a33 . . .

Tutti i numeri di [0,1] dovrebbero trovarsi in questa lista. Consideriamo il

numero
Yy = Ou b0b1b2b3b4b5 .

dove prendiamo
bi =0 se (077 7é 0,

bizl se aiiZO.

Si vede facilmente che y & un numero di [0,1[, ma y non & uguale a nessun
numero della lista degli x;, perché differisce da ogni x; avendo, per ogni i, la
cifra i-esima diversa.

Osservazione 13. E possibile far vedere che R e P(N) hanno la stessa cardina-
lita. La cardinalita di R viene detta “cardinalita del continuo”. Dati due insiemi
A e B, se esiste una funzione iniettiva da A a B ma non esiste una funzione
intettiva da B ad A si dice che la cardinalita di A é minore della cardinali-
ta di B. 1l teorema di Cantor—Bernstein garantisce che se esiste una funzione
iniettiva da A a B e esiste una funzione iniettiva da B a A allora esiste una
funzione biiettiva da A a B e quindi A e B hanno la stessa cardinalita. In base
a quanto visto nell’Osservazione 12 la la cardinalita del numerabile ¢ minore
della cardinalita del continuo.

Ci si potrebbe ora porre la sequente domanda: esistono insiemi infinti la
cui cardinalita ¢ maggiore del numerabile e minore del continuo? La risposta
a questa domanda & valsa il conferimento della medaglia Fields al matematico
americano Paul Cohen nel 1966.

Per completezza riportiamo qui il risultato citato sopra.

Teorema 11 (di Cantor-Bernstein). Siano A e B due insiemi e supponiamo
esistano f: A — B e g: B — A iniettive. Allora esiste h: A — B biiettiva.

Dimostrazione. Dato x € A, = & detto primo elemento se x ¢ g(B); ana-
logamente per y € B ¢ primo elemento se y ¢ f(A). Supponiamo che z € A
non sia primo elemento, allora x = ¢(y) per un y € B; si noti che tale y ¢
unico, data Uiniettivita di g. Ora o y ¢ primo elemento oppure y = f(z’) per
un unico ' € A. Si produce in questo modo una “catena all’indietro” che ha
due possibilita: o termina su un primo elemento in A o su un primo elemento
in B o la catena non termina dopo un numero finito di passi. In questo modo
I'insieme A risulta ripartito in tre insiemi tra loro disgiunti: gli elementi che
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sono in una catena all’indietro che termina un elemento di A, gli elementi in
una catena all’indietro che termina in un elemento di B, gli elementi in una
catena all’indietro che non termina. Chiamiamo tali sottoinsiemi A, As e As
rispettivamente. Definiamo quindi

fx) sex € Ay,
h:A— B, h(z) =< g '(z) sex € A,
fx) se x € As.

6.3 la funzione valore assoluto

Per quanto riguarda la funzione valore assoluto facciamo riferimento a quanto
riportato dal Cap. 2, Par. 9 di [1].

Definizione 13. . Si consideri la funzione |- | : R = R,
T sex >0
|z =
—x sex <0

|x| si dice valore assoluto di x.

Osservazione 14. La funzione valore assoluto non é né iniettiva, né suriiettiva.
Teorema 12. Valgono le sequenti proprieta:

e Per ognix € R, |z] > 0.

e Per ognix,y € R, |zy| = |z| |y|.

e Per ogni x € R e per ogni a € [0, +00],

—a<zxz<a secesolose \x|§a.
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o (Disuguaglianza triangolare) Per ogni x, y € R,
[z +yl < ||+ [yl.

Dimostrazione. 1l primo punto é conseguenza immediata della definizione. 11
secondo punto si ottiene considerando i diversicasizx > 0ey >0,z >0ey <0
e infine < 0 e y < 0. Il terzo punto é ottenuto osservando che —a <z < asee
solo se —a < —x < a e questo, per la definizione di valore assoluto, ¢ equivalente
a |z| < a. La disuguaglianza triangolare si ottiene dal terzo punto, osservando
che

“lrl<z<|z] e —fyl<z<ly

sommando termine a termine e utilizzando nuovamente il terzo punto. O

7

7.1 la funzione radice quadrata e le funzioni potenza e
radice n-esima

Osserviamo che la funzione

p2 i [0, 400 = [0, +0o0[, x> po(x) = z2,

é biiettiva. Infatti po é iniettiva, essendo po strettamente crescente:
0<m <13 = (¥I<mr A mz<w3) = 0<a23<as
Inoltre po & suriettiva. Per provarlo si fissa § € [0, 4+00[ e si considerano
A= {zx €0,4o0[: 2% < 7}, B ={z¢€[0,400[: § < 2%}.

Ragionando come quando abbiamo provato che in Q non vale ’assioma di com-
pletezza, si prova che gli insiemi A e B sono separati e che ’elemento separatore
& unico e tale che il suo quadrato vale .

Vediamo i dettagli. Poiché 0> = 0, possiamo supporre che § > 0. Si vede
immediatamente che 0 € Ae y+1 € B, quindi A e B sono non vuoti. Altrettanto
facilmente si vede che dati x € Ae z € Bsihaz < z.

L’assioma di completezza garantisce allora che esiste un numero reale ¢ che
separa i due insiemi, cioé esiste £ €0, +oo[ tale che, per ogni € A e per ogni
z € B,

r<E< 2

Se fosse £2 < §j, scegliendo € > 0 con

y—&
(1+%

£ < min{

1},

si avrebbe
(E+e)’ =842+ <8 +e(1+6)° <y,

ma allora £ + ¢ sarebbe in A e cid va contro il fatto che gli elementi di A sono
minori o uguali di &.
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Se fosse £2 > ¢, scegliendo € > 0 con

2 -
€< min{%, 1},

si avrebbe
E—e) = -2+ > —e(1+6)° >,

ma allora £ — € sarebbe in B e cio va contro il fatto che gli elementi di B sono
maggiori o uguali di &.

Necessariamente &2 = .

Quindi la funzione ps € invertibile e I'inversa si dice radice quadrata.

Vo [0, oo — [0, +oo], r =z

y = pa(z) = 2*

20

10

— xr

0 1

y=p;'(z) =z
1
t t T

0‘ 1 2

Si noti che per ogni z € R vale
Va2 = |z
In modo analogo osserviamo che, per ogni n € N\ {0}, la funzione
P [0, 400 = [0, +o00], x = pp(z) =2,

che chiamiamo funzione potenza n—esima ¢é una funzione sterttamente cre-
scente e suriettiva, biiettiva e invertibile. La funzione inversa p,, ! la chiamiamo
funzione radice n—esima e la indichiamo con

Y =ppt (0,400 = [0, 400, @ ppt(x) = Ve,
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3<>
2<>
1 +
— T
0 1
y=p; ()=
1
# # # T
0l 1 2 3
Esercizio 13. Risolvere le sequenti disuguaglianze
2 3
x+|z| <2, x* < |z|—2. |z +3|—]z—1] <0, |z|° —22(1+|z]) < 0.

7.2 I numeri complessi

Consideriamo su R? le seguenti operazioni

+ R*xR*=R*  (2,9),(,y) = (@+2,y+v),
o :R? x R? =+ R?, (,y), (@)= (x-2' —y-y,z -y +y-2).

Si noti che 4 ¢ la somma su R? (una “nuova somma”) mentre + ¢ l'usuale
somma su R. Analogamente o ¢ il prodotto su R? (un “nuovo prodotto”) mentre
- & 'usuale prodotto su R. D’ora in poi scriveremo + e - anche per le nuove
operazioni.

Teorema 13. (R2 +,-) ¢ un corpo commutativo con unita (campo).

Dimostrazione. Si tratta di verificare inizialmente che su R? I'operazione +
gode delle 4 proprieta dei gruppi abeliani (si noti in particolare che 1’elemento
neutro ¢ (0,0) e Pelemento opposto di (z,y) & (—z, —y)).

Similmente si tratta di verificare che su R? \ {(0,0)}, per l'operazione -,
valgono le 4 proprieta dei gruppi abeliani (si noti in particolare che ’elemento
neutro & (1,0).) L’elemento reciproco di (z,y) € R?\ {(0,0)} &

(g5
$2+y2’$2+y2'
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Infatti, detto (2',y’) il reciproco di (z,y), si risolve nelle incognite z’/, y’ il
sistema
zr' —yy' =1,
xy' +ya' = 0.
Moltiplicando per x la prima riga e per y la seconda si ottiene
222 —zyy ==,
yxy' + 1y’ =0.

Sommando le righe si ha
222 + %2 =

Si divide per 22 +y? (lo si puo fare perché (z,y) # (0,0)) e si trova 2’. Analogo
per 3. Per concludere si verifica che vale la proprieta distributiva. O

Definizione 14. (R2,+,-) si dice corpo o campo dei numeri complessi e si
indica con C.

Osservazione 15. Si nota che

(a7 0) ’ (ﬂf,y> = (a$7ay)

cioe la moltiplicazione per i numeri complessi del tipo (a,0) (quelli che han-
no la seconda componente uguale a 0) da lo stesso risultato che si ha nella
moltiplicazione del vettore (x,y) di R? per lo scalare a. Quindi si puo scrivere

(1‘,y) = (33,0) : (170) + (y70) : (0’ 1) = Ji(l,O) + y(oa 1)

Indichiamo ora
(1,0) =1, (0,1) =1,

quindi
(z,y) =21+ yi che scrivieamo x4+ iy.

In conclusione possiamo scrivere
C={z+iy: z,y e R}.
i ¢ il numero complesso (0,1) e si chiama unitd immaginaria. Si noti che vale
i? = —1 infatti > =(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0) = (=1,0).

Dato il numero complesso z = x + 1y si ha che x ¢é detta parte reale di z e y
parte immaginaria,

z=z+1iy quindi r=Rez, y=Imz.
si ha
(x+iy) + (&' + i) = (& +2") +ily +9),
(@ +iy) - (2 +iy') = w2’ +i(zy +ya') + Py’ = (v’ —yy') +i(zy +ya'),
1 T .y
= —1 .
r+iy  2?4y? 2?4 y?

(z+iy)~" =
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Osservazione 16. Il piano cartesiano associato a R?, pensato come insieme
dei complessi, si dice piano di Gauss, dove [’asse delle ascisse si dice asse reale
e quello delle ordinate asse immaginario.

Im z

z=x+ 1y

T Rez

Definizione 15. Sia z = x + iy un numero complesso. Il numero complesso
Z = x — 1y st dice complesso coniugato di z. La funzione

C—C, zw—7z
st dice coniugio.
Si ha
® 21 + 2z =71 + 72

® 212y =21 22

e 2+2zZ=2Rez, z—Z=2Imz.

Definizione 16. Sia z = = + iy un numero complesso. Il valore reale |z| =
v/ x2 + 92 si dice modulo di z. La funzione

C—[0,4+00], 2z |z] =Va2+1y?,

si dice funzione modulo. Si noti che se z € R (cio¢ Imz = 0), allora il modulo
di z coincide con il valore assoluto di z.

8

8.1 I numeri complessi (continuazione)

Si ha
e [Rez| < [z2], [Imz| <z
o [z = |2;

o« zz= |
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z
esezAOalloraz'=—"> e [z27!= —;
z

2"

° |21 22| = |a] - [22f;

e (disuguaglianza triangolare) |21 + zo| < |21| + |22]-
Per provare la disuguaglianza triangolare si considera

|21 4+ 22> = (21 + 22) (21 + 22)

= (21 + 22) (71 + 22)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= |21]? + 2Re 2123 + | 22)?

Ora
2Rez1Z3 < 2|Re z173] < 2|2173] < 2|21]|22].

quindi
|21 + 22|* < |21]? + 2021 |22] + |22 = (J21] + |22)*.

8.2 rappresentazione trigonometrica dei numeri complessi

Im z

) z=x+ 1y
psina =1y
p =zl

o

pcosa=x Rez

p =1z modulo (distanza dall’origine),

! argomento (angolo),
z=x+iy = p(cosa +isina).

Definizione 17. La coppia (p, ) si dice rappresentazione trigonometrica
del numero complesso z quando p = |z| & il modulo di z e z = x + iy =
p(cosa + isinw). Si noti che p & maggiore o uguale a 0 mentre, se z # 0,
a risulta univocamente determinato a meno di multipli di 2r (quindi sarebbe
pit corretto scrivere (p, [a]) dove [a] & una classe della sequente equivalenza su
R: x =y se x —y & un multiplo intero di 2w). Dato z = (p, [a]), l'unico valore
in [a] che risulta essere nell’intervallo [0, 27| si dice argomento principale di
z.

Osservazione 17. Se

z1 = p1(cosaq + isinay), 29 = pa(cos ag + isin ag).
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allora
z129 = p1p2((cosay cos as — sin oy sin ag) + i(cos oy sin ag + sin o cos ag))
= p1p2(cos(ar + az) + isin(a; + as)).
Nella moltiplicazione i moduli si moltiplicano e gli argomenti si sommano.

Osservazione 18. Vale la formula di De Moivre. Se
z = p(cos o + i sin )

allora
2" = p"(cos(na) + isin(na)).

Osservazione 19. Siano e il numero di Nepero (verra introdotto in modo pre-
ciso tra poco, per il momento basta sapere che ¢ un numero reale con valore tra
2e3)eleR, sidefinisce

e = (cosf + isinf) formula di Eulero.
Sia z € C, si definisce
z _ eRez(

e cos(Im z) + isin(Im z)) esponenziale complessa.

Esercizio 14. Calcolare

. 3 =7 .
S TE e-0

9.1 radici di un numero complesso

Per questo argomento facciamo riferimento a quanto riportato dal Cap. 2,
Par.cell di [1].

Esempio 9. Risolviamo in modo esplicito e senza far riferimento alla forma
trigonometrica, ’equazione

22 =w, dove z=ux+iy, w=a+ib.

2?2 —y?=aq
2zy =b

Ora, seb=0ea>0,sthay=0ce¢

Si ottiene

?=a dacui z19=x12=%+Va
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Se invece b=0¢ea <0, sihax=0c¢e
—y>=a da cui z12 = Y12 = iV —a,

Supponendo poi b # 0, si ha

¢ -y =a
_b
y_Qx
quindi
2 b
4z2
da cusi
x4—ax2—f—0
1 =0

b2
Ponendo 2 =t e risolvendo t* — at — T 0, tenendo conto che x2 non pud

essere negativo, si ha

xz_aJr\/aQ—l—bQ a++va? +b?
- _—

da cui x12=% 5

Si conclude che

a+\/a2+b2+i b
2 2a + 2va? + b2

Esempio 10. Risolviamo l’equazione

210 ==&

22 +vz+w=0, dove v, w € C.

St “completa il quadrato” e si ottiene
2 02

z2+vz+%+w—Z:0,
da cui ) )
22—|—vz+v— = U——w.
4 4
Si ha quindi una equazione del tipo
72 =W cmezzmg eW:gfm

che si puo risolvere come sappiamo.
Esercizio 15. Trovare tutti i numeri complessi z tali che
. t+1 ) i
2= —2, 2° = —i, 2= — 224+ 3iz4+4=0 2z—2+ - =0.
1—1 4
Esercizio 16. Disegnare su piano di Gauss gli insiemi

E,={z€C: 2z+z =i}, Ey={z€C: |z—1+41] =2},
Es={z€C :|z—1] > Rez}.
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10
10.1 Lo spazio R"

Definizione 18. Definiamo

Rt'=Rx---xR={(z1,...,25) : z;j €ERperj=1,...,n}

n fattori

L’elemento (x1,...,xy,) lo indicheremo con x e lo chiameremo punto o vettore
di R™. I wvalori x1, xa, ..., T, St diranno componenti o coordinate del vettore
x.

In R™ ¢ definita una operazione di somma di vettori, cioé se
gz(xla"'axn% g:(ylvvyn)

allora
§+y: (x1+y17"'axn+yn)-

Con questa operazione, R™ risulta essere un gruppo abeliano.
In R™ risulta definito anche il prodotto per uno scalare. In particolare, dato

A€ R, siavra
Az = (Axq, ..., Axy).

R™ con la somma e il prodotto per uno scalare risulta essere uno spazio vettoriale.
Definizione 19. Chiamiamo prodotto scalare la funzione

R™" x R®" - R

(Z,y) =z y=z191 + T2y + - + Ty

Valgono le seguenti proprieta

z-(y+tz)=z-y+z-z
(Z+y - z=z-2+y-
- - bilinearita,
z-(Ay) = Az -y)
(Az) -y =Az-y)
TYy=y-x stmmetria,

Ve, z-2>0 e (z-2=0 < z=0) positivita.

Definizione 20. Chiamiamo norma euclidea del vettore x il valore
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Teorema 14 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Siano z, y € R™. Allora

|z -yl <zl flyll-

Dimostrazione. Sia A € R. Consideriamo il vettore z + Ay. Si ha, per
qualunque valore di A,

0< (z+Ay) - (z+Ay) = llz)® + 2 (z - y) + N|lylI>.

Pensando a ||z[|? 4+ 2A(z - y) + A?||y||* come a un polinomio di secondo grado in
A, si ha che il segno di tale polinomio é sempre positivo o nullo, quindi il suo
discriminante (il cosi detto “A”) deve essere negativo o nullo, quindi

Az y)* — 4lylPllzl* <0

da cui
(z-y)* < lyll®)lz]>.

Si conclude passando alla radice quadrata da ambo le parti. (I

Corollario 3 (Disuguaglianza triangolare). Siano z, y € R™. Allora
llz +yll < [l + llyll-
Dimostrazione. B sufficiente provare che
lz +ylI* < (lzll + llgl)?.

Si ha
lz+yll? =@+y) - (z+y)

= llzl]* +2(z - y) + llyl?
<zl + 2|z - y| + [lylI?
<zl 4 2[|z]] yll + lyll? = (lzl + llyll)>

10.2 Gli spazi metrici

Quali sono le caratteristiche deve avere una funzione per “misurare la distan-
za” tra due punti, due oggetti, due elementi di un qualche insieme? Intanto
vogliamo che la distanza sia sempre un numero reale maggiore o uguale a zero,
con la caratteristica che se la distanza é zero allora i due punti coincidono, poi
vogliamo che sia simmetrica e infine la distanza dovra soddisfare la cosiddetta
disuguaglianza triangolare: quando si va da un punto ad un altro, passare per
un punto intermedio fa sempre allungare la stradal

Definizione 21. Sia X un insieme. Una funzione d : X x X — R si dice
distanza (o, anche, metrica) se

eV, ye X, d(x,y) >0 ed(x,y) =0 se e solo se x =y.
o Vz,y € X, d(z, y) =d(y, z).
o Vz,y, z€ X, d(x, z) <d(z,y)+d(y, 2).
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La coppia (X,d) si dice spazio metrico.
Gli esempi di nostro interesse sono
e R con la funzione d(z, y) = |z —y| (qui | - | rappresenta il valore assoluto).
e C con la funzione d(z, w) = |z — w| (qui | - | rappresenta il modulo).

e R” con la funzione d(z, y) = ||z — yll = /> i1 (@i — vi)%

Esercizio 17 (facoltativo). Verificare che in R? le funzioni

di((z1,72), (Y1,92)) = [21 — 22| + Y1 — ¥2/,

doo((z1,22), (Y1,y2)) = max{|z1 — z2|, |y1 — y2l},

sono distanze.

Esercizio 18 (facoltativo). Verificare che in R? le funzioni

|x27y2| se T1 = Y1,
dp((xla'rQ)’ (y17y2)) = {

|zo| + |21 —y1| + |y2|  se @1 # 1,

Ve —y1)2 + (22 —y2)?  se z1y2 = Y122,
du((w1,22), (Y1,92)) =

Vi + a3+ yi +y3 se T1Y2 # Y172,

sono distanze.

10.3 intorni di punti di R, di 400 e —oc0

Definizione 22. Siano x, y € R . Chiamiamo distanza euclidea (o, sempli-
cemente, distanza) tra x ey il valore |z — y|. Si noti che

e Vz,yeR, |z —y|>0 A (z—y|=0 <= z=y).
o Vz,y €R, [z —y| =y — 2|

e Vr,y,z€R, |z —z| < |z —y|+ |y —z|

Definizione 23. Sia x¢o € R. Chiamiamo intorno centrato aperto di x,
di raggio r > 0 (o anche palla aperta di centro xo e raggio r), linsieme

Jxo — 7,20 +r]. L’intorno centrato aperto di xq, di raggio r, si indica anche con
B(zg,r) o I(xg,7). Quindi

B(xg,r) =]zo—r,x0 +7[
={zeR:axg—r<z<zo+r}
={zeR: |z —zo| <1}
La palla aperta di centro xqg e raggio v & linsieme dei punti che distano da xq

meno di r.
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1 - {

XTo—T xo o+ T

Definizione 24. Sia zo € R. Chiamiamo intorno di xy un qualunque in-
sieme contenente una palla aperta di centro xo e raggio r > 0. Chiamiamo
intorno di o0 (—o0) un qualunque insieme contenente una semiretta aperta
superiormente (inferiormente) illimitata.

Definizione 25. Chiamiamo R l’insieme R U {—o00,+o0}. R si dice insieme
det numeri reali estesi, o retta estesa.

Osservazione 20. Si noti che per ogni elemento di R abbiamo definito chi sono
t suot intorni.

10.4 Punti interni, esterni, di frontiera

Definizione 26. Sia E in sottoinsieme di R. Sia zg € R. zg si dice punto
interno ad E se esiste un intorno di xg contenuto in E (si noti che questo &
equivalente a dire che E ¢ un intorno di xq).

xo st dice punto esterno ad E se esiste un intorno di xg contenuto nel
complementare di E (si noti che questo ¢ equivalente a dire che CE ¢ un intorno
di Zo-

xo st dice punto di frontiera per E se ogni intorno di xg contiene punti di
FE e del complementare di E.

L’insieme det punti interni di E si indica con E°. L’insieme dei punti di
frontiera per E si indica con OF.

Osservazione 21. Si noti che i punti esterni di E sono punti interni di CE.
Si noti anche che OF = O(CE) (& conseguenza del fatto che C(CE) = E).
10.5 insiemi aperti e chiusi

Definizione 27. Sia A un sottoinsieme di R. A si dice insieme aperto se per
ogni xg € A, xg é interno a A, cioé se per ogni xo € A, esiste r > 0 tale che
Jzo —ryxo +r[ C A, cioé se A ¢ intorno di ogni suo punto.

Sia C un sottoinsieme di R. C si dice insieme chiuso se il complementare
di C ¢é aperto.

Osservazione 22.
e Una palla aperta & un insieme aperto.
e Un intervallo aperto & un insieme aperto.

e Una semiretta aperta & un insieme aperto.

Teorema 15.

e R e () sono insiemi aperti.

e Unione di aperti é un insieme aperto.
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e Intersezione di un numero finito di aperti & un insieme aperto.

Dimostrazione. R é aperto (per ogni 2y € R e per ogni r > 0, |zg—7r,x0+7]
¢ contenuto in R). L’insieme vuoto é aperto (gli elementi dell’insieme vuoto
godono di ogni proprieta).

Sia {A; : i € I'} una famiglia qualunque di aperti (¢ ¢ un indice nell’insieme
I). Supponiamo che x¢ € (J;c; Ai. Allora esiste i € I tale che zg € A;. Allora
esiste 7 > 0 tale che |xg — 7, w9 +r[C A;. Quindi Jxg — 7,20 +7[C ;¢ Ai-

Per provare 'ultimo punto basta provare che l'intersezione di 2 aperti é un
insieme aperto. Supponiamo A; e As siano aperti. Sia xg € A; N Ay, Allora
esistono r; > 0 e ro > 0 tali che

Jzo —r1, 20 +11[C Ay, Jzo —ro, w0 + o[ C As.
Ma allora, detto » = min{ry, 72}, si ha

Jeo — ryxo +r[C Ay N As.

Corollario 4.
e R ¢ () sono insiemi chiust.
e Intersezione di chiusi & un insieme chiuso.
e Unione di un numero finito di chiusi é un insieme chiuso.

Dimostrazione. E sufficiente ragionare sui complementari. Sara utile tenere
in considerazione le leggi di De Morgan. (]

Teorema 16. Sia A C R.
A ¢ aperto se e solo se ANOA = ().
A ¢ aperto se e solo se A° = A.

Dimostrazione. Si ha che se A é aperto allora A non contiene nessun punto
di frontiera. Infatti essendo A aperto, i suoi punti sono interni e quindi per
ciascuno di essi esiste un intorno tutto contenuto in A: non ¢ possibile che ogni
intorno (di un punto di A) contenga punti di A e del complementare di A.

Viceversa proviamo che se ANOA = () allora A & aperto. Sia zyp € A. Essendo
ANOA =10, si ha xg € DA cioé

- (VU intorno di g, UNA#O A UNCA #0),

quindi
JU intornodizg: UNA=0 VvV UNCA=0.

Essendo zg € A e zg € U, necessariamente U N A # (), quindi
JU intornodi zg: UNCA = 0.
che ¢ equivalente ad affermare che
JU intornodi xg: U C A,

di conseguenza A é aperto. (Il
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Corollario 5. Sia C C R, C ¢ chiuso se e solo se 0C C C.

Dimostrazione. Sia C chiuso. Allora CC ¢ aperto e quindi (ricordare I’Os-
servazione 21)

acc)ncc =,

cioé 9(CC) C C. Ma allora 0C C C.
Viceversa sia 0C C C. Allora 8C NCC = 0, cioé

a(CC)ncc =9

e quindi CC' ¢ aperto.
La verifica dell’altra doppia implicazione é lasciata per esercizio. O

11

11.1 Chiusura di un insieme

Definizione 28. Sia E C R. Sia xg € R. xg si dice punto aderente a E (o
punto di chiusura per E) se per ogni U intorno di xg, si ha che

UNE #0.

L’insieme dei punti aderenti a E si dice aderenza o chiusura di E. La
chiusura di E si indica con E.

Osservazione 23. Per ogni E C R si ha che E C E. Infatti se xg € E allora
per ogni U intorno di xqg, si ha che

{l‘o} - UNE 7é @
Teorema 17. Sia E C R.
o La chiusura di E & un chiuso.

e La chiusura di E ¢ il minimo (nel senso dell’inclusione) chiuso contenete

E.
e F ¢ chiuso se e solo se E coincide con la sua chiusura.

Dimostrazione. Provo che E ¢ un chiuso. Per farlo, provo che CE & aperto.
Sia yg € CE. Quindi yy non é aderente a F, cioé

- (VU intorno di y9, UNE #0),

cioé
AU intorno di y9, UNE = (.

Di conseguenza, dalla definizione di intorno, deduciamo che esiste » > 0 tale che

B(yo,T)ﬂEiw,

Yo—T Yo Yo+
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Consideriamo ora y € B(yo, 5) (in verde nella figura qui sotto),

Yy E
] ] . . I I
1 I [ [
Yo — 1 Yo — 5 Yo Yo+ 5 Yo+
Si ha r
B(yvi) CB(y07T)5
y—73 Yy y+5 E
1 1 1 [ [ [
1 IR C C L I I
Yo —T Z Yo— 3 Yo Yo+ 5 Yo+

Infatti, se z € B(y, 5) (in rosso nella figura qui sopra), allora

r
2

T
|Z*y0\§\2*y|+|y*yo|<§+ =T.

Quindi, per ogni y € B(yo, 5), si ha che

Bly.5)NE=10

e di conseguenza, per ogni y € B(yo, 3),

B(y, g) CCE,
da cui B(yo,5) CC E, quindi il complementare di E & aperto.

Provo che la chiusura di E ¢ il minimo (nel senso dell’inclusione) chiuso
contenente F. Per farlo, provo che dato un chiuso K che contiene F, questo
contiene anche la chiusura di E. Sia quindi K un chiuso che contiene E. Sia
y € CK. Essendo CK aperto, esiste r > 0 tale che B(y,r) € CK. Quindi
B(y,r) N K = 0, quindi B(y,r) N E = 0, quindi y ¢ E. Ho provato che se
y € CK allora y € C E cioé

ECK

che & quanto volevo.

Provo infine che E ¢ chiuso se e solo se E coincide con la sua chiusura.

Se E é chiuso allora F ¢é il minimo chiuso che contiene F stesso. Quindi per
i punti precedenti E coincide con la sua chiusura.

Viceversa se E coincide con la sua chiusura allora, essendo la chiusura un
chiuso, F ¢é chiuso. (Il

Esercizio 19. Sia E C R. Si provi che E = EUOE.
Esercizio 20. Sia E C R. Si provi che E = E° UOFE e che E\ OF = E°.
Esercizio 21. Sia E CR. Si provi che 9E = ENCE.

Esercizio 22. Sia E C R. Si provi che OF ¢ un insieme chiuso.
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12
12.1 Punti di accumulazione

Definizione 29. Sia E C R e sia g € R. zq si dice punto di accumulazione
di (o per) E se per ogni U intorno di xg si ha che U contiene punti di E diversi
da xg, cioé

VU intorno di xy, (UNE)\{zo} #0.

L’insieme dei punti di R che sono di accumulazione di E si dice derivato di F
e si indica con DE.

Definizione 30. Sia E C R. [ punti di E che non sono di accumulazione per
FE si dicono punti isolati.
xo € E & isolato se e solo se esiste un intorno U di zq tale che UNE = {xo}.

Teorema 18. xg ¢ punto di accumulazione per E se e solo se ogni intorno di
xo contiene infiniti punti di E.

Dimostrazione. Se ogni intorno di zy contiene infiniti punti di E allora ogni
intorno di zy contiene punti di E diversi da xo (basta che ogni intorno di x
contenga due punti di FE per avere che ne contenga almeno uno diverso da ).

Viceversa supponiamo che esista un intorno U di xg che contenga un numero
finito di punti di . Quindi U contiene un numero finito di punti di E diversi
da xq. Li indichiamo con

{z1,29,...,Tn}
Essendo x; # xg per ogni i = 1,2,...,n, se definiamo
r = min{|x; — x|, |z2 — 0|, .- ., |Tn — zol},

si ha che r > 0 e (B(zo,7) N E) \ {z0} = 0. Quindi z¢ non ¢ di accumulazione
per E. O

Teorema 19. Sia E CR. E ¢ chiuso se e solo se DE C E.

Dimostrazione.
Sia E chiuso. Sia zo € DE. Allora

VU intorno di xg, (UNE)\{zo} # 0.

Quindi
VU intorno di g, (UNE)#0,

da cui zg € E. Ma E = E, essendo E chiuso. Quindi zy € E. Abbiamo quindi
provato che DE C E.

Viceversa sia DE C E. Proviamo che E ¢é chiuso. Per far questo basta
provare che E C E. Sia xo € E. Sappiamo che

VU intorno di xo, (UNE)#0.
Se fosse g € E, allora E = E \ {20} e quindi
VU intorno di o, (UNE)\{zo} #0.

da cui 29 € DE e finalmente xy € E, il che sarebbe assurdo. Quindi £ C E. O
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Esercizio 23. Trovare i punti interni, esterni, di frontiera e trovare l’interno,
la chiusura e il derivato di

1
]1, 3[, {m . TLGN},

(QN]L, 3 U ((R\Q)N[2,4]), {k+hV2: khelkZ)

12.2 Primo teorema di Bolzano-Weierstrass

Osservazione 24. FEsistono insiemi che hanno, di sicuro, punti di accumula-
zione in R? Poiché per avere un punto di accumulazione servono infiniti punti
di E (che dovranno essere dentro ogni intorno del punto di accumulazione),
gli insiemi finiti non hanno punti di accumulazione. E quelli infiniti? Non é
detto che un insieme infinito abbia punti di accumulazione in R: ad esempio
N non ha punti di accumulazione in R (convincersi di questo fatto vedendo che
tutti i punti di N sono isolati), pero N & superiormente illimitato. Restano in
discussione gli insiems infiniti e limitati.

Teorema 20 (primo teorema di Bolzano-Weierstrass). Ogni insieme infinito e
limitato di numeri reali ha almeno un punto di accumulazione in R.

Dimostrazione. Sia E C R, F infinito e limitato. Poiché é limitato, si ha
inf E = ag, sup E = by con ag, by € R, ag < by e E C [ag, by]. Consideriamo

ao + b ag + bo

D) ] € [ D) bo]

[a07

Poiché FE é infinito e contenuto in [ag, by], almeno uno dei due precedenti in-
tervalli contiene infiniti punti di E. Supponiamo per esempio che sia il primo.
Poniamo a; = ag e by = “0241’0. Consideriamo

iy +b
a1, “12 L e [‘”2 L by

Poiché [a1, b1] contiene infiniti punti di E, almeno uno dei due precedenti in-
tervalli contiene infiniti punti di E. Supponiamo per esempio che sia il secondo.
Poniamo a9 = ale (§] b2 = bl.

Proseguendo con questo procedimento si costruisce una successione ([a,, by))n
di intervalli chiusi, limitati, inscatolati e dimezzati, ciascuno dei quali contiene
infiniti punti di £. La forma forte del teorema di Cantor ci garantisce che esiste

un unico £ € R tale che
o0

{f} = ﬂ [a'm bn]~

n=1

Ora provo che £ ¢ di accumulazione per E. Sia r > 0. Sappiamo che
e per ogni n, £ € [an, bal;

e per ogni n, [a,, b,] contiene infiniti punti di E;
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e csiste un 7 tale che b; — an < 7; (€ una conseguenza del fatto che, per
ogni n,
by —a bo—a
_ % 0 o % 0
2n n

by, — an, ).
Si ha quindi
[aﬁ7 b’ﬁ] g ]€ -7 g + T['

Di conseguenza in £ — r, £ + r[ vi sono infiniti punti di E. Cio vale per ogni
r > 0, quindi in ogni intorno di £ ci sono infiniti punti di £. Quindi £ & di
accumulazione per F. (I

Osservazione 25. Si noti che se un insieme E ¢é superiormente illimitato esso
¢ infinito e in ogni intorno di +oo vi sono punti di E. In questo caso diremo
che supE ¢ 400 e che 400 ¢ di accumulazione per E. Analogamente per gli
insiemi inferiormente illimitati.

In conclusione, si puo quindi dire che in R gli insiemi non vuoti hanno sem-
pre sup e inf, che ¢ un numero reale se sono superiormente o, rispettivamente,
inferiormente limitati e similmente in R gli insiemi infiniti hanno sempre al-
meno un punto di accumulazione, e, se sono limitati, hanno sempre almeno un
punto di accumulazione in R.

13

13.1 Limiti di funzioni
Si consiglia fortemente la lettura dei Cap. 4 e 5 di [1].

Osservazione 26. Sia
f:A>R, ACR, zeR, z diaccumulazione per A.

Voglio avere un’idea dei valori di f(x), quando x viene scelta vicino a T. In
particolare sono interessato a sapere se ¢’¢ un valore L € R “verso cui tendono”
i valori di f(x) al “tendere dix a T”. 1l tutto & ben spiegato utilizzando gli intorni:
bisognera che, ogni qual volta si fissi un intorno di L (all’inizio, a piacimento,
eventualmente piccolo), dovra esistere un intorno di T (che sara quello che sara,
dipende dall’intorno di L che abbiamo fissato), tale che, se scelgo x € A in
quell’intorno di Z, allora f(x) appartiene all’intorno di L fissato. Siccome sono
interessato al comportamento di f vicino a T ma non specificatamente in T,
escludo il punto T dal vincolo sul comportamento.

Definizione 31. Sia f: A - R, ACR. Siaz € R, 7 di accumulazione per
A. Sia L € R.
lim f(z) =L
significa
VYV intorno di L, 3U intorno diz: VYxe€ A, xzeU\{z} = f(x)eV.

Diremo che il limite per = che tende a Z di f, esiste e vale L. Se L € R
diremo che il limite esiste ed é finito.
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In particolare
e supponiamo L, T € R.
lim f(z) =L
rT—T
significa
Ve>0, 30>0: VzeA O0<|z—Z<d =|flzx)—L|<e

(qui V conterra |L —e, L + ¢[ mentre U sard |z — 6,z + 0[).

Esempio 11. Verifichiamo che
lim (1 4 2?) = 2.

z—1

Fissato € > 0, si tratta di trovare 6 > 0 tale che, se 0 < |[x — 1| < § allora
|(1+2?)—2| <e. Ora

(1 +22) =2 = |e® = 1] = o — 1] [« + 1.

Osserviamo che se z € [0, 2] allora |z +1| < 3. Quindise 0 < |z —1| <4,
con 6 <1, si ha

(14 2%) —2|=|2? — 1] = |z — 1] |z + 1] < 30.

Bastera quindi scegliere 36 = € con 0 < 1, cioé 6 = min{$, 1}.

e supponiamo L = +o0, T € R.

lim f(z) = +o0

r—T
significa

VM >0, 36>0: VzeA 0<|z—Z<d = f(z)>M;

e supponiamo L € R, & = +o0.

lim f(z)=1L

T—r+00
significa

Ve>0, 3IK>0: VzeAdA z>K =|f(z)—L|<e;

46



Esempio 12. Verifchiamo che

lim — =0.
r——+oco I

Fissato € > 0, si tratta di trovare K > 0 tale che, se x > K allora |%| <e.
Osserviamo che se x > K > 0 allora 0 < % < % Quindi basta scegliere
L =g, cioéK:%.

K
e supponiamo L = 400, T = +00.

significa

VM >0, 3IK>0: VzeA z>K = f(x)>M.

I casi con —oo al posto di +o00 sono lasciati per esercizio.

13.2 Limiti destri e sinistri, restrizioni

Definizione 32. Sia f: A - R, ACR. Siaz € R, 7 di accumulazione per
A. Siano L, L' € R.
lim f(z)=1L

r—zt+
significa
VYV intorno di L, 3U intorno diz: VYze A, xzeUN]z,+oo[= f(z)€eV,
e

lim f(z) =L

T—=>T T
significa
VYV intorno di L', 33U intorno diz: Vaxe€ A, ze€UN]|-00,z[= f(z)eV.

lim,_,z+ f(z) elim,_z- f(z) si dicono rispettivamente limite destro e limite
sinistro.

Definizione 33. Sia f : A - R, A CR. Sia BC A, SiaZ € R, T di
accumulazione per A e per B. Sia L € R.

lim fip(z) = L
significa
V'V intorno di L, 3U intorno diZ: Yz e B, zecU\{z} = f(x)e V.
lim, .z fip(x) si dice limite della funzione ristretta a 5.

Osservazione 27. [ limiti destri e sinistri sono particolari limiti di restrizioni,
le restrizioni a AN]Z,+oo[ e AN| — oo, T rispettivamente.

Teorema 21. Se una funzione, per x che tende a T, ha limite L, allora tutte
le sue restrizioni hanno, per x che tende a T, limite L.

Dimostrazione. Basta osservare che l'insieme degli x su cui verificare che
f(x) € V nel caso della restrizione, & un sottoinsieme di quello del caso del
limite senza restrizione. O
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13.3 Prime proprieta dei limiti
Teorema 22 (unicita). Sia f: A—R, ACR. Sia7 € R, z di accumulazione
per A. Siano Ly, Ly € R. Se

lim f(x)=L; e lim f(x)= Lo,

T—T T—T

allora
Li = Lo.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che sia L; # Lo. E possibile
allora trovare (lo si verifichi nei vari casi) V; intorno di L; e V3 intorno di Lo
tali che

VinVy=0.

Applicando le definizioni di limite si avrebbe allora che

U, intornodiz: Vze A, zeU\{z} = f(x)eW

JUs intornodiz: Vaze A, zeUx\{z} = f(x)€ Va.

Si nota ora che U = U; NUs é un intorno di Z e che, essendo Z di accumulazione
per A, si ha che (UN A)\ {Z} & non vuoto. Sia quindi z* € (UN A)\ {z}, si ha

f@*)eVinVy #0,

e cio ¢ assurdo. O

Corollario 6. Se due restrizioni della stessa funzione, relativamente allo stesso
punto di accumulazione, hanno limiti diversi, il limite della funzione non esiste.

Teorema 23 (permanenza del segno). Sia f: A =R, ACR. Siaz € R, T di

accumulazione per A. Sia
lim f(z) = L.

T—T

Se L >0 (cioée L = 400 oppure L €]0,400[) allora
U intorno di & : Vx e U\ {z}, f(z)>0.

Dimostrazione. Sia
lim f(z) = +oo.

T—T

Basta scegliere, per esempio, nella definizione di limite, 'intorno V' =]1, 400 .
L’intorno U che si ottiene ha le caratteristiche cercate.
Sia
lim f(xz) =L €]0, +o0].
T—T
Basta scegliere, per esempio, nella definizione di limite, I'intorno V' =] %L, %L[
L’intorno U che si ottiene ha le caratteristiche cercate.
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Teorema 24 (confronto). Siano f, g : A - R, A CR. Sia z € R, z di
accumulazione per A. Sia

:%1_1% f(x) = 4o0.
Se
vee A\{z}, [f(z)<g(2),
allora

lim g(z) = 4o0.

T—T

Dimostrazione. Basta scrivere la definizione di lim,_,z f(z) = +00 e osserva-
re che, essendo f(x) < g(x), con gli stessi U e V, vale anche lim,_,z g(z) = +o0.
O

14

14.1 Prime proprieta dei limiti, continuazione

Teorema 25 (dei due Carabinieri). Siano f, g, h: AR, ACR. SiaT € R,
T di accumulazione per A. Sia

lim f(x) = lim h(x) = L € R.

T—T T—T
Se
Ve e A\{z}, f(z)<g(x)<h(z),
allora
lim g(x) = L.
r—x

Dimostrazione. Sappiamo che

Ve>0, 3JU;intornodiz: Vae A xe€U\{Z} =L—-e< f(x)<L+e

e

Ve>0, FUzintornodiz: Vaze A xc€U\{Z} = L—c<h(z)<L+e.

Scegliendo U = U; N Us si avra in particolare che

VeeA xeU\{Z} = L—-c<f(x)) N h(z)<L+e,

da cui, utilizzando il fatto che f(z) < g(x) < h(z), si ottiene

Ve>0, FUintornodiz: Vze A zeU\{Z} =L—-e<g(z)<L+e.
O

Teorema 26 (operazioni con i limiti). Siano f, g: A— R, ACR. Sia Z € R,
T di accumulazione per A. Siano [, g € R. Se
lim f(z)=1 e lim g(x)=m,

T—T T—T

allora
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i)
lim f(z)g(x) =1m,
it) se m # 0,

Dimostrazione. Proviamo i). Dalla definizione di limite sappiamo che

Ve>0, 3JU;intornodiz: Vz €A, a:eUl\{i}:>l—2<f(x)<l+g

€

Ve>0, FUsintornodiz: Vze A, ze€l\{z} = m—% < g(x) < m—&—%.

Scegliendo U = Uy N Uy, si ha che

Voed weU\{a} =l-S+m—> < f(@)+gl@) <+ +m+,

quindi
Ve>0, 3Udiz: Vae A, e U\{z} =1l+m—c < f(x)+g(z) <l+m+e.

Proviamo ii). Aggiungendo e sottraendo la quantita f(z)m e utilizzando la
disuguaglianza triangolare si ha

[f(@)g(x) —Im| < [f(x)g(x) — f(z)m|+ |f(x)m — Im|
< [f@)lg(z) —m| + [m||f(z) = 1.

Dalla definizione di limite si ha
€

V€>0, EUldll' VI'GA, xEUl\{x} :>|f(l')7l|<m,
similmente

. _ B £
Ve>0, 3Usxdiz: VaeA zelU\{Z} =|g9(z) m|<7|l|—|—|m|—|—1’

e infine
JUsdiz: Vaed zecU\{Z} =|f(x)<|l|+1

(in particolare 'ultima si ottiene da lim,_,z f(x) = [ ponendo € = 1 e utilizzando
il fatto che
I-1< flz)<l+1 = |[f(z)] <|l|+1).

Quindise z € Aex € (U NU;NUs) \ {Z}, si ha
[f(@)g(x) —Im|  <[f(x)g(x) = f(x)m| +[f(z)m — Im]
< [f(@)llg(@) —m| + [m]|f () -

< (i + 1) -

—_— M| = €.
[I| +|m|+1 | ||l|+|m|+1
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Proviamo iii). Sara sufficiente provare che, se m # 0, allora

. . 1 1
lim g(z)=m = lim — = —.

Si ha che

Si ha altresi

2
Ve>0, AU diz: Ve A4 xGUl\{i}j‘g(x)—m‘<5@,

JU,diz: VaeeA zelU)\{z} :>|g(9c)|>M

2
(in particolare l'ultima si ottiene da lim,_,z g(x) = m ponendo ¢ = @ e
utilizzando il fatto che
| [m| m|
m— = <glx) <m+ 5 = lg(x)] > 2).
Quindi se z € A e x € (U NUz) \ {Z}, si ha
[m|?
gle) mg(@)|[m| ~ lmlyy,)
|
Teorema 27 (limiti infinitesimi e limiti infiniti).
1
1
it) Ve #£z, f(x) >0) A ilg}zf(x) =0 = ;%m = +o00.

Dimostrazione. Per esercizio.
Teorema 28 (forme indeterminate).

i) Se lim,_,z f(x) = +o0 e IM > 0: Vo € A\ {z}, g(z) > —M (cioe¢ g
¢ inferiormente limitata: si osservi che cio accade in particolare quando
lim, 7 g(x) = L # —o0), allora

ILm f(z)+ g(z) = 400 (resta escluso il caso +00 — 00).

it) Se lim, 5 f(z) = —c0 e AM > 0 : Vx € A\ {&}, g(x) < M (cioé g
e superiormente limitata: si osservi che cid accade in particolare quando
lim, 7z g(x) = L # +00), allora

lim f(z) + g(z) = —oc0 (resta escluso il caso —oo0 + 00).
T—T

o1



iii) Se limy,z f(x) =0 e3IM > 0: Ve € A\ {z}, |g(z)] < M (cio¢ g &
limitata: si osservi che cio accade in particolare quando lim, .z g(z) =
L eR), allora

lim f(z)g(z) =0 (resta escluso il caso 0 - (+00)).

T
iv) Selim, ,z f(x) =400 eJp>0: Ve e A\ {z}, g(z) > p >0, allora
}1_% f(@)g(z) = +o0 (resta escluso il caso (+00) - 0).
Dimostrazione. Provo solo i casi i) e iii). Gli altri sono simili e si possono
fare come esercizio. Sia quindi lim,_,z f(z) = +o00. Sia M > 0 fissato. Si ha
VK >0, 3IUintornodiz: Vee A, zeU\{zZ} = f(z)>K+ M.
Essendo g(z) > —M, si ottiene che
VK >0, 33U intornodiz: Vxe A, xzeU\{z} = f(z)+g(z)> K,
e si conclude. Sia invece lim,_,; f(x) = 0. Sia M > 0 fissato. Si ha

Ve >0, JU intornodiz: Vee A, zeU\{z} = |f(x)\<%
Essendo |g(x)| < M, si ottiene che
Ve >0, FU intornodiz: Ve A, xe€U\{z} = |f(z)g(z)| <e,

e si conclude anche in questo caso. ([

14.2 Esempi
i) funzione costante c;

lim ¢ =c¢ (nella def. di limite va bene qualunque intorno di Z).
r—x

ii) funzione identita;

lim 2 =% (nella def. di limite basta scegliere U = V).
T—T

iii) polinomi;

1i_>ma0+a1x+...+anx":a0+a1£+...+an§:n, seT €R
x xr

(si usano i teoremi sulle operazioni con i limiti).

lim ag+ a1z +...+axz" =
Tr——400

+o0o0  se a, >0,
-0 seap <0,
400 se a, > 0en pari,
) —00  se ap > 0 e n dispari,
lim ag+aix+...+a,2" = . .
=00 400 se a, <0 e n dispari,
—oo  se ap < 0en pari

(si usano i teoremi sulle forme indeterminate).
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iv) funzioni razionali;

. aytaz+...+az" ag+ a1+ ...+ a,T"
lim = — p)
z—=z by +bix+... +bpx™ by +bTA+...+ b T™
sex€EReby+biT+...4+b,z™ #0.
SexeReby+b12+...+bpz™ =0eap+a1T+...+a,T" # 0 esistono
infiniti i limiti destro e sinistro, ma possono essere diversi.

Infine

ap+aiz+ ...+ a,z" . n—m @n
im = lim x — =...
z—4o00 bg + b1z + ...+ b x™ zot00 b

v) radice quadrata;

lim z =0, 1@\/5:\/% (z >0), lim Vz =400

z—0F T——+00

(in particolare, per il secondo limite, si ¢ usata la disuguaglianza

— |z — Z| |z — Z|
|\/E—¢E|§ﬁ+ﬁ§ 7 ).

15
15.1 Esempi, continuazione

vi) funzioni trigonometriche;
Si sfruttano i seguenti fatti
VO eR, Jcosf| <1 e |[sind] <0,

- T+
)l cos(—

|sinx—sin55|:2|sin(x ) <z -z

Quindi

lim sinz =sinZ
T—T

e analogamente
lim cosx = cos T.

T—T
Si ha anche
. _ _ T
lim tanz = tan T perze|——, =],
lim tanx = —o0, lim tanz = 4o0.
r—)—%‘*’ =57

vii) limite fondamentale el per z che tende a 0;
x

Si sfrutta il fatto che

T
sinz <z <tanz per x€]0,§[,
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1
tanx T
sin x i ‘
1
da cui )
sinx T
< —X<1 c|l——=,=|\{0}.

cosx < p— per T ] 9 2[\{}

Usando il teorema dei due Carabinieri si ottiene

. sinzx
lim =1.
x—0 X

Sara utile ricordare anche che

. l—cosx 1
lim ———— = -

z—0 2 2’
infatti
1—cosz  (1—cosz)(l+cosz) 1—cos’x 1 _ sin’z 1
2 22(1 + cosx) B x? 1+cosz 22 1+cosz’

15.2 Limite della composta

Teorema 29. Sia f: A= R, ACR. SiaZ € R, Z di accumulazione per A.
Siag: B—R, BCR. Siay €R, y di accumulazione per B. Sia f(A) C B.
Sia L € R. Supponiamo che

lim f(z) =y e limg(y) = L.

T—T Y=y
Se vale una delle due seguenti condizioni:
i) Vo e A\ (), f(2) £ 7
i) ye€ B e g(y) =L;
allora

lim g(f(x)) = L.

T—T

Dimostrazione. Supponiamo valga i). Sappiamo che

li -y
Lim 9(y)

significa

VW diL 3IVdig: WeB, yeV\{g} = gly)eW.
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Analogamente

significa
VVdig, 3Udiz: Veed zeU\{z}, = f(z)eV;
osserviamo che la condizione i) garantisce che se z # T allora f(z) # g, quindi

zeU\{z}, = f(z) eV \{y}

e di conseguenza
g(f(z)) e W.

Riassumendo
VWAL, JUdiz: VeeA zeU\{z}, = g(f(x)) eW,

che é quanto volevamo.

Sia invece ii). Sia z € U \ {Z}. Sappiamo che f(x) € V. Se f(z) # 7 si
ha g(f(x)) € W grazie al fatto che lim, .5 g(y) = L. Se invece f(z) = 7 allora
g(f(x)) = g(g) = L per la ii). Ma ovviamente L € W. In conclusione anche in
questo caso vale

YVWdiL, 3JUdiz: VeeA zeU\{z}, = g(f(x)) eW.
(]

Osservazione 28. Nella soluzione degli esercizi potra essere utile tener conto
della seguente applicazione del teorema del limite della composta:

) B _ . sin(f(x)) _
;L}n}:f(x)—o AN (f(x)#0perx#£z) = QICE%W—L
Per essere ancora piu efficaci, se si definisce la funzione
siny se y 40,
o(y) = y
1 se y=0,
st puo togliere Uipotesi f(x) # 0 per x # T e si ha
lim f() =0 = lm (/@) = 1,
o sin(f(x)) o osin(f(x) :
con x)) che coincide con —=——= per gli x in cui —=——= ¢ definita.
o(f(x)) @) 9 @) fi
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15.3 Esercizi

2 14 22
fim =% im — lim vz Fi4,
z—2 2 — 12 z——11+ 23 z—0
. Vr+2-—+v2 Ve —1 . . 9
lim ——, lim , lim 1 — sin” x,
z—0+ T z—1t 1 —x z—0
o Jr+1-1 . 1—cos®z . sinxz —tanz
lim ———, lim ——, lim ————
z—0 x z—0 Isinx z—0 xsin?z

o V21—
lim bmx, lim M, lim a(vz?2—1—2x).

r—4oo T T——+00 \/E — — 400

16

16.1 Limite delle funzioni monotone

Osservazione 29. Fino ad ora, in tutti i teoremi relativi ai limiti, nelle ipotesi
vi era sempre l’esistenza di qualche limite: lo schema dei teoremi era “se esiste
il tale limite e wvale ... allora esiste il tale altro limite e vale ...”. In effetti
non abbiamo fino ad ora provato dei teoremi di esistenza di limiti di funzioni
generiche ma abbiamo provato che esistono i limiti solo di alcune classi ristrette
di funzioni “elementari”, combinando poi queste funzioni per ottenere limiti pit
complicati.

Viceversa 1 sequenti teoremi garantiscono l’esistenza del limite di una fa-
miglia (potenzialmente ampia) di funzioni “non elementari” che pero hanno la
importante proprieta della monotonia.

Teorema 30. Sianoa € R, b € R e sia f:[a,b[ = R una funzione monotona.
Allora esiste limy_,— f(x) e vale sup,p; [ se f & crescente ovvero infj, ) f se
f & decrescente.

Dimostrazione. Sia f crescente e sia supy,, f = +oo, cioe f([a,b]) sia
superiormente illimitato. Allora

VM >0, 3Z€a,b: f(z)>M.

Essendo f crescente, se x > Z si ha che f(z) > f(z) > M.
Abbiamo quindi che

VM >0, 3z€a,b]: Vrelab, x>z = f(T)>M,

che ¢ proprio la definizione di lim,_;- f(2) = 400 (dove I'intorno di b nella
definizione di limite ¢ ]z, +o0]).
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Sia invece f crescente e sia supy, ;[ = | € R. Fissato ¢ > 0, dalla prima
proprieta del sup abbiamo che

Vo € [a,b], f(z)<I<l+e,
mentre, dalla seconda proprieta del sup, si ha che
iz € [a,b], f(z)>1—c¢.
Essendo f crescente,
Ve € la,b, 2>z = fla)>f(z)>1—e.
Riassumendo
Ve >0, 3Fz€[a,b], Vzxeab, 2> = l—c< f(z)<l+e,

che & proprio la definizione di lim, ;- f(z) = [ (dove intorno di b nella
definizione di limite ¢, anche in questo caso, |z, +00[).

La dimostrazione nel caso di f decrescente ¢ analoga ed ¢ lasciata per
esercizio. ]

Corollario 7. sia f :]a,b[ = R una funzione monotona. Sia ¢ € |a,b|. Allora
esistono lim,_,.— f(x) e lim,_,.+ f(x) e si ha

lim f(z) < f(e) < lim+ f(z) se f é crescente,

Tr—Cc

lim f(x) > f(c) > lim f(x) se f é decrescente.

T—c— r—ct

g )| //
/ )

16.2 Successioni e sottosuccessioni

Definizione 34. Sia A un insieme, sia
fN—=A ne f(n)=a,.

La funzione f si dice successione a valori in A. Si indica tradizionalmente
con (an)n-
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Osservazione 30. Possiamo rappresentare le successioni a valori reali come
grafici di funzioni di dominio N e codominio R:

Y

Q4 .

ag °
ai ¢ .

ao

as .

oppure come punti dell’asse reale:

as 0 asz ap a1 az agq xT

Definizione 35. Sia (a,), una successione a valori in A. Sia (ng)i una suc-
cessione a valori in N, strettamente crescente, cioé se k1 < ko allora ng, < ng,.
La composta

g:N—=A kw gk)=an,

st dice sottosuccessione o anche successione estratta. Si indica con (an, k.-

Osservazione 31. Dare una successione a valori in A significa individuare in
A elementi corrispondenti a 0, 1, 2 e cosi via per ogni n.

0o 1 2 3 4 5 ... n
R A A !
ap a1 a2 a3 Qa4 a5 ... Qp

Attenzione che qui mon c’é nessun vincolo di iniettivita: 1 valori di arrivo si
possono ripetere.

Dare una sottosuccessione significa fissare una successione da N in N cre-
scente, ad esempio

01 2 3 k
L4 1
1 3 4 7 ng
e quindi considerare la nuova successione
0 1 2 3 k
\ 4 4 \ \
Apy = @1 Apy = A3 QApy, = A4 Qpg = a7 ... QAp,

E come se dalla successione di partenza si estraessero alcunt termini e si ricom-
pattasse il tutto, cioé da

ay a3 a2 a3 a4 a5 ag ar Apyy,
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st ottiene
ay az a4 ary Apyy,

Si osservi in particolare che si ha, per ogni k, ni > k.

16.3 Limiti di successioni

Osservazione 32. Le successioni a valori in R sono delle funzioni con dominio
N e codominio R. L’unico punto di accumulazione del dominio é +o00. Quindi
data una successione in R avra senso soltanto chiedersi se esiste il limite per n
che tende a +o00.

Definizione 36. Sia (ay,), una successione a valori in R. Sia L € R. Diciamo
che

lima, = lim a, =L
n n—-+oo

se
VY Vintornodi L, dneN: VneN, n>n = a, V.

In particolare se L € R diremo che (a,), ¢ convergente a L, quindi

lima, = lim a,=L€R
n n—-+o0o
significa
Ve>0, dneN: VYneN, n>na = |a,—L|<e.
Yy
L+e¢ .
L * .
L—¢ ®
T
0 1 2 3 4=m)5 6 7 8

Se invece L = 400 (oppure —oo) diremo che (ay,), & divergente, quindi

lima, = lim a, =400 (oppure — )
n n——+oo

significa
VM >0, dneN: VvneN, n>n = a,> M (oppure a, < —M).

Osservazione 33. Per i limiti di successioni valgono i teoremi generali sui
limiti di funzioni.

e Sottosuccessioni. Se un successione ha limite L € R, tutte le sue
sottosuccessioni hanno limite L.
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Unicita. Se una successione ha limite, il limite & unico.

Permanenza del segno. Se una successione ha limite maggiore di 0
allora da un certo n in poi i termini della successione sono maggiori di 0.

Confronto. Selim, a, = 400 e, per ogni n (basta da un certo @i in poi),
an < by, allora lim, b, = +o0.

Due Carabinieri. Se lim, a,, = lim, ¢, = L € R e, per ognin (basta da
un certo 1 in poi), ap, < b, < ¢, allora lim, b, = L.

Operazioni. Selim, a,, =1 elim, b, =m, conl, m € R, allora lim,, a,,+
b, =1+ m, lim, a,b, =1lm e, se m # 0, lim, a,, /b, =1/m.

Successioni infinite e infinitesime. Selim,, a,, = +o0 allora lim,, 1/a,, =
0. Selim, a, =0 e, per ogni n (basta da un certo i in poi), a, > 0 allora
lim, 1/a, = +o0.

Forme indeterminate. Se lim,a, = +oo e (b,), limitata inferior-
mente, allora lim, a,, + b, = +o0o0. Se lim,a, = —o0 e (by), limitata
superiormente, allora lim,, a,, + b, = —oo.

Se lim,, a,, = 0 e (by), limitata, allora lim, a,b, = 0. Se lim,, a,, = +00
e, per ogni n, b, > p > 0 allora lim,, a,b, = +oo.

Successioni monotone. Una successione monotona ha limite. Una
successione monotona e limitata ha limite finito (cioé ogni successione
monotona e limitata & convergente).

16.4 Esempi importanti

Esempio 13. Sia a > 1. Vogliamo calcolare

lim a™.
n

Scriviamo a = 1+ p, con p > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli abbiamo che

a"=(1+p)" > 1+np,

da cui, per il confronto, abbiamo

lim a" = +o0.
n

Ricaviamo anche che, se 0 < a < 1, allora lim,, a™ = 0.

Esempio 14. Sia a > 1. Vogliamo calcolare

n
lim —.
n o on

Scriviamo a = 1+ p, con p > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli generalizzata
(ovvero dal teorema del binomio) abbiamo che, per n > 2,

2
ne—n o

P

a®=(1+p)" 21+np+
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da cusi

a” _ 1 -1,
— 2 —+p+——p7
n n 2
e, per il confronto,
a’l’L
lim — =+
non

Esempio 15. Sia a > 1. Vogliamo calcolare
lim {/a = lim ar.

Sappiamo che, per ognin € N si ha {/a > 1 (se fosse {/a <1 allora ({/a)" =a
sarebbe minore o uguale a 1).
Fissiamo € > 0 e consideriamo 1+ &. Sappiamo che

lim (1 +¢)" = 400,
n

quindi dalla definizione di limite abbiamo in particolare che esiste n tale che,
per ognin > N, st ha
(1+e)">a cioe 1+¢e> {/a.
Riassumendo
Ve>0, IneN: VneN, n>n = l—-e<l< Va<l+e,
quindi )
lim {/a =lima» = 1.
n n
Ricaviamo anche che, se 0 < a < 1, allora lim,, {/a = lim, an = 1.

Esempio 16. Sia a > 1. Vogliamo calcolare
lim ¥/n = lim nw.

Sappiamo che, per ognin € N si ha Y/n > 1.
Fissiamo € > 0 e consideriamo 1 + €. Sappiamo che

1 n
lim ﬂ = 400,
n n

quindi dalla definizione di limite abbiamo in particolare che esiste n tale che,
per ognin > n si ha

(1+e)"

>1 cioe 14> ¥Yn.
Riassumendo
Ve>0, IneN: VneN, n>n = l—e<l<{n<l+e,

quindi )
lim {/n =limn» = 1.
n n
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16.5 Limite fondamentale lim, (1 + 1/n)"

Sappiamo che se una succ

essione (a,), € monotona e limitata allora é con-

vergente (cioé esiste il limite ed & finito). Applichiamo questo teorema alla

successione

1
Ay = (1 + ﬁ)n,

Applichiamo il teorema del

—1+nl+ni
B 1/n 2 ) n?

n € N\ {0}.

binomio e otteniamo in particolare che

(ML (ML
3/n3 n) nn

14 n! 1+ n! 1 4 n! 1 n! 1
N Un—-DIn  2i(n—2)In2  3l(n—-3)!In3 nl0! n™
n Ilnn-—1 Inn—1n-2 lnn—1n—2 1
=14+ -4 "4 = R R -
n 2ln n 3'n n n nln n n n
<1+1 ! ! 1
<1+ +E+§+.“+E
1 1 1 1— L
<14+14=-+—=+... =1 2" <3
SI+ldgt gt t o +1_%_,
di conseguenza, per ogni n € N\ {0} si ha
1
2<(1+-)"<3.
n
Inoltre
1 1n-—1 In—1n-—2 In—1n—-2 1
14V =141+ — el — R
(+n) + +2! n 3 n n n! n n n
mentre
1 1 n 1 n n-—1 1 n n—1 1

I+—— )" = 1414+
(+n+1) ++2!n+1+

Confrontando due termini allo stesso posto nelle due somme si ha

1ln—-1n-2 n—k+1< 1 n n-1 n—k+2
kKl n n n “kKln+ln+1 n-+1
(essendo
n—lS n’ n—2in—17 n—k+1§n—k+2)
n n+1 n n+1 n n—+1
Quindi, per ogni n € N\ {0},
1 1
2<(14+-)"< (14—t <3.
= +n) < +n+1) -

Definizione 37. Il valore
1
lim(14+ =) =e € [2,3]
n n

st dice numero di Nepero.
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17

17.1 Funzione esponenziale e funzione logaritmo

Sia a € R, a > 1. Poniamo

se n e N\ {0}, a"=a-...-q

——
n fattori
a™ se m > 0,
se m € Z, am={ 1 se m =0,
1
se m < 0,
alfm

se q:%EQ, al = Yam.
Con queste definizioni si ha che, per ogni p, ¢ € Q,
o a? - ql = Pty
o (aP)i = aPi,
e se p < q allora a? < af.
Inoltre vale il seguente risultato.

Teorema 31. Sia a > 1. Se (pi)r ¢ una successione in Q che converge a 0
allora la successione (aP*)y, converge a 1, cioé

(VkeN, pp,eQ A liinpk:()) = lilgnap’“zl.
Dimostrazione. Abbiamo visto che
lim a7 = 1.

Di conseguenza

Quindi
Ve>0, dn*eN: VneN, n>n" = l—e<an<anw <1+e.

In particolare
1 1
l—e<a »F <agn™¥l <1+4e.

Sia quindi limy, p* = 0, allora

JkeN, VkeN, k>k = -

< pr <

n*+1 n*+1
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Mettendo assieme le due condizioni si ottiene
Ve>0, JkeN, VkeN, k>k = 1l—-e<aP*<1l+ce,
cioé
lim aP* = 1.
k
O

Definizione 38. Sia a > 1. Sia x € R. Sia (pn)n una successione monotona
crescente a valori in Q tale che

lim p, = z.
n

Si pone

a® = exp,(z) = lim aP~.
n

Se 0 < a<1, si pone

Osservazione 34. Per avere una definizione corretta si devono verificare due
condizioni.
e La successione (aPm), & convergente (cioé ha limite finito).

Per ottenere questo basta osservare che la successione (aP™),, & crescente,
infatti
Pn < Ppy1 = aPl" <aPfrtry

e inoltre la successione (aPr),, é limitata, infatti
limp, =2 = (3¢qeQ: VneN, p,<q) = VnelN, a <al
n

o [l valore del limite della successione (a¥™),, dipende solo da z e non dalla
successione (Pn)n -

Se infatti ho due successioni in Q, (pp)n € (qn)n, monotone crescenti e

tali che
limp,, = limg, = x,
n n
allora
limp, — ¢, =0
n
da cui

limaPr = =1
n
e finalmente
limaP™ — a% = lim q?" (a?" =% — 1) = 0.

n n

Vale la pena di metter in evidenza che a questo punto si pud provare il sequente
risultato.
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Teorema 32. Sia (p,)n una successione in Q, convergente con limite & € R.
Allora

lim a’™ = a”.
n

Si noti che la condizione che (pp)n sia monotona non serve.
Alla fine una definizione equivalente sarebbe: dato x € R e data una succes-
sione (pn)n in Q c tale che sia lim, p™ = x, si pone

a® = limaPm.
n
Teorema 33. Sia a > 1.
e VzeR, a® >0.

e Vry, 2o €R, x1 <z = d”' <a"2.

Vy €]0,+o0[, JzeR: a* =y.

Vri, 20 €R, a%la® = g®1Te2,

o Vx1, x9 €R, (a®)" = a"1"2.

o lim, . a®=0, forallz€R, lim, ,za% =a%, lim, i a®= +oc.
Analoghe proprieta nel caso 0 < a < 1.

Dimostrazione (cenno). 1l primo, il secondo e il quarto punto si ottengono
utilizzando le corrispondenti proprieta su QQ e passando al limite. Ad esempio
per provare che

Vi, 20 €R, a*'a™ = a*1t*2,

si considera il fatto che

a® =limaP A a™ =lima?™ = a"'a” =limaP"a?",
n n n

1i7Ilna”"aq” = 1i7Ilna”"+q" =a®™*®2 essendo H}znp" +qn = 21 + 22,

Il terzo punto, cioé la suriettivita di exp, si prova in modo simile a quanto
fatto per la funzione / , mentre il quinto punto risulta sempre dall’approssi-
mazione, ma € un po’ pitl noioso.

Vediamo i dettagli relativi alla suriettivitd. Sia § € ]0,+oco[. Si considera
A={zeR :a" <g}eB={zeR:a* >y} I fatto che lim,a" = 400
garantisce che A e B sono non vuoti e il secondo punto garantisce che gli elementi
di A sono minori degli elementi di B. L’assioma di completezza garantisce
lesistenza di un numero reale £ tale che per ogni elemento x di A e per ogni
elemento z di B si ha ¢ < ¢ < z. Se fosse a¢ < 7, dal fatto che lim,, av =1
si ottiene che lim,, astn = af < ¢y e quindi, per la permanenza del segno,
esisterebbe un 7 tale che a$t#% < 4y e cio & impossibile. Similmente se fosse
at > Y.
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Proviamo che lim, , ., a® = 0. Sappiamo che lim, " = +o0o0, quindi

lim, a~™ = 0. Dalla definizione di quest’ultimo limite si ha
Ve>0, dneN, VneN, n>n = 0<a "<eg,

ma allora, sfruttando la monotonia della funzione = +— a”, si ha

Ve>0, 3n€EN, VzeR, z<-n-1=0<a"<a " '<e

In modo simile, sfruttando il fatto che lim,, aw =1 si prova che lim, ,pa” =1

e da cio segue che lim,_,z a® = a”.

(Il
Definizione 39. La funzione
exp, : R — 10, 4o0], x +— a® = exp,(z)
st dice funzione esponenziale di base a. La funzione
exp, ' = log, : |0, +oo[ = R,
st dice funzione logaritmo in base a. Si ha
Ve e R, log,(a®) ==,
Yy €10, +o0], a8V =y.
Y
exp,(z), a>1
1 exp,(x), 0<b<1
i x
Teorema 34. Sia a > 1.
o Vyi, y2 €]0,+oo[, log,(y1) +10g,(y2) = log,(y1y2).
e Vyc]0,+oo[, Vz €R, log,(y*) =xlog,y.
o lim, ,o+log,y = —oo, for all y € ]0,+00] , lim, ylog,y = log, 7,

limy,_, 4o log, y = +00.

Analoghe proprieta nel caso 0 < a < 1.
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logy(z), 0<b<1

log,(z), a>1

Vale la pena di ricordare anche la formula di cambio di base dei logaritmi. Siano
a,b>0,a#1,b#1,siax €]0,4o00[,

18

18.1 Altri limiti fondamentali

Abbiamo visto che 1
lim (14+ )" =e.
n

n—-+o0o
1) Calcoliamo

lim (14 l)m

T—r+00 X

Indichiamo con [z] la parte intera di z, cioé

[x] = il massimo intero minore o uguale a x.
Si ha
[z] <z <[z]+1
Allora L ) L
1+ bl < 1+ 2)" < (14 )k
(4 o < 0+ D7 < (1 )
Si ha
1 1 1 1
lim (14— =lim(1 + ——)" =lim (1 it =
Jm A+ g’ S liml m)t = lim (4 o2 Ity
—e 7
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1 1 1 1
lim (14 —)M'H =lim(l+ )" =lim(1+ )" 1+= =e.
[ n n n n

Tr—r 400 } n
—e —1
Applicando il teorema dei due Carabinieri si ottiene
) 1
lim (14 —=)% =e.
xr——+00 T
2) Calcoliamo
. 1.,
Jm (42"
Ponendo y = —x, si ha
1 1
lim (1-=)"% = lim ———— = lim (—2-)
y—+00 Y y—>+00 (1 — 5)3/ y—+oo Yy — 1
= i 14—t )=
Jm +y71) ( +y71) e
—e —1
quindi

3) Calcoliamo

Calcoliamo innanzi tutto

Ponendo y = %, si ha

In modo analogo si ottiene

z—0~
Quindi
. 1
algr})(l +z)r =e
4) Calcoliamo
lim log(1 + z)
x—0 €T
Abbiamo lo(1 )
w == log(1 + z) = log((1+ z)).

Poiché lim, (1 + x)% =e e lim, ,ylogy = log y, otteniamo
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lim log(1 + z)
x—0 €T

=1

5) Calcoliamo

Coet—1
lim
x—0 x

Ponendo e — 1 =y, i.e. © =log(1l+ y). Si ottiene

Coet—1 . y
lim = lim —2 =
a0 T y—0 log(1 + )
Quindi
T
-1
lim € =1.
x—0 €T

Osservazione 35. Se

lim f(z) =0 e f(z)#0 per x#7,

T—T

allora P
lim log(1+ f(x)) _ 1 lim -1
T f(a';) T f(q;)

6) Calcoliamo, quando a > 1,

. a
lim —
r—+4o0 I
Si ha, per z > 1,
al®! _ a® _ alzl+1
2] +1 =z [z]
Sappiamo che
) an ) am n
lim Jrl:hm— e
n n
n n_ n
—+oo =1
Per confronto, otteniamo
x
a>1, lim — = 4o0.
rx——+oco I

7) Calcoliamo, quando a > 1e 8 > 0,

aw

lim —.
r—+o0 x,@

a _ ((a%ﬁ)ﬁ
B x ’

Oraa? >1e limy 4 oo yP = limy 4 o0 eflogy — 100, Allora, dal teorema sul
limite della composta, otteniamo

Si ha
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x

a>1, (>0, IBIEOOJ;—B:—FOO.

8) Calcoliamo, quando a > 1 e k € N\ {0},

lim 2" a®.
T——00
Poniamo z = —y e otteniamo
k
A = g (D" =0
Quindi

a>1, keN\{0}, EIEI zF a® = 0.

9) Calcoliamo, per £ > 0,

lim z° log .
z—0t

. . Y . .
Poniamo logx = ¥, da cui x = e=. Si ottiene
€ b

ey _

lim — =0.
y——oo €
Quindi
e >0, lim z° logz = 0.
z—0t
10) Calcoliamo, per € > 0,
. log
lim .
r—+oo €
Poniamo logz = £, da cui z = e. Si ottiene
lim L =0.
y—r+oo ge¥
Quindi
. log x
e >0, lim =
z—+oo €

18.2 Esercizi

. 1 —cos®z . e —cosx . 1
lim ——, im ——, lim (cosz)=
g T—T z—0 log(1 4 x) =0+
vn! sinn
lim —, lim —, limnV" — 2",
n n n \/ﬁ n
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19

19.1 Ulteriori limiti importanti

Vale la pena di metter in evidenza anche questo limite:

a €R, lim (14 g)‘”.

T—r+00 x
Se a = 0 il limite ¢ 1. Se a # 0 si pone y = £. Allora
1 1

(1457 =W+ = (1 ))"

Ora y — 400 ovvero y — —oo a seconda che a > 0 ovvero a < 0: in entrambi i
casi (14 %)y — e. Quindi

a €R, lim (1+E)z = e
Tr—r+00 xX
Infine
-1 1 1 1
a>0,a#1, lim < =loga, lim log,(1+ ) = log,(e) = .
z—0 xT T—+00 x IOgCL

19.2 Teorema di Cesaro

In questo paragrafo presentiamo un risultato abbastanza raffinato relativo al
calcolo di una famiglia di limiti: quelli del tipo lim,, {/a,. L’argomento va
pensato come un esempio di applicazione (non banale) delle varie definizioni di
limite per una successione.

Teorema 35. Sia (an)n una successione in 10, +oo[. Se

. Qp41
lim —2+

n a,

=L € [0, +oo[ U{+o0},
allora
lim /a,, = L.
Dimostrazione. Supponiamo

. Ap+41
lim

n o a,

= 400

Si ha che

VM>, 3aeN,: VneN, n>a = 25
a'ﬂ

In parlicolare
Qg Qi Apik
n+2 > M n+3 >M n+k

)

Ap41 Gp4-2 Ap4k—1
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Moltiplicando termine a termine otteniamo che, per ogni k > 2, vale
k—1
Atk > Ar 1 M7,

da cui, estraendo la radice n + k-esima,

_ Ap
Ak A Atk Yntl
+ /Qp ik > M Vits! .

Ora ricordiamo che

il che implica

) ap
. Atk n+1
hlgnM ST = M.

Deduciamo che, da un certo k in poi, si ha

_ aaw] 41
"+\k/a'ﬁ+k > M R W > M —1.

Mettendo tutto assieme
VM >, 3a, keN,: VneN, n>a+k = a,>M-1,

cioé
lim /a,, = +oc0.
n

Supponiamo invece che

lim 24 — [ e R, con L >0.

no

Fissiamo € > 0. Allora

a
JneN,: VneN, n>n = L-e<— L4t
Qnp
In particolare
an an an
L—e< 2 o[ 4e L-e< - c4e L—e< ML o[ ye
Qri+1 Ap+2 Atk

Moltiplicando termine a termine otteniamo che, per ogni k > 1, vale

(L—e)k < % < (L+e)".
n+1

Quindi
an1 (L — )" < anipir < anpa(L+e)F,

da cui

/G PRI (L — ) < ey < /Ay TR+ o)k,

Ora, sappiamo che
_ 0
3 @ — ntk+1 _ Nk —1; 7 ntl [ — _
hlgn R an v/ (L—e)k = h}gn Py R L—e=L—c¢,
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. _ Atkt1/ . _ / Aq,
hlgn "+k+,1/aﬁ+1 R (L —+ S)k = hlgn Atk+l ﬁ L + E = L —+ g,

per cui, da un certo k in poi,

L —2e < " /apypp1 < L+ 2e.
Riassumendo
Ve>0, 3In, keN,: VneN, n>n+k = L—2< {a,<L+2e,
che é quanto volevamo.

Supponiamo infine che
. Gn41
lim

no

Fissiamo ¢ > 0. Allora

a
dneN,: vneN, n>n = ot o

(429
In particolare
U742 Ap+3 Ap+k+1
nt2 E, B i .
An+1 An+-2 An+k

Moltiplicando termine a termine otteniamo che, per ogni k > 1, vale

Ap4k+1
Zntktl ok
Ap4-1
Quindi
k
Ap4k+1 < Ap41€7,
da cuil

ﬁ+k+1/aﬁ+7k+1 < ﬁ+k+1,7aﬁ+l 'ﬁ+k+1/;k'

Ora, sappiamo che

1i}€n A an 1 ek = liin ey % € =g,
per cui, da un certo k in poi,
Y an e < 2€.
Riassumendo
Ve>0, 3n, keN,: VneN, n>n+k = {a,<2e

La dimostrazione ¢ conclusa.

Esempio 17. Calcoliamo

vn!
lim —.
non

ol [ nl
n
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Usando il teorema di Cesaro si ha

(n+1)!

N x5 VA (O o O L A non R SRV R
hTILn o _hn (n+1)»+t1 nl lrrzn(n—kl) _1171111(1 n+1) —°
Quindi
Y
limi:e !
n n

19.3 Confronto locale di funzioni infinite o infinitesime
Supponiamo che

lim f(z) = lim g(z) = +oo.

T—TQ T—TQ
Diremo che f e g sono funzioni infinite in zg. Similmente se uno o entrambi i
limiti valgono —oo.

Definizione 40. Se
lim —= =400 oppure —

diciamo che f &, in xg, un infinito di ordine superiore a rispetto a g. Se invece

lim /(@) =

a=a0 g(x)
diciamo che f & (in xo) un infinito di ordine inferiore a rispetto a g.

Esempio 18.

lim — =400, quindie® ¢, in +oo, un infinito di ordine superiore a x*;
T—+00 J;k

lim — =0, quindi VT &, in oo, un infinito di ordine inferiore a x*;
r—+oo I

=0, quindilogz ¢, in +o0o, un infinito di ordine inferiore a \/x.

Supponiamo che
lim f(z) = lim g(x)=0.

Tr—To Tr—To

Diremo che f e g sono funzioni infinitesime in xq.

Definizione 41. Se
i
im

a=a0 g(x)

diciamo che f ¢, in xg, un infinitesimo di ordine superiore a Tispetto a g. Se

muece
lim M =400 oppure — o0
a=a0 g(z)

diciamo che f ¢ (in xg) un infinitesimo di ordine inferiore a rispetto a g.
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Esempio 19.

8=

. TR ) Lo . . .
lim =0, quindie = & in 0", un infinitesimo di ordine superiore a x>;
z—0+ 23

lim —— =0, quindiz ¢, in 0", un infinitesimo di ordine superiore a ;
20t ez log x

Supponiamo che

lim f(z) = lim g(x) = £oo oppure 0.

rT—rT0o r—rxo

Supponiamo anche che esistano un intorno U di z( e due costanti positive ¢; e
co > 0 tali che, per ogni x € U \ {zo},

x
a < |Q\ < ca.
9(x)
Diremo che f e g sono funzioni infinite (o infinitesime), in xq, dello stesso ordine.
Si noti che se

lim M:)\, con e Re A#0,
a=a0 g(z)

allora f e g sono funzioni infinite (o infinitesime) dello stesso ordine.

Infine se
lim f(z) = lim g(x) = £oo oppure 0.
rT—rT0o rT—rTo
e
lim L&) 1,
a0 g(x)

diremo che f e g sono funzioni infinite (o infinitesime) strettamente equivalenti.

Puo essere utile tenere a mente il seguente enunciato (principio di sosti-
tuzione degli infiniti o infinitesimi strettamente equivalenti): se nel calcolo di
un limite compare una funzione infinita o infinitesima e nel limite questa fun-
zione sia un fattore, questa puo essere sostituita da un infinito o infinitesimo
strettamente equivalente.

Osservazione 36. Attenzione! E essenziale che la sostituzione riguardi i fattori
e non gli addendi!

19.4 Successioni e topologia di R

Torniamo ora a questioni relative alla topologia di R e dimostriamo alcune
risultati che mettono assieme quanto gid conosciamo sulla topologia di R, in
particolare il primo teorema di Bolzano-Weierstrass, con quanto si pud invece
ricavare dalla nozione di convergenza di una successione.

La prima domanda é

“puod una successione essere talmente “sparsa” dentro a R, tanto da non avere
sottosuccessioni convergenti?”

Risponderemo a questa domanda utilizzando cio che sappiamo sull’analogo
argomento relativo all’esistenza di punti di accumulazione (in fondo la domanda
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é simile a “pud un insieme essere talmente “sparso” dentro a R, tanto da non
avere punti di accumulazione?”)

Un secondo punto sara invece legato al concetto di chiusura per un insieme.
Vedremo che per un insieme essere chiuso avra delle conseguenze sulle successioni
a valori in quell’insieme.

Infine introdurremo il concetto di “insieme compatto”’, nozione che ha im-
portantissime conseguenze in analisi matematica.

Teorema 36 (secondo teorema di Bolzano-Weierstrass). Sia (ay,), una succes-
sione in R, limitata. Allora esiste una sottosuccessione convergente (cioe, in R,
da ogni successione limitata si puo estrarre una sottosuccessione convergente a
un punto di R).

Dimostrazione. Consideriamo F = {a, : n € N}, 'insieme delle immagini

della successione. Vi sono due possibilita.

i) E ¢ un insieme finito. Allora almeno un elemento di E ¢ immagine di
infiniti elementi di N, di conseguenza esiste una sottosuccessione costante,
che ¢ quindi convergente.

ii) E & un insieme infinito. Allora E ¢ infinito e limitato (¢ limitato perché
la successione ¢é limitata). Posso applicare il primo teorema di Bolzano-
Weierstrass. Esiste un elemento £ € R di accumulazione per E, cioé ogni
introno di  contiene infiniti punti di . Ora costruisco una sottosucces-
sione di (a,)n che converge a .

Fisso e = 1. So che
]z —1,Z+ 1] contiene infiniti punti di E.

Scelgo quindi ng tale che a,, €]Z — 1,Z + 1[.

Fisso € = % So che

S]]

)

| —

1
1z — + 5[ contiene infiniti punti di E.

Scelgo quindi n; tale che ny > ng e an, €% — 5,% + [ (si osservi che
siccome |Z — %, T+ %[ contiene infiniti punti di E questo n; esiste).

Fisso ¢ = %. So che

1
, T+ Z[ contiene infiniti punti di E.

Scelgo quindi ns tale che ng > ny e an, €17 — i,a’c + i .

Jz —

AN

Proseguo in questo modo. Al passo k-esimo fisso € = 2% So che
_ 1 _ 1 . finiti A4 E
1z — o Tt Q—k[ contiene infiniti punti di E.

Scelgo quindi ny, tale che ng > ng_1 € ay, €17 — %,:ﬁ + 2%[

La sottosuccessione (an,, ); converge a T essendo, per ogni k € N,

_ 1
lan, — 7| < ok
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20

20.1 Caratterizzazione dei chiusi tramite le successioni e
insiemi compatti

Teorema 37 (caratterizzazione dei chiusi tramite le successioni). Sia E sot-
toinsieme di R. Sono equivalenti

i) E ¢ chiuso.

it) Per ogni successione a valori in E, se essa & convergente allora & conver-
gente ad un elemento di E.

Dimostrazione.

i) = ii).

Sia E chiuso. Sia (a,), una successione a valori in E. Sia lim, a,, =% € R.
Devo provare che € E. Dalla definizione di limite so che

Ve>0, dJneN, VneN, n>n = a,€|T—¢,T+¢]

poiché gli a,, sono elementi di F questo significa che in ogni intorno di Z ci sono
punti di E, quindi Z € E. Ma E & chiuso, quindi £ = E, quindi z € E.

i) = 1).

Supponiamo che valga la proprieta: per ogni successione a valori in F che
sia convergente, il suo limite & un elemento di E. Sia # € E. Se provo che Z € E
ho concluso (perché ho provato che E @ chiuso). Essendo Z nella chiusura di E,
so che

1 1
Vn € N, ]i—2—n,i+2—n[mE;ﬁ®.
Posso quindi scegliere, per ogni n € N,
wne}x——n,xﬁ—g[ﬂE

Ho che (x,,), € una successione in F e lim,, x,, = Z. Di conseguenza, per ipotesi,
ho z € E e la dimostrazione & conclusa. O

Osservazione 37. Il teorema precedente & del tipo “se e solo se” quindi si
potrebbe scrivere “se E ¢ chiuso allora vele la proprieta ii), mentre se E non ¢é
chiuso allora esiste una successione a valori in E che converge ad un punto T
che non é in E”.

Definizione 42. Sia K un sottoinsieme di R. K si dice compatto per suc-
cessioni se da ogni successione a valori in K si puo estrarre una sottosuc-
cessione convergente ad un punto di K. D’ora in poi, per noi, compatto per
successioni verra abbreviato con il solo termine di compatto.

Teorema 38 (caratterizzazione dei compatti). Sia K un sottoinsieme di R.
Sono equivalenti

i) E & compatto.

i1) E ¢é chiuso e limitato.
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Dimostrazione.

i) = ii).

Sia, K compatto. Se K non fosse chiuso, applicando il teorema precedente,
ci sarebbe una successione di K convergente con punto limite z ¢ K. Essendo
K compatto questa successione ha una sottosuccessione convergente ad un va-
lore 3 appartenente a K. Ma essendo la successione convergente a z, tutte le
sottosuccessioni devono essere convergenti a z, quindi = 3. Di conseguenza
T € K. Abbiamo cosi un assurdo.

Se K non fosse limitato, per esempio non fosse superiormente limitato, allora
sia avrebbe in particolare che

vneN, dx,eK: z,>n.

Ma allora
limz, = +o00

e la successione (x,,), che & a valori in K no avrebbe sottosuccessioni convergenti
ad un punto di K.

i) = 1i).

Sia K chiuso e limitato. Sia (), successione a valori in K. Tale successione
allora limitata. Per il secondo teorema di Bolzano-Weierstrass essa ha una sot-
tosuccessione convergente. Tale sottosuccessione € una successione convergente
a valori in K che é chiuso, quindi, per la caratterizzazione dei chiusi tramite le
successioni, converge ad un punto di K. Di conseguenza ogni successione a valori
in K ha una sottosuccessione convergente ad un punto di K. La dimostrazione
é conclusa. |

20.2 Successioni di Cauchy

Qui introduciamo una nuova famiglia di successioni, che hanno la caratteristica
di “avere i valori che, al tendere di n all’infinito, si avvicinano tra loro”. Vedremo
che questo, in R, sara equivalente a essere convergenti.

Definizione 43. Sia (x,), una successione in R. Tale successione si dice
successione di Cauchy se

Ve>0, dmeN: VnmeN, nm>n = |v,— 2, <e
Teorema 39. Ogni successione convergente & una successione di Cauchy.

Dimostrazione. Sia (x,), una successione convergente. Cio significa in
particolare che esiste z € R tale che lim,, x,, = Z, e quindi

3

Ve>0, dJneN: VneN, n>n = |xn—§:|<2

Di conseguenza
- _ € €
n,m>n = xn—xm|§|xn—x\+|xm—x|<§+§:5.

Riassumendo

Ve>0, dJneN: Vn,meN, n m>n = |z,—z,| <e.
Vale anche il viceversa.
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Teorema 40 (completezza di R). In R ogni successione di Cauchy ¢é una
successione convergente.

Dimostrazione. La dimostrazione si compone di tre passi distinti.

i) Ogni successione di Cauchy é limitata.

Infatti applicando la definizione di successione di Cauchy con ¢ =1 si ha
FJneN: Vn,meN, n,m>n = |z,—z,| <L
In particolare
YneN, n>n = |z,—zp41] <]l
Considero ora
p = max{|zo — Tat1l, |v1 — Tat1l, -, |Ta — Tat1], 1}

Si ha che
Vn €N, z, € [Tat1 — p, Tat1 +p)

ii) Da ogni successione limitata si pud estrarre una sottosuccessione conver-
gente.

E il secondo teorema di Bolzano-Weierstrass.

iii) Se una successione di Cauchy ha una sottosuccessione convergente a Z,
allora la successione ¢ convergente a 7.

Infatti sia (z,,), di Cauchy e sia (x,, ), sottosuccessione convergente a Z.
Si ha

Ve>0, dneN: VnmeN, nm>n = |xn—xm|<§,
Ve>0, JkeN: VkeN, k>k = |xnk—§3|<g.

Siano quindi n > 7 e k* > max{k, n}.

Si ha che

i) n>mneng >k*>n. Quindi [z, — z,,.| <

i) k* > k. Quindi |z,,. —Z| < § .

[ll0)

Di conseguenza

_ e €
|xn—x\§\xn—xnk_*|+|xnk*—x|<§+§:6.

Riassumendo
Ve>0, d3neN: VneN, n>a = |z,—I <e.

O

Osservazione 38. Mentre le successioni convergenti sono di Cauchy qualunque
sia lo spazio metrico (si ricordi questa definizione e si verifichi che in uno spazio
metrico & possibile definire le successioni convergenti e le successioni di Cauchy
in modo analogo a quanto fatto in R) su cui la successione viene considerata,
il viceversa vale a causa di una specifica proprieta di R (nella dimostrazione si
usa il secondo teorema di Bolzano-Weierstrass in modo essenziale).
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21
21.1 Le serie

Come sappiamo, si puo fare la somma di due numeri, ovvero di un numero finito
di numeri, sommando ai primi due il terzo e poi il quarto e cosi via. Se invece si
ha un insieme infinito di numeri e si vuole dare un senso alla somma di questi,
si deve passare attraverso il concetto di limite. Il caso pitt semplice é quando si
ha a che fare con una successione di numeri.

Definizione 44. Sia (a,), una successione a valori in R (o C). Definiamo,
pern € N,

n
Sp =09+ a1 +ax+---+a, = E aj,
Jj=0

ctoé
So = ao, $1 = ao + a, Sg = ag + a1 + ag,

Nel caso in cui la successione (ay,), sia definita a partire dan =1, la definizione
di s,, sard

s1 = ar, S2 = ay + az, §3 = a1 + az + as,
La coppia formata dalle due successioni (an)n € (Spn)n, cioé

((an)m (Sn)n)

si dice serie a valori in R (o C) e si indica con

“+ o0 “+o00
E an (oppure con g Gn, OUVVETO COM E an).
n=0 n=1 n

e [l valore a, si dice termine n-esimo della serie.
e La successione (ay), si dice termine generale della serie.

e [l valore s, si dice ridotta n-esima della serie o anche somma parziale
n-esima della serie.

o La successione (sp)n st dice successione delle somme parziali della
serie o anche successione delle ridotte della serie.

+oo
Sia la serie Z an € sia k> 1. Sia, per ognin € N, b, = apyn. La serie
n=0

—+oo +oo
§ bn - § Ak+4n
n=0 n=0

—+oo
st dice resto k-esimo della serie E Ay, -

n=0
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Esempio 20. Per ognin > 1, a, = 1. Allora
s1=1, so=141=2 s3=141+1=3,

quindi per ognin > 1, s, = n. Scriveremo

“+oo
Z 1 per indicare  ((1)n, (n)n)
n=1

Esempio 21. Per ognin > 1, a, =n. Allora
s1=1, s=14+2=3, s3=1+2+3=6,

1 .
% . Seriveremo

quindi per ognin > 1, s, =

+oo
Z n per indicare ((n)n, (@)n)

Esempio 22. Per ognin >0, a, = (=1)". Allora
so=1, s1=1-1=0, sp=1-1+1=1,

. Scriveremo

o . _ (D" ,
quindi per ognin > 0, s, = —5——. Scriveremo
+o00
n o n 1+ (=1)"
Z(—l) per indicare  (((—1) )n,(%)n)
n=0
. . 1
Esempio 23. Per ognin >0, a, = 5. Allora
1 1
=1 =1+ =1+-+-=
50 y 51 +t5 52 + 5 + 1
1
quindi per ognin > 0, Snzl—l—%—i-n-—l—%:llii"gl:Q—%
> ndicare () (2~ 55)1)
— er indicare n —n
Zegn P on on

In generale la serie
+oo
>
n=0
st chiama serie geometrica di ragione a.
Esempio 24. Per ognin > 1, a, = % Allora
1 1+ L 1+ L + =
s1=1, s2= —, 83 = -+ -,
! ? 27 7P 23
quindi per ognin > 1, s, =1+ % + -4 % Scriveremo

+C><>1

Z - per indicare ((%)m (sn)n)-

n=1

La serie
io 1
n=1 n
st chiama serie armonica.
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Il problema principale relativo allo studio delle serie & determinare il compor-
tamento della successione (s, ), a partire dalle caratteristiche della successione

(an)n-

Definizione 45. La serie Zn an si dice convergente se esiste finito il lim,, s,,.
Se Zn an € convergente, il valore s = lim, s, si dice somma della serie

> n. Quindi

lim(z a;) =s€R.
j=0

La serie ), ay si dice divergente se lim,, s,, = +00 oppure —oo.
La serie Zn a, st dice indeterminata se lim,, s,, non esiste.

Quindi
e > 1 ¢ divergente.
e > .(—1)" & indeterminata.
° > . 2% & convergente con somma 2.

e La serie geometrica di ragione a, con a €]—1, 1], & convergente con somma
ﬁ. La serie geometrica di ragione a, con a > 1, é divergente. La serie
geometrica di ragione a, con ¢ < —1, é indeterminata. Tutto cio si deduce

dal fatto che la sua ridotta n-esima vale
1—qnt!
l4+a+ad*+a®+ - +a" = l—a
n se a=1

se a#1

Osservazione 39. Determinare il carattere di una serie significhera determi-
nare se questa serie & convergente, divergente o indeterminata.

Osservazione 40. Poiché il carattere di una serie & determinato dal limite
della successione delle ridotte, una serie ha lo stesso carattere di ogni un
suo resto. Infatti le ridotte della serie differiscono da quelle di un suo resto
per una costante.

Osservazione 41. Se la serie ), a, & convergente con somma s (oppure di-
vergente o indeterminata) anche ), Aa, & convergente con somma As(oppure
divergente o indeterminata).

Se la serie ), a, € convergente con somma s, e la serie Y, by, & convergente
con somma Sy, la serie Y, (an + by) & convergente con somma sq + Sp.

Diamo ora

e una condizione necessaria per la convergenza di una serie;

e un criterio di convergenza per le serie che non ¢é altro che il teorema di
completezza di R (che vale anche per C).

Teorema 41 (Condizione necessaria per la convergenza di una serie).
Sia Y, an una serie a valort in R (o C), convergente.
Allora

lima, = 0.
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Dimostrazione. La convergenza della serie ) a,, significa che esiste s € R tale
che
lims, =s
n
dove s, € la ridotta della n-esima della serie. Di conseguenza
lima,, =lim(s, — sp—1) =lims, —lims,_1 =s—s=0.
n n n n

O

Osservazione 42. Il fatto che lim,, a, = 0 é condizione necessaria ma non
sufficiente alla convergenza di una serie. Per vederlo basta considerare la serie
armonica

)
n:ln
Si ha
81:1,
1
52:1+§7
Lt
BTATH T
NS SNE SS SNS BS UE RSP
R R R T B 2
gttt gl
s = —_ - f— — — — J— —_
8 23456787 2
N——
23 >3
gyttt bty v s,
Son = —_ —_ —_ —_ —_ - - PR _— “ o JR— n —
2 2374567 "8 2n—1 41 on = 2
N——
>3 >3 >3

e consegquentemente il limite di s,, non puo essere finito. In particolare la serie
armonica é divergente.

Teorema 42 (Criterio di Cauchy per le serie). Sia ) a, una serie a
valori in R (o C). Sono equivalenti

i) Y, an & convergente;
i1) per ogni e > 0, esiste un i € N tale che, per ogni n > n e per ogni k € N,

|an +apy1 +apg2+ -+ an+k:| < €.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che >, Gn € convergente se e solo se
la successione delle sue ridotte (s,,), & convergente e quest’ultima & convergente
se e solo se & una successione di Cauchy, cioé per ogni € > 0, esiste un n € N
tale che, per ogni n, m € N, dall’essere n, m > 7 discende che |s,, — s;| < €.
L’ultima condizione altri non & che la ii). ]
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22
22.1 Le serie a termini non negativi

Definizione 46. Sia ), a, una serie a valori in R. Se, per ognin,
a, >0

la serie st dice a termini non negativi. Nel caso che, per ogni n, a, > 0, la
serie si dice a termini positivi. Owvviamente le serie a termini positivi sono
serie a termint non negativi.

Teorema 43 (Aut-aut per le serie a termini non negativi). Una serie
a termini non negativi o & convergente o ¢ divergente (cio¢ mon puod essere
indeterminata,).

Dimostrazione. E sufficiente osservare che se Zn an € a termini non negativi
allora la successione delle sue ridotte (s,), € crescente e quindi il limite di s,
esiste (si ricordi il teorema sulle successioni monotone). Se tale limite ¢ finito
la serie é convergente, se tale limite & +oo la serie & divergente. (I

Teorema 44 (Criterio del confronto per le serie a termini non negati-
vi). Siano ), an e Y, b, due serie a termini non negativi. Supponiamo che,
per ogni n,

an > by,.

Allora, se )y, an & convergente, anche ). b, lo é e la somma di ) a, é
maggiore o uguale della somma di )y, by, mentre sey_, by, & divergente, anche

Do an loe.

Dimostrazione. Indichiamo con s% e s’ le ridotte della serie Y a, e della
serie ) b, rispettivamente. Dal fatto che, per ogni n,

ap > by,
si deduce che, per ogni n,
st =ag+-+an =bot - +by =5

Supponiamo ora ), a, convergente. Dal fatto che la successione (s%),, ¢ cre-
scente e ha limite finito, che chiamiamo s,, abbiamo

: a __ _ a
lim s, = s, = sups,,
n n

(si ricordi che nelle successioni monotone crescenti il limite & l’estremo superiore
dei valori della successione). Di conseguenza, per ogni n,

a
sy < Sq

e quindi, per ogni n,
slfl < $q.

Quindi anche la successione (s%),, (che & crescente) & a sua volta limitata, e
quindi convergente. Inoltre dal fatto che, per ogni n,

si’t < 84-
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si deduce che
sp = lim s = sups® < s,,.
n n

Supponiamo ora Y, b, sia divergente, cioé lim,s% = +o0o. Dal fatto che, per
ogni n, s& > si’l si deduce, per confronto, che lim,s? = +oo. Quindi anche
>, an € divergente. O

Osservazione 43. Ragionando sui resti, si vede subito che il criterio del con-
fronto (limitatamente al carattere delle serie e non al valore delle somme se
queste sono convergenti) vale anche se la condizione

ap > by,

sussiste solo per n da un certo k € N in poi.
Analogamente se da un certo k € N in poi vale, qualche A > 0,

an > Ab,.

Corollario 8. Siano Y, a, e >, b, due serie a termini positivi. Se esiste

[ >0 tale che
lim % = |
n b,
allora ", an € Y, b, hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione. Dato che lim,, = = [, abbiamo che
n

Ve >0, dn: VneN, n>ﬁ:>lfe<2—"<l+s.

n

Scegliendo, per esempio, € = %, si ha che, da un certo 7 in poi

1 3

e la conclusione si ottiene per confronto. O
Esempio 25. Si consideri la serie
f 1
n2’
n=1

Per studiarne il carattere partiamo dalla serie (detta serie di Mengoli)

—n(n+1)
Si ha
1 1 1
nn+1) n n+l
quindi
1 n 1 n 1 _q 1+1 1+ +1 1 1
1-2 2.3 nin+1) 2 2 3 n n+1 n+1



Conseguentemente la serie di Mengoli é convergente con somma 1. Essendo

1
2

nn+1)

= lim 5

lim =1,
n(n+1) n
la serie di partenza & convergente. La determinazione del valore della somma
della serie % viene ricordato come ‘il problema di Basilea”, risolto da Eulero

nel 1736 (si veda pag. 514 del libro di Carl B. Boyer,“Storia della matematica”,
Oscar Studio Mondadori, 1968). Il valore della somma & %2.

Teorema 45 (Criterio del rapporto per le serie a termini positivi). Sia
> o Gn una serie a termini positivi. Supponiamo che

lim 2% = X € [0, +o00].
no Qp
Allora
e se A < 1 la serie & convergente,
e se A > 1 la serie ¢ divergente.
Dimostrazione. Supponiamo che sia lim, ag—:l = X\ < 1. Allora esistono

p < 1en e N tali che, per ogni n > n si ha
An+41 Sp
an

In particolare, per ogni k& > 1,

an+1 < app,
ant2 < any1p < app?,

0743 < Qpgop < aﬁ+1,02 < aﬁp37

Atk < Qngk—1p < -+ < app1pt Tt < apph.

Di conseguenza il resto fi-esimo della serie Y, a,, ¢ dominato dalla serie Y, azp*
che é la serie geometrica di ragione p moltiplicata per la costante an. Quest’ul-
tima & convergente e quindi ¢ convergente anche la serie ), a,.

Supponiamo che sia lim,, a;:f = A > 1. Allora Allora esiste i € N tale che,
per ogni n > 7 si ha

dntl 5

an

Quindi da 7 in poi la successione (ay,), € crescente, conseguentemente il lim,, a,,
non puo essere 0 e la serie ) a, & divergente. O

Teorema 46 (Criterio della radice per le serie a termini positivi). Sia
Zn an una serie a termini positivi. Supponiamo che

lim {/a, = A € [0, +00].

Allora
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e se A <1 la serie é convergente,
e se A\ > 1 la serie ¢ divergente.

Dimostrazione. Supponiamo che sia lim,, /a,, = A < 1. Allora esistono
p <1eneN tali che, per ogni n > n si ha

Yan < p.
Di conseguenza, per ogni n > n,
an < p",

quindi il resto n-esimo della serie ), a, ¢ dominato dal resto n-esimo della serie
geometrica di ragione p, che é convergente.
Supponiamo che sia lim,, {/a,, = A > 1. Allora Allora esiste n € N tale che,
per ogni n > 7 si ha
Van > 1

e quindi, da 7 in poi, a, > 1. La serie ) a, non pud essere convergente. [

Teorema 47 (Criterio della serie condensata). Sia ), a, una serie a
termini positivi. Supponiamo che la successione (an)n sia decrescente. Allora

le serie
Z an, e Z 2™ agn
n n
hanno lo stesso carattere. La serie Y, 2" asn si dice serie condensata della
serie Y Q.

Dimostrazione. Supponiamo che la serie )" a, sia convergente. Dalla
decrescenza della successione (ay,), deduciamo che

az 2 ag,
az +az +ag > az +ag + as = az + 2ay,

as + az + a4 + as + ag + a7 + ag > as + 2a4 + 4asg,

s+ -+ am_1+am >as+ -+ 2" 2a90-1 + 2" Lagn.
Detta quindi s, la somma della serie )"  a,, abbiamo, per ogni n,
n
25, > a1 + 22&1‘ > a1+ 2(&2 + -+ 2"_2a2n71 + Qn_lagn).
i=2

Se ne deduce che la serie ) 2™ asn & convergente.
Viceversa si supponga che & convergente » . 2" as». In questo caso, sfrut-
tando nuovamente la decrescenza di (ay,),, otteniamo

a 2> ay,
a1 +2az > a1 + az + as,

ay + 2az +4aq > a1 + ax + az + ag + as + ag + ar,
ay + 2as + -+ 2”_1a2n71 4+ 2"%a9n > a1+ as+ -+ agn_q
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Detta quindi sz la somma della serie ) 2" asn, abbiamo, per ogni n,
2" 1
Sg > g a;.
j=1

Se ne deduce che la serie ) a, ¢ convergente. O

Esempio 26. Si consideri la serie

=1
e
La relativa serie condensata é
+oo 1 +0oo +o00
> e @) = D oarmem =32ty
n=1 n=1 n=1

Si tratta della serie geometrica di ragione 2'=%, quindi é
o convergente per 217 < 1, cioé per a > 1,
o divergente per 217 > 1, cioé per a < 1.

Si moti che da cio si deduce di nuovo la divergenza della serie armonica Y, +

e la convergenza della serie armonica generalizzata #

23
23.1 Serie a termini di segno qualunque

Definizione 47. Sia ), a, una serie a valori in R (o C). Se la serie

—+oo

> laal

n=0
¢ convergente, la serie ) ay si dice assolutamente convergente.

Osservazione 44. Si noti che se una serie & a termini non negativi, conver-
genze e assoluta convergenza sono la stessa cosa. Quindi la nozione di assoluta
convergenza € interessante solo per le serie a termini di segno qualunque ovvero
per le serie a termini complessi.

Teorema 48 (dell’assoluta convergenza). Se una serie ¢ assolutamente
convergente, allora é convergente.

Dimostrazione. Sia ) a, assolutamente convergente. Cio significa che &
convergente la serie ) |ay,|. Di conseguenza per essa vale il criterio di Cauchy,
cioé per ogni € > 0, esiste un n € N tale che, per ogni n > n e per ogni k € N,

| lan| + lans1| + lany2| + - + langk| [< e
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Quindi, utilizzando la disuguaglianza triangolare abbiamo che per ogni € > 0,
esiste un n € N tale che, per ogni n > n e per ogni k € N,

‘an+an+1+an+2+"'+an+k ‘<5

e cio significa che il criterio di Cauchy ¢ valido per la serie ) a,, che risulta a

sua volta convergente.
|

Definizione 48. Una serie che sia convergente ma non assolutamente conver-
gente la chiameremo semplicemente convergente.

Ci chiediamo ora se esistono serie semplicemente convergenti. Un aiuto
alla soluzione di questo problema viene dal seguente teorema, che sara 1'ultimo
contenuto in questi appunti.

Teorema 49 (Criterio di Leibniz per le serie a termini di segno alter-
nato). Sia Zn an una serie a termini positivi. Supponiamo che

e lim, a, =0,
e per ognin € N, a, > any1.

Allora la serie
“+o0
Z(fl)”an =ag—a1+as—as+as—as+...

n=0
e convergente.

Dimostrazione. Indichiamo con s, la ridotta N-esima della serie Z:Z% (=)™ ay,.
Il punto cruciale della dimostrazione sara provare la seguente diseguaglianza: per
ogni n € N si ha
Son+1 < S2p+3 < Sont2 < Sop-

51 S3 S5S87  S6Sa S2  So=ap
—a)
S1 ¢ S0 = ao
| “+as
¢ A 52
—as I
83 ¢ +
| +a4
54
—das I
S5
| —I—a6
— S6
—ar7
S7
Abbiamo infatti
_ 2n+1 _ L
Sont1 = Sop + ((—=1)7" " a2p41) = Son — G2n41 quindi  Sop41 < Son.
Poi
_ 2n+2 _ L
Sopt2 = Sop1+((—1)"“aont2) = Sont1+a2n42 quindi  Sop41 < Sonyo,
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ma anche

Son42 = Son + ((—1)2n+102n+1 + (—1)2n+202n+2) = Sop, + (—G2n+1 + G2n42)

quindi s95,42 < Sop.
Infine

2 3 . .
Son+3 = Sont2+ ((—1)*" a9, 43) = Soni2—a2n1s quindi Son+3 < Sop42

[§]

Son+3 = San+1 T ((_1)2n+2a2n+2 + (—1)2n+302n+3) = Son+1 + (a2n+2 — a2ny3)

da cui sop+1 < Sonys. Ne ricaviamo che la successione delle ridotte dispari
della serie Z:i%(—l)" an € crescente mentre la successione delle ridotte pari &
decrescente e detti s’ e s” 1 rispettive limiti si ha

s <.
Pr concludere basta osservare che, per ogni n € N,
/

s — ¢ <a,.
da cui
/ 1 : . .
§'=s" =lim sap41 = lim s9,, = lim s,,.
n n n
a

Esempio 27. Possiamo ora vedere che esistono serie semplicemente conver-
genti. Basta considerare la serie armonica a segni alternati

+oo
1 1 1 1 1 1
S Y e e R
7;( ) n 2+3 4+5 6+

Questa serie non é assolutamente convergente (perché la serie armonica & diver-
gente) ma & convergente per il criterio di Leibniz. Se consideriamo la formula di
Taylor con il resto di Lagrange® (con punto iniziale 0 e ordine n) per la funzione

F(x) = log(1 + ),

ottentamo
1, 134 1 1 x
— _ = - -1 n+1l- _n -1 n+2 n+1
f@) =@ = gt gt e (C) L () ()
con 0 < & <z. Quindi
1 1 1 1 1
1 2=1—2= - = _1n+277n+1
og 5tz gt +ED n+1(1+€)
con 0 < & < 1. Poiché, qualunque sia € €10, 1],
1 1
1' 71n+2 n+1:
m(—1)" s () = 0

la somma della serie armonica a segni alternati risulta essere log 2.

Lquesto sara chiaro dopo aver visto il teorema sulla formula di Taylor con il resto di
Lagrange al paragrafo 32.1
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24

24.1 Funzioni continue: definizioni e prime proprieta

Per gli argomenti seguenti si veda il Capitolo 7, Paragrafi 1 e 3 di [1].

Definizione di funzione continua in un punto, in un sottoinsieme del domi-
nio, su tutto il dominio. Prime proprieta della funzioni continue: permanenza
del segno, operazioni tra funzioni continue, composizione di funzioni continue.
Esempi di funzioni continue: le costanti, I’identita, le funzioni polinomiali, le
funzioni razionali, le funzioni radice, le funzioni trigonometriche, la funzione
esponenziale, la funzione valore assoluto.

24.2 Funzioni continue: punti di discontinuita e caratte-
rizzazione della continua tramite le successioni

Per gli argomenti seguenti si veda il Capitolo 7, Paragrafi 2 e 3 di [1].

Classificazione dei punti di discontinuita. I punti di discontinuita di una
funzione monotona. Esempi di funzioni discontinue: la funzione di Heaviside e
la funzione di Dirichlet. Caratterizzazione della continuita tramite le successioni.

25

25.1 Teorema degli zeri

Cominciamo col dimostrare una prima proprieta fondamentale delle funzioni
continue definite su un intervallo: mandano intervalli in intervalli. Vediamo un
primo risultato importante.

Teorema 50 (Teorema degli zeri). Sia [a, b] un intervallo chiuso e limitato
di R. Sia f : [a, b] = R una funzione continua. Supponiamo che f(a) < 0 e

f(b) > 0.
Allora esiste € €la, b] tale che f(§) = 0.

Osservazione 45. [l teorema dice che se una funzione continua su un intervallo
assume un valore negativo e un valore positivo allora essa si annulla almeno in
un punto dell’intervallo.

Dimostrazione. Poniamo ag = a e by = b e definiamo ¢y = ‘“’QLZ’O.
Consideriamo il valore di f(co).

e Se f(cp) = 0, abbiamo finito, avendo trovato un punto in cui f si annulla.
e Se f(co) > 0, poniamo a1 = ag, by = ¢p e definiamo ¢; = %

e Se f(ep) < 0, poniamo a; = ¢g e by = by e definiamo ¢; = Ll;bl-

Consideriamo il valore di f(c1).
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e Se f(c1) = 0, abbiamo finito, avendo trovato un punto in cui f si annulla.
e Se f(c1) > 0, poniamo ay = ay, b2 = ¢1 e definiamo ¢y = %
e Se f(e1) < 0, poniamo as = ¢1 e by = by e definiamo ¢y = ‘122#1’2.

Proseguiamo iterativamente con questa procedura. O per un certo k si trova che
f(cx) =0, e quindi il teorema & dimostrato, oppure la procedura continua all’in-
finito. In questo secondo caso si viene a determinare una successione ([an, by])n
con le seguenti proprieta

e ([an, bn])n € una successione di intervalli chiusi, limitati, inscatolati e
dimezzati;

e per ognin, f(a,) <0e f(b,) > 0.

Applicando il teorema di Cantor (forma forte), si ha che esiste £ € R tale che
& =), [an, bs]. In particolare, per ogni n, € [an, b,] e, di conseguenza,
b—a b—a

0§|£_an‘§bn_a": on € Og‘g_bn|§bn_an: on

Ne deduciamo che
lima, =& e limb, = &.
n n

Usiamo ora il fatto che f é continua. Quindi

Ora usiamo il teorema della permanenza del segno. Sappiamo che, per tutti gli
n, f(a,) < 0. Quindi non puo essere f(£) > 0 (perché, se cosi fosse, sarebbe
f(an) > 0, almeno da un certo 72 in poi). Analogamente, poiché sappiamo che
per tutti gli n, f(b,) > 0, non puo essere f(§) < 0. Di conseguenza f(§) = 0.
|

Corollario 9 (Teorema dei valori intermedi). Sia [a, b] un intervallo chiuso e

limitato di R. Sia g : [a, b] — R una funzione continua. Supponiamo che g(a)

sia diverso da g(b) e che v € R sia un numero reale tra i valori di g(a) e g(b).
Allora esiste & € ]a, b[ tale che g(€) = .

Dimostrazione. Per fissare le idee supponiamo che

g(b) <v < g(a).

E sufficiente applicare il teorema degli zeri alla funzione

fola, b =R, f(x) =7 —g().

Osservazione 46. Se A ¢ un intervallo, si verifica direttamente che

Vo, xo € A, 1 < To = [x1, z2] C A.
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Viceversa, supponendo che in A ci siano almeno due punti distinti e suppo-
nendo vera la proprietd

Vl’l, To € A, 1 < T2 = [‘Th xQ] - A7

se si chiamano « e 8 rispettivamente I'inf e il sup di A, utilizzando le proprieta
dell’inf e del sup si prova che

Ja, BIC AC [a, f].
Quindi possiamo dire che
A & un intervallo = (Vxq, 29 € A, x1 <y = [x1, ;2] T A).

Corollario 10. Sia I un intervallo e sia f: I — R una funzione continua.
Allora f(I) & un intervallo.

25.2 Teorema di compattezza, teorema di Weierstrass

Per gli argomenti di questo paragrafo si veda il Capitolo 7, Paragrafo
5 di [1]

Teorema 51 (di compattezza). Sia K un compatto e sia f : K — R una
funzione continua.
Allora f(K) & compatto.

Dimostrazione. Sia (y,), una qualunque successione in f(K). Per pro-
vare che f(K) & compatto, devo provare che (y,), ha una sottosuccessione
convergente ad un punto di f(K).

Ragiono in questo modo: poiché (y,), ¢ una successione in f(K) (si ricordi
che i punti di f(K) sono immagini di punti di K), esiste una successione (x,, )y,
in K tale che

Vn € N, f(@n) = yn.

(zn)n € una successione in K, che é compatto. Allora esiste una sottosuccessione
(Zn, )k ed esiste un z € K tali che

li}gn Tp, = .
Essendo f continua, si ha
ln f(2,) = £(2) € F(E).
Per concludere basta osservare che
Vk € N, f(xn,) = yn,

e quindi
lilznynk = f(z) € f(K).
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Definizione 49. Sia f : E — R una funzione e siano xp;, x,, € E. Se per
ogni z € E si ha

flam) < f(x) < flzn)
i punti xp; e T, St dicono rispettivamente punti di massimo assoluto e di
punti di minimo assoluto per f. I numeri reali f(xpr) e f(xm) si dicono
(valori) massimo e minimo assoluto per f.

Teorema 52 (di Weierstrass). Sia K un compatto e sia f : K — R una funzione
continua.
Allora f(K) ha massimo e minimo assoluti.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ molto simile alla precedente. Mostriamo
che esiste un punto di massimo assoluto e conseguentemente esiste in R un valore
massimo assoluto per f.

Sia L € R il sup f(K). Attenzione che non sappiamo, per il momento, se
L e Rose L =+oco. Comunque, in entrambi i casi, esiste una successione (yy, )n
in f(K) tale che

(tale successione si chiama successione massimizzante).
Poiché (y,,), € una successione in f(K) (si ricordi che i punti di f(K) sono
immagini di punti di K), esiste una successione (x,), in K tale che

vn €N, f(xn):yn-

(zn)n € una successione in K, che é compatto. Allora esiste una sottosuccessione
(Tn, )k ed esiste un z € K tali che

li}gn Ty, =T.
Essendo f continua, si ha
lim f(r.,) = £(2) € [(K) CR.
Osserviamo ora che
Vk €N, f(@ny) = Yny
e quindi

Ma la successione (y, ), aveva per limite L quindi anche (yy,, )i ha per limite L,
quindi deve essere

sup f(K) = L = f(Z).
Di conseguenza Z & punto di massimo e L = f(Z) € R & valore massimo per f.
O

Osservazione 47. Si osservi che il teorema di Weierstrass puo essere ottenuto
anche come corollario del teorema di compattezza e del teorema di caratterizza-
zione dei compatti. Si ragiona cosi:

o f continua su K compatto = f(K) compatto = f(K) chiuso e limitato.
o f(K) limitato = sup f(K), inf f(K) € R.

o f(K) chiuso e sup f(K), inf f(K) € R = sup f(K) = max f(K),
inf f(K) = min f(K).
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25.3 Continuita della funzione inversa, continuita unifor-
me

Per gli argomenti di questo paragrafo si veda il Capitolo 7, Paragrafi
4 e 6 di [1] Si noti in particolare che il teorema che a lezione ¢ stato indicato
come “teorema di Heine” sul testo del Giusti compare con la dicitura “teorema
dell’uniforme continuita” (Teorema 7.11).

Teorema 53 (Continuita dell'inversa). Siano I e J intervalli di R e sia f :
I — J una funzione continua. Supponiamo che f sia biiettiva e di consequenza
invertibile.

Allora f=1:J — I ¢ continua.

Per la dimostrazione di questo teorema (che ¢ comunque facoltativa) si veda
il Capitolo 7, Paragrafo 4 di [1]. Un punto cruciale nella dimostrazione risultera
il fatto che se I € un intervallo e f : I — R & una funzione continua e iniettiva
allora f é strettamente monotona.

Definizione 50. Sia f : E — R una funzione. [ si dice uniformemente
continua se

Ve>0, 30>0: Vay,z €FE, |ra—x1]<d = |f(zs)— flz1] <e.

Si vede immediatamente che una funzione uniformemente continua é conti-
nua: infatti continua significa che in ogni punto del dominio, per ogni scelta di
€ > 0, esiste § > 0 tale che eccetera, quindi § dipende dal punto e da €, mentre
uniformemente continua significa che per ogni scelta di € > 0 esiste § > 0 che
fa andar bene la condizione di continuita per ogni punto del dominio, quindi §
dipende solo da ¢ e non dal punto. Di conseguenza la uniforme continuta é una
proprieta piu forte della continuta. Il fatto che esistano funzioni continue ma
non uniformemente continue evidenzia infine che la uniforme continuta é una
proprieta strettamente piu forte della continuta.

Esempio 28. La funzione

1
& continua ma non uniformemente continua.

Teorema 54 (di Heine). Sia K un insieme compatto e f : K — R una funzione
continua.
Allora f & uniformemente continua.

Dimostrazione (facoltativa). Supponiamo per assurdo che f non sia unifor-
memente continua. Quindi

-(Ve>0, 36>0: Vae,ye K, |y—z[<d = |f(y)— f(a)]<e).
Di conseguenza

Je>0: Vd >0, Jas, ys € K ‘y(;—l‘(;‘ <d A |f(y5)—f(x5)| > E.
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Se si sceglie 6 = 1/n, si ottegono allora due successioni (z,) e (y,) in K tali
che, per ogni n

= al <5 e 1f() — flaa)] 2

Dalla compattezza di K si deduce che esiste una sottosuccessione (x,, )x ed un
punto & € K tali che
liin Ty, = T.

Di conseguenza, essendo |y, — x,| < 1/n,
1iin Yn, = L.
Infine, dalla continuita di f,
lim f(zn,) = f(z) e limf(yn)=f(7)

e quindi
lign £ () = f () = 0.

Ma ¢io ¢ in contrasto con la condizione |f(y,) — f(zn)| > € > 0 per ogni n. O

26

26.1 Rapporto incrementale, derivata, funzione derivabile

Per questi argomenti si veda il Capitolo 8, Paragrafo 1 di [1].

Definizione 51. Sia f: I — R, con I intervallo, e sia T € 1.
La funzione
R I\ {z} >R,

Rl(@) = 10T

si dice funzione rapporto incrementale di f relativamente al punto .

Definizione 52. Sia f: I — R, con I intervallo, e sia T € I.
Se esiste il ~

lim Rg(x) = lim M7

=T T—T Tr—2

st dice che f ammette derivata in z. Il valore di tale limite si dice derivata

di f in Z e si indica con f'(T).

Definizione 53. Sia f: I — R, con I intervallo, e sia T € I.
Se esiste finito il

lim R (z) = lim J@) = /@) _ f'(z) eR,

T—T T—T xr—2x

si dice che f & derivabile in Z.
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Definizione 54. Sia f : I — R, con I intervallo, e sia f derivabile in ogni
punto di I.
La funzione

fI—=R,
o) =ty L0216

st dice funzione derivata di f.

26.2 Calcolo delle derivate delle funzioni elementari, re-
gole di derivazione

Per questi argomenti si veda il Capitolo 8, Paragrafi 2 e 3 di [1].

Derivata della funzione costante, dell’identita , della potenza n esima. De-
rivata delle funzioni seno e coseno. Derivata di esponenziale e logaritmo. Rap-
porto tra funzioni continue e funzioni derivabili. Derivata di somma, differenza,
prodotto e quoziente di funzioni derivabili. Derivabilita della funzione composta.
Derivabilita della funzione inversa.

27
27.1 approssimante lineare

Definizione 55. Sia f: I — R, con I intervallo, e sia T € I. Sia f:R—=R.
f si dice approssimante lineare di f in T se

i) [ & una funzione affine, cioeé esistono m, g € R tali che

fl@)=mz+q.

i) il grafico di f passa per il punto (%, f(Z)), cio¢

i) f ¢ “la migliore approssimazione di f in un intorno del punto T”, cioé

i 1@ = 1@)

T—T r—x

=0.

Teorema 55. Sia f: I — R, con I intervallo, e sia T € I. Sono equivalenti
a) Esiste Uapprossimante lineare di f in T.
b) f ¢ derivabile in T.

Se wale i) oppure ii) e f indica I'approssimante lineare di f in T si ha

f@) = f(@) + f(@)(z — 2).
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Dimostrazione.
a) = b).
Sia f(z) = mx + g 'approssimante lineare di f in Z. Dalla proprieta i) della
definizione di approssimante lineare ricaviamo che

f(@) = f(@) =mz +q,
quindi
q=f(z) —mz.
Di conseguenza f(x) diventa

f(@) =m(z —2) + [(2).

La proprieta i) della definizione di approssimante lineare quindi implica che

0= lim AW =S@ oy me-D+ @ = f@) oy, f@) @)
T r—x T r—x T—T T —
e quindi )
o 10 = 1@)
T—T xr—2x
b) = a).

E sufficiente porre B
f@) = f(@) + f'(2)(z — )

e verificare che valgono le tre proprieta dell’approssimante lineare.
O

Osservazione 48. Si noti che, da un punto di vista geometrico, ammelttere
approssimante lineare in T significa che il grafico, nel punto (Z, f(Z)), ha una
retta tangente non verticale e ’equazione della tangente é proprio

y=[f@)(e—-2)+ f(2).

27.2 Massimi e minimi, teorema di Fermat

Per questo argomento si veda il Capitolo 8, Paragrafo 4 di [1]. Si
noti in particolare che il teorema che a lezione é stato indicato come “teorema
di Fermat” sul testo del Giusti compare con la sola numerazione: si tratta del
Teorema 8.4.

28

28.1 I teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy

Per questo argomento si veda il Capitolo 8, Paragrafo 5 di [1].
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Osservazione 49. Una interpretazione del teorema di Lagrange puo essere la
sequente: data una funzione definita su [a, b], continua in a e in b e derivabile in
la, b], vi & almeno un punto dila, b[ in cui la retta tangente al grafico é parallela
alla retta secante passante per i punti (a, f(a)) e (b, f(b)).

Anche il teorema di Cauchy ha una interpretazione simile: data una funzione
v [a7 b] - R27 V(t) = (x(t)v y(t)),

(tale funzione, se x(t) e y(t) sono continue, la chiamiamo curva) in cui le com-
ponenti x(t) e y(t) siano funzioni continue in a e in b e derivabili in |a, b[, sup-
posto che per ogni t € |a, b] si abbia y'(t) # 0, allora esiste un punto della curva
in cui la retta tangente é parallela alla retta passante per i punti (x(a), y(a)) e
(z(b), y(b)). Infatti la condizione di parallelismo tra il segmento di estremi

e una retta che sia parallela al vettore

(@'(£), ¥'(£));

w(b)—aa) Y~ 9(@) \ _ o
der (0510 O HO ) 96 0) - ala) - O 0(0) - i) =

Si osservi che tale proprieta non si ha nel caso di una curva in R™, con n > 3.

29

29.1 Crescenza e derivate

Per questo argomento si veda il Capitolo 8, Paragrafo 5 di [1].
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30
30.1 I teoremi di de ’Hopital
Per questi argomenti si veda il Capitolo 8, Paragrafo 7 di [1].

Teorema 56 (del limite della derivata). Sia f : I — R, con I intervallo. Sia
zel. Sia f continua in T e deriabile in I\ {Z}.
Se esiste finito il
lim f'(z) =a €R,

rT—T

allora f ¢ derivabile in T e f'(Z) = a.
Dimostrazione. Sappiamo che lim,_,z f'(z) = a € R, cioé
Ve>0, 36>0: VeEel\{z}, 0<[E—-Z|<d = |f(§)—a|<e.

Consideriamo = € I\ {Z} tale che 0 < |x — Z| < 0 e applichiamo alla funzione
filz,7) il teorema di Lagrange. Otteniamo che esiste § € |z, Z[ tale che

f(i[,') - {c(f) _ f/(f),

x—ZT
e si noti che si ha 0 < |£ — Z| < |z — Z|, quindi 0 < |€ — Z| < §. Mettendo tutto
assieme si ottiene

Ve>0, 36>0: Vzell\{z}, 0<|x—£|<6:|M—a|<s,
r— X

cioé

che é quanto si voleva. (I

Osservazione 50. Il teorema del limite della derivata fornisce soltanto una
condizione sufficiente alla derivabilita, nel senso che una funzione pud essere
derivabile senza che esista il limite della derivata. Un esempio € la funzione

1

x“sin(—) per x #0,
x

0 per x =0,

Teorema 57 (di de 'Hopital, caso §). Siano f, g : I\{Z} — R, con I intervallo
eZ € 1. Siano f, g derivabili in I\ {Z}. Sia lim,_,z f(z) = lim,_,z g(x) = 0.
Supponiamo infine che, per ogni x € I\ {Z}, si abbia g'(x) # 0.

Se esiste ,
lim. f,(x) — LeR,
allora esiste
i 10)
v~z g(x)

e vale L.
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Dimostrazione. Come prima cosa estendiamo il dominio delle funzioni f e g
a tutto I, ponendo f(Z) = ¢g(Z) = 0. in questo modo f e g diventano continue
su tutto I e derivabili su I\ {Z}. Poi osserviamo che, per ogni x € I\ {Z},
si ha g(x) # 0. Infatti se fosse g(z) = 0 per qualche =z € I\ {Z}, potrei
applicare il teorema di Rolle alla funzione fj,, z e troverei un punto in cui g’
si annulla, cosa che non avviene per ipotesi. Ha quindi perfettamente senso
considerare la funzione % su I\ {z}. Passiamo quindi alla parte principale
della dimostrazione.

Sappiamo che

f'(z) >
=LeR
a—z g (1) €%
cioé
VVintornodi L, 30>0: Véel\{z}, 0<[(—-Z|<d = g’/((gev

Consideriamo = € I\ {Z} tale che 0 < |z — Z| < ¢ e applichiamo alle funzioni
filz.2]» 9|[z,7) il teorema di Cauchy. Ricordando anche che f(z) = g(z) = 0,
otteniamo che esiste ¢ € |z, Z[ tale che

e si noti che si ha 0 < |£ — Z| < |z — Z|, quindi 0 < |€ — Z| < §. Mettendo tutto
assieme si ottiene

VVintornodi L, 36>0: Veel\{z}, O<|z—Z| <0 = fgxs eV,
g(x
cioe
fim £ _
z—z g(x)
che é quanto si voleva. O

Valgono anche i seguenti teoremi, di cui non si richiedono le dimostrazioni
(che sono per altro reperibili sul testo del Giusti o sugli altri testi consigliati).

Teorema 58 (di de 'Hopital, caso % per limiti all’infinito). Siano le funzioni

fy g :]a, +oo[—= R. Siano f, g derivabili in ]a, +o0o[. Sia lim,_ 4o f(z) =
lim, 4 o g(z) = 0. Supponiamo infine che per ogni x € |a, +oo| si abbia g'(x) #
0.

Se esiste ,
fx) LeR,
a=e g (z)
allora esiste
i £@)

e vale L.
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Teorema 59 (di de 'Hopital, caso 22). Siano f, g : I\{Z} — R, con I intervallo
eZ € I. Siano f, g derivabili in I\ {Z}. Sia lim, ,;z f(z) = +00 (—o0) e
lim,_,z g(x) = +00 (—00). Supponiamo infine che per ogni x € I\ {Z} si abbia

g'(x) #0.
Se esiste ,
lim (@) =L eR,
2>z g'(z)
allora esiste
i 1@
v~z g(x)

e vale L.

Teorema 60 (di de I'Hopital, caso <2 per limiti all’infinito). Siano f, g :
la, +oo[—= R. Siano f, g derivabili in ]a, +oo[. Sialimg 400 f(z) = 400 (—00)
e limg 100 g(x) = 400 (—00). Supponiamo infine che per ogni x € Ja, +00[ si
abbia ¢'(x) # 0.

Se esiste @)
l‘ ~
=LeR
T—T g’(z) €K
allora esiste
i

e vale L.

Osservazione 51. [ teoremi di de I’Hopital forniscono condizioni solo suffi-
cienti all’esistenza del limite di %: cio significa che é possibile che nei casi %

oppure % esista 1l lim % senza che esista il lim 5:5:3 .

Un esempio é il sequente

. 2x +sinx . 2+ cosx .
lim — =1 mentre lim ——— non esiste.
z—+oo 2T 4 cos T z—+oo 2 —sinx

31

31.1 Derivate successive

Definizione 56. Sia f : I — R una funzione derivabile. Si consideri la funzione
derivata ' : I — R. Se f' ammette derivata nel punto T, la derivata di [’ in
Z si dice derivata seconda di f in T. Se [’ & derivabile su I, la funzione
derivata della f' si dice funzione derivata seconda di f e si dice che f &
derivabile fino al secondo ordine. La derivata seconda si indica con f". In
modo analogo si definiscono la derivata terza (derivata della derivata seconda)
e le derivate successive.
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Definizione 57. Sia f : I — R una funzione derivabile. Se la funzione derivata
(prima) & continua allora la funzione f si dice funzione di classe C!.

Sia f: I — R una funzione derivabile fino al secondo ordine. Se la derivata
seconda ¢ continua, allora la funzione f si dice funzione di classe C?. Si
osservi che se una funzione & di classe C? allora la derivata prima ¢ derivabile
e quindi continua: le funzioni di classe C? sono anche di classe C*.

Sia f : I = R una funzione derivabile fino all’ordine m. Se la derivata di
ordina m & continua, allora la funzione f si dice funzione di classe C™. Le
funzioni di classe C™ sono di classe C* per ogni k minore di m.

Sia f : I — R una funzione derivabile fino all’ordine m per qualunque m. Si
dice in questo caso che f ¢ di classe C*.

31.2 Funzioni convesse

Osservazione 52. Siano a, b € R, con a < b. Sia x € [a, b].

Posso scrivere
x=Ada+ (1 —=N)b,

scegliendo
b—x r—a
A= 1-XA= .
b—a’ b—a
Quindi
b—=x T—a
=\ 1-\Nb= b.
* at( ) b—anrb—a

Consideriamo ora la situazione sul piano. Siano i punti (Tq,Ya) € (Tp, Yp)-
la retta per questi punti ha equazione

=BT 20) +
Ty — X
Yb . o
)\ya+(1 —)\)yb .
Ya L4
Za Atg + (1= Ny, Tb
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Se
T = Axq + (1 — N)ay,

st ha
Y= Mo + (1= Ny

Definizione 58. Sia f : I — R, con I intervallo. f si dice convessa se per
ogni a, b € I, con a <b, eper ogni X €0, 1], si ha

fa+(1=X2)b) < Af(a) + (1= A)f(b).

a Aa+(1—-\Nb b

Definizione 59. Sia f: I — R, con I intervallo. f si dice concava se —f &
CONVESSaQ.

Definizione 60. Sia f : I — R, con I intervallo. Sia T € I e sia f continua
inT. Se f & convessa in IN| — oo, Z[ ed é concava in IN )T, +00[ o0 viceversa,
allora x si dice punto di flesso.

Teorema 61 (caratterizzazione delle funzioni convesse). Sia f: I — R, con I
intervallo. Sono equivalenti

i) f & convessa.

i1) Per ogni x1, x2, x3 € I, con x1 < x9 < x3, Si ha

f(z2) = f(z1) _ f(xs) — f(=2)

< .
T2 — I T3 — X2

iti) Per ogni x1, X9, x3 € I, con x1 < x9 < x3, $i ha

f(x2) — f(21) < f(z3) — f(21) < flas) = f(w2)

T2 —T1 T3 —T1 T3 — T2

Dimostrazione.
Proviamo che i) = ).
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Siano 1, 9, 3 € I, con 1 < x9 < x3. Scriviamo xs nella forma Azy+(1—X)zs.
Si ha
T3 — T2 Tr3 — T2 Tr3 — T2 Xro — I

1‘2:71‘1—"—(1— )333: xr1 + xs.
T3 — X1 I3 — X1 I3 — T Trs — T
—— —_————

A 1-A
Applichiamo la definizione di funzione convessa e otteniamo

T3 — X2 T2 — X1

flae) < ————=f(a1) + ——f(a3),
T3 X T3 T
da cui, moltiplicando per zs — 1,
(z3—21) f(22) < (23—22) f(21)+(22—21) f(23). (%)

Da () otteniamo
(w3 — 21)(f(22) — f(21) + f(21)) < (w3 — @2) f(21) + (2 — 1) f(23),
da cui
(w3 — 21)(f(22) = f(21)) < (23 — 22) f (1) + (w2 — 1) f(w3) — (23 — 21) f(21),

e quindi

(x3 — 1) (f(22) — f(21)) < (22 — 21)(f(23) — f (1))

Dividendo per (x5 — z1)(z2 — 1) otteniamo
f(xo) = fz1) _ flxs) = f(z1) (1)
To — I - T3 — I ’

Similmente, sempre da (x), otteniamo

(w3 — x1)(f(22) — f(23) + f(x3)) < (w3 — 22) f(21) + (22 — 21) f(23),

da cui

(253 - $1)(f($2) - f($3)) < (£U3 - $2)f($1) + (332 - CUl)f(%) - (5U3 - ﬂfl)f(xfs),

e quindi
(z3 — 1) (f(22) — f(23)) < (w3 — 22)(f(21) — f(23))-

Moltiplicando per —1 otteniamo
(x5 —21)(f(23) — f(22)) = (w3 — 22)(f(23) — f(21)),
e infine, dividendo per (z3 — x1)(x3 — 2),

flxs) — flz1) < flxs) — f(xz). (2)
Trs —T1 - Ir3 — To

Da (1) e (2) si ottiene ii).

L’implicazione i) = ii) & ovvia. Proviamo i) = i).
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Considero

a <)\a+(1—)\)b<\b/_/, con A€]0, 1]

Ty To T3

Applico la condizione ii) con queste scelte. Ottengo

fQa+ (1 =Nb) = fla) _ f(b) = fAa+ (1= A)D)
A-Nb—a - Ab—a) '

Svolgendo i calcoli ottengo
fQa+ (1 =X)b) < Af(a) + (1= X)f(b),

cioé f é convessa. Il teorema € dimostrato. [

Corollario 11. Sia f: I — R, con I intervallo. Sono equivalenti
a) f é convessa.

b) Per ogni T € 1, la funzione

RI .1\ {z} >R, Ri(z) = M,

T — I
& crescente.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che la crescenza della funzione Rg ,
per qualunque punto Z, coincide con la condizione iii) del teorema di caratte-
rizzazione delle convesse.

Infatti, se 1 < x9 < Z, si ha

fe) = S@) _ J@) = 1@

l‘lfi’ SCQ*IE

Rl(z1) =

pendenza =R (z1)

pendenza — R (x)

T Z2 x

Analogamente negli altri casi. O

Corollario 12. Sia f: I — R, con I intervallo. Sia f convessa.
Se T € I° (cioe T & punto interno di I), allora esistono finiti

L f@ = @)

—— = ' (z) derivata sinistra,
T—T ™ xr—x
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oA w = fi.(z)  derivata destra,
e si ha
fL(@) < fi(@)
Dimostrazione. E sufficiente applicare il teorema delle funzioni monotone
alla funzione ng. (]

Corollario 13. Sia f: I — R, con I intervallo. Sia f convessa.
Allora f & continua in I°.

Dimostrazione. Basta ripetere la dimostrazione del teorema sul rapporto tra
derivabilita e continuita. (]

Teorema 62 (caratterizzazione delle funzioni derivabili e convesse). Sia f :
I = R, con I intervallo. Sia f derivabile. Sono equivalenti

i) [ & convessa.

ii) f' & crescente.

Dimostrazione.
Proviamo che i) = ii).
Sia f convessa. Siano x1 e xo in I, con x1 < zo. La funzione
r)— f(x
]xl’xQ[%R’ JZ'HM,
Tr — I
¢ crescente (& conseguenza del Corollario 11). Quindi, dal fatto che f ¢ derivabile
e dal teorema delle funzioni monotone si ha

f'(x1) = lim M —  inf f(z) = f(21) < f(x2) — f(a1
1 Tz €r — I z€ )z, x2[ T — 1 = Ty — 1 .

e similmente

F'(z2) = lim @ = f@) g, @ fe) ) fze) - fla)

T—Ty I —1I1 z€ ]z, 22| T — I To — 1
Quindi
f(z1) < M < f(z9).
€T9 Tq

Viceversa, proviamo che ii) = ).

Sia f derivabile e sia f’ crescente. Siano x1, we, w3 € I, con x1 < w9 < x3. Si
applica il teorema di Lagrange a fijz, 2,] € fljzs, 5] Allora esistono & € |z, o]
e & € Jxg, x| tali che & < & e

f/(gl): f(‘rQ)_f(xl)7 f/(£2): f(fﬂg)_f(fEQ)
To — X1 T3 — T2

Dalla crescenza di f si deduce

F@e) = 1@ ey < priey) = £08) = F(@2)

Xro — I Tr3 — T2

ottenendo la condizione i) del teorema di caratterizzazione delle funzioni con-
vesse. O
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Teorema 63 (caratterizzazione delle funzioni derivabili fino al secondo ordine

e convesse). Sia f : I — R, con I intervallo. Sia f derivabile fino al secondo
ordine. Sono equivalenti

i) f & convessa.
ii) Per ogni x € I, f"(x) > 0.
Dimostrazione. f & derivabile fino al secondo ordine. Quindi
f convessa < f’ crescente < per ogni z € I, f”(z) > 0.

O

Osservazione 53. Una proprieta importante delle funzioni convesse é la
sequente: dati x1, xo € I, con x1 < x9, il grafico di f sta sotto la secante per

i punti (z1, f(x1)) e (z2, f(x2)) per la variabile x che sta tra x1 e xo, mentre
sta sopra la secante per x prima di x1 e per x dopo xa.

\
/

X1 Xro x

In modo simile si puo provare che se f & convessa e derivabile se e solo se, fissato

un qualunque punto x, la tangente per T sta sotto il grafico della funzione. In
particolare so che

p<e = F@<iOTIE L s pae— 1),

e analogamente
>z = fl(z)> W = f(=)> @) —7)+ f(2)
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32

32.1 La formula di Taylor

Lemma 1 (Lemma di Peano). Sia f: I — R conz € I. Sia f derivabile fino
all’ordine k. Supponiamo che

Allora

Dimostrazione. Calcoliamo

lim Lx_)

T (m — x)k
Applichiamo la regola di de ’'Hopital alla coppia di funzioni f(x) e (z —z)*. Si
noti che sono derivabili, tendono a 0 al tendere di  a Z e la derivata di (z — z)*
non si annulla per z # Z. Quindi é sufficiente calcolare

. f'(x)
R

E di nuovo un caso % e applichiamo nuovamente la regola di de ’'Hépital. E
sufficiente calcolare

; /" (z)

im .

sz k(k—1)(x — z)k—2
Proseguendo in modo analogo si ha

f'(x)

o fle) I ALl €))
R - S e R o T

Se applicassimo ancora una volta la regola di de I'Héopital, otterremmo

N el €O I 21 €))
lim ~——= = lim .
z—z kl(x —Z) 2oz k!
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Quest’ultimo limite pero non sapremmo calcolarlo a meno di non sapere qualcosa
in piu, per esempio che f*) sia continua. Invece ragioniamo cosi
FED@) D) - fED @)

lim ——~ =1
ZIL% Elx —Z) zlﬂmi kEl(z — Z)

¢ proprio la condizione di derivabilita di f*=1)| e cioé Desistenza in Z della
derivata k-esima in z. Tale limite vale il valore di f*)(z), cio¢ 0. O

Osservazione 54. Si noti che nel Lemma di Peano sarebbe sufficiente richiede-
re che f sia derivabile fino all’ordine k — 1 su I e che esista la derivata k-esima
m .

Lemma 2 (Lemma di Lagrange). Sia f: I — R con T € I. Sia f derivabile
fino all’ordine k + 1. Supponiamo che

J@) = (@) = f"(@) = = [P @) = 0.

Allora, per ogni x € I\ {Z}, esiste £ € |z, x[ (questo nel caso x > T, mentre, se
x < T, £ €lx, T[) tale che

I ARI(S) k1
flz) = m(x— x)kJr .

Dimostrazione. Supponiamo che z € I\ {Z} e che x > z . Ponendo g(z) =
(x — Z)k*1 applico il Teorema di Cauchy alla coppia di funzioni fliz, 2] € 9|[z, )
(si osservi che ¢'(z) # 0 per ogni « € T\ {Z}). Si ha allora che esiste & € |z, z|
tale che

f(z) f(z) - () f'(&1)

(=2 @ =@ - (kD& )
Applico nuovamente il Teorema di Cauchy alla coppia di funzioni fjz ¢ e

9|iz,¢,)> dove stavolta g(z) = (k + 1)(z — Z)*. Allora esiste & € ]z, & tale
che

re) &) - (@) (D
k+DE-2)% +D)E - —(k+1)@-2)F  (k+1Dk(&—2)k 1
Proseguendo in questo modo si ha che esistono T < & < &1 < - < & <z
tali che
O () N (.11
(x =)k (k+1)(& —2)F (k+ 1) —2)°

Per concludere applico il Teorema di Lagrange alla funzione f*) sull’intervallo
[Z, &k] e ottengo che esiste & € |z, [ C |z, «[ tale che

fBE) 1 W) - fME) 1 FERD ()
E+DN&% —2) (k+1) & — 7T (k+1)! '
Quindi
@) = G/ O - 2,
e la dimostrazione é conclusa. O
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Osservazione 55. Si noti che nel Lemma di Lagrange sarebbe sufficiente ri-
chiedere che f sia derivabile fino all’ordine k+1 su I \ {Z} e che la derivata
k-esima sia continua in T.

Teorema 64 (formula di Taylor con il resto di Peano). Sia f : I — R con
z € 1. Sia f derivabile fino all’ordine k (sarebbe sufficiente richiedere che f sia

derivabile fino all’ordine k — 1 su I e che esista finita la derivata k-esima in T).
Allora

"z k) (z
fa) = £@) + @@ -+ LD @2 D a @),
b lim 5 _ g,

T—T (x — :E)k

Dimostrazione. Basta applicare il Lemma di Peano alla funzione

f"() M)

1@) = (f@) + P @ =) + 52 @ =P 4+ L - k),

O

Teorema 65 (formula di Taylor con il resto di Lagrange). Sia f : I — R con
Z € 1. Sia f deriwabile fino all’ordine k + 1 (sarebbe sufficiente richiedere che
f sia derivabile fino all’ordine k+ 1 su I \ {Z} e che la derivata k-esima sia
continua in T). Allora, per ogni x € I\ {Z} esiste & € |T, [ (questo nel caso
x > T, mentre, se x < T, £ € |z, Z[) tale che

f(k)(f)( e SEE (x — &)F+L,

J@) = S@) + [ @) =)+ Ty e =B+ s

Dimostrazione. Basta applicare il Lemma di Lagrange alla funzione

" (k)j

fl@) = (f(@) + f'(@2)(x - 2) +

Osservazione 56. [l polinomio (nella indeterminata x)

"z (k)f
1@+ r@e -5+ 0w gy D

si dice polinomio di Taylor della funzione f, di grado k e relativo al punto
z. La quantita

(x —2)*

T (2)
nella formula

(@)
[

f@)=f@)+ (@)@ -2+ + (& —2)* +ri(),

st dice resto nella forma di Peano. Si ha

lim 77%(%_)
T—T (gj —_ x)k

=0.
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La quantita
(k+1)
f(k + 1()5!) (z — o)

nella formula

I fP@) L fEe
f(x)—f(x)—i—f(x)(m—x)+~-~+T(x—x) +W($—$)k+l~

st dice resto nella forma di Lagrange.

Esempio 29. Sia f(z) = e*. Abbiamo, per ognin, f(x) = e*. Quindi, per
ogni n, f™(0) = 1. Si ottiene, per ogni = € R,

@ _ Lo 1 3 Loy . ore(z)
e 71+x+ax —|—§:c +...+Hx +ri(x)  con J%1_}1110 e =0,
e anche che esiste £ € 10, z[ (oppure & € |z, 0[) tale che
T _ L o 13 L % et k+1

Esempio 30. Sia f(x) = sinz. Abbiamo, per ogni n, fC**t1(0) = (=1)" e
f@)(0) = 0. Quindi si ottiene, per ogni x € R,

; — L 3,15 (=" 2k+1 . Topta(7) -
Slnx—x—gx —i—ax +...+mm +7akp2(x) con ili%w—o,
e anche che esiste £ €10, [ (oppure € € |z, 0[) tale che

o L 3,15 (D™ apsr, (51" TcosE gy
BT T O Vo b Qk+3)

Per le formule di Taylor delle funzioni elementari si veda il Capitolo
10, Paragrafo 7 di [1].

33

33.1 L’integrale di Riemann

Definizione 61. Sia [a, b] un intervallo in R. Chiamiamo suddivisione di
[a, b] un insieme finito {xg, x1, T2,..., Ty} di punti distinti di [a, b] tali che

ro=a<x1<xT0<...<xp =0

Indico una suddivisione di [a, b] con A e Uinsieme delle suddivisioni di [a, b]
con D.

A

a=xTo T1 T2 X3 Tn—1 T, =0b
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Definizione 62. Sia f : [a, b] — R una funzione limitata. Sia A una sud-
divisione di [a, b]. Chiamiamo somma superiore di [ relativamente a A la

quantita
n

S(f,A) = Z(xz —Ti_1) sup  f(x).

=1 z€[@i—1,7i]

somma aree rettangoli = S(f, A)

Similmente la quantita

s(f0) =Y (zi—w1) inf  f(a)

=1 z€[xi—1,%4]

si dira somma inferiore di f relativamente a A.

somma aree rettangoli = s(f, A)

Osservazione 57. Sia f : [a, b — R una funzione limitata. Valgono le
sequenti proprieta.
o YA e D, s(f,A)<S(f A).
Questo ¢ dovuto al fatto che, per ogni i,
inf  f(x) < sup f(=).
ze[xi—lvzi] Ie[zi_l,f,’,]
o VA, Ay €D, A1 C Ay = S(f,A1) > S(f,A2) A s(f,A1) < s(f,Ag)

(quando Ay C Ay diremo che Ay & piu fine di Ay). Mostriamo che,
aumentando di un punto una suddivisione, il valore delle somme superiori
diminuisce. In modo analogo si prova che, aumentando di un punto una
suddivisione, il valore delle somme inferiori aumenta. Per passare alla
proprieta generale bastera aumentare di un punto alla volta le suddivisions.
Quindi supponiamo che Ay = Ay U{Z}, conx;j—1 <z <xj. Siha

sup  f(z)> sup  f(z) e sup  f(z) > sup f(x).

T€[wj—1,3;] z€[wj_1,7] z€[xj_1,1;] r€[z,7]

Da cio

(xj—xj_1) sup f(z) > (Z—xj—1) sup f(x)+(z;—Z) sup f(z).

w€lw;-1,7;] w€lw;-1,7] TE[T,x;]
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T

S(f, A1) S(f, Az)

Quindi
S(f, A1) =2 S(f,Az)

L4 VAlv AQ S D: S(val) S S(vaQ)

Per provarlo, basta osservare che, date A1, Ay € D, si ha

S(f, Al) S S(f, Al U Ag) S S(f, Al U Ag) S S(f, AQ)

A) < inf A).
. 22%5(1’, )_AHéDS(ﬁ )

E consequenza del punto precedente.

Definizione 63. Sia f : [a, b] = R una funzione limitata. f si dice integra-
bile secondo Riemann se

Zlé%s(f’ A) = mf 5(f, A).

Se f ¢ integrabile secondo Riemann su [a, b], la quantita

zlé%s(f» A) = Alren; S(f, A)

b
st dice integrale di f su [a, b] e si indica con / f ovvero con / f(x)dx.
la,b] a

Linsieme delle funzioni integrabili secondo Riemann su [a, b] si indica con
R([a.b]).

Osservazione 58. Un primo esempio di funzione integrabile secondo Riemann
¢ dato dalle funzioni costanti. Se per ogni x € [a, b], f(z) = ¢, allora per ogni

AeD,s(fA)=85(f,A)=(b—a)e. Quindi

b
sup s(. &) = fuf S(f, &) = / cdr = (b a)e

Osservazione 59. Da un punto di vista intuitivo, sara integrabile secondo Rie-
mann una funzione, definita su un intervallo, per la quale sia possibile “calcolare
larea” della regione di piano compresa tra il grafico della funzione e l’asse delle
. Questo ¢é facile nel caso delle funzioni costanti: l’area sara l'usuale area dei
rettangoli, ottenuta come prodotto di base per altezza. Per una funzione non co-
stante si cerchera di far stare il grafico della funzione tra quello di una costante
a tratti sopra la funzione, per cwi ’area tra il grafico della costante a tratti e
l'asse delle x sara la somma superiore e il grafico di una funzione costante a
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tratti sotto la funzione, che avrd come area tra il suo grafico e l'asse delle x
la somma inferiore. Se, all’infittirsi dei punti delle suddivisioni che le genera-
no, queste approssimazioni da sopra e da sotto convergono verso un valore, tale
valore sara il valore dell’area cercata.

Osservazione 60. Un esempio di funzione non integrabile secondo Riemann é
dato dalla funzione di Dirichlet:

xo:[0,1] = R, xo(z)=1sexeQ, xq(z)=0sez¢&Q.
Poiché, per ogni intervallo [x;_1, z;], si ha

inf  xg(z) =0 e sup  xol(z) =1,

T€lwj_1, 4] w1, ;]
si ottiene che, per ogni suddivisione A, si avrd
s(xg, A)=0 e  Slxg, A)=1
Quindi

A)=0<1= inf A).
Sup s(xg, &) =0 <1 = fnf S(xq, A)

Teorema 66 (condizione necessaria e sufficiente per l'integrabilita). Sia f :
[a, b] = R una funzione limitata. Sono equivalenti

i) f ¢&integrabile secondo Riemann.

ii) Per ogni e > 0, esiste una suddivisione A € D tale che

S(f7 A)_S(fv A)S{f

somma aree rettangoli = S(f, A) — s(f, A)

Dimostrazione.
Proviamo che i) = ii). Sia quindi f integrabile su [a, b]. Sia € > 0. Dalla
seconda proprieta del sup e dell’inf, abbiamo che esistono A1, As € D tali che

[a,b] 2 [a,b] 2
——

supy s(f,A) infa S(f.4)

Ora

fozsmud)zs(fan> [ of
[a,b] [a,b]
——

sup s(f,4Q) supp s(f,A)
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€
[ 5 ossgausssan< [ g+l
a,b a,b
[a,b] [a,b]
infa S(f,A) infa S(f,A)
Quindi
S(f, A U Ag) — S(f, AU AQ) <e.
Proviamo che ii) = i). Se fosse f € R([a,b]) allora si avrebbe
A inf A).
sup s(f, &) < jnf S(F, A)

Scegliendo
L infaep S(f, A) ;SUPAGD s(f, A) >0,

si avrebbe che, per ogni A € D,
S(fv A) _S(f7 A) >
in contraddizione con la ). (]

Esempio 31. (Ricordiamo che abbiamo dimostrato per via induttiva che, per
ogni n, si ha

ZZQ _n(n+1)(2n+3) )

Consideriamo la funzione
F:0,1]=R,  fz) =2

Consideriamo la suddivisione

1 2 3 n—1
An: 9 Ty Ty Ty ey 71'
{0 nnn n }
Si ha )
- . "1 (i —1)
An - i — Li— f = _
s(f> ) ;(‘T ‘ Qm[ﬁﬁm]f(x) Zen  n?
e
- " g2
)= o) o T =0 e
i=1 TE[Ti—1,T; i—1
Ne risulta
1 . =, ) 1, 1
i=1 i=1

Quindi, fissato € > 0, possiamo rendere S(f, A)—s(f, A) minore die, scegliendo
un opportuno n. La funzione f & integrabile. Per calcolare il valore dell’integrale
sara sufficiente calcolare il

. : 1 G nm+D(@2n+3) 1
lim s(f, A) =lim S(f, A,) = lim — ; — =lim e =5

1
1

/ 22de = =.
0 3

116

da cui



33.2 Integrabilita delle funzioni continue e delle funzioni
monotone

Teorema 67. Sia f: [a, )] = R una funzione continua.
Allora f ¢é integrabile secondo Riemann.

Dimostrazione. Sia f continua su [a,b]. Sia e > 0. Proviamo che esiste una
suddivisione A di [a, b] tale che

S(f7 A)_S(fv A>§‘€

Essendo f continua su [a,b], per il Teorema di Heine, f ¢ uniformemente
continua. Quindi esiste un § > 0 tale che, per ogni z, T € [a,b], se |Z — Z| < §

allora | f(Z) — £(T)| < La

h—
Scegliamo ora una suddivisione A tale che, per ogni i, si abbia x; —x; 1 < 9.
Consideriamo, per ¢ = 1,...,n, la funzione
flziorwa-

Si avra, per il Teorema di Weierstrass,

sup  f(z) = max f(z) = f(Zmax)

z€[wi_1,2] r€[Ti—1,%;]
inf  f(z)= min f(z) = f(@min)
r€[mi_1,24) x€[wi_1,24)
CONl Tmax;,; Lmin S [Ii—lvxi]' Ora |xmax - xmin| S T —Ti—1 < 53 per cui

€

sup f([E) - inf f(ZE) = f(xmax) - f(xmin) <

z€[xi—1,7] T€[Ti—1,7:] b—a

Si deduce che

n

S(f, A)=s(f,A) = (@i—zia)( sup  fl@)— inf f(x))

i=1 z€[zi1,3i] w€[zi—1,24]
n
<> )
Ty — Tj—1 =&
c b—a ’
=1
e la dimostrazione é conclusa. O

Teorema 68. Sia f : [a, )] = R una funzione monotona.
Allora f & integrabile secondo Riemann.

Dimostrazione. Se f & costante, sappiamo gia che é integrabile secondo
Riemann. Supponiamo che f non sia costante e sia, per esempio, crescente;
prendiamo € > 0 e scegliamo una suddivisione in cui, per ogni ¢ = 1,...,n si

abbia
€

fb) = fla)

Dalla crescenza della funzione deduciamo che

sup  f(x) = f(x) € inf  f(z) = fzi-1).

T€[w;—1,7;] TE€[Ti—1,7]

Tj—1—x; <

117



34

34.1 Altre proprieta dell’integrale

Teorema 69. Siano f, g € R([a, b]).
Allora f+ g € R([a, b]) e

f+g= / f+ / g-
[a,b] [a,b] [a,b]

Dimostrazione. Sia € > 0. Sappiamo che esistono due suddivisioni A; e Ag
tali che

€ €
S(f, Al)_s(f’ Al)S§7 S(ga A2>_S(g7 AQ)S§
Scegliendo A = A1 U As si avra
€ €
S(f7 A)_S(f7 A)S§7 S(ga A)_S(gv A)Sia

da cui

(S(f, A)+S(g, A)) — (s(f, A) +s(9, A)) <e.

Osservando ora che, qualunque sia l'intervallo I,
inf(f +g) > inf f +infg,  sup(f +g) <supf+supg,
I I I

si ottiene

s(f, B) +s(g, A) <s(f+9,8) <S(f+9,8) <5(f, A) + 5(g, B),

s(f,A) +5(9,8) s(f+9,4) S(f+9,8)  S(f,A)+5(g, )
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Quindi
S(f+g7 A) _S(f+ga A) <g,

da cui f 4+ g € R([a,b]). Per provare che

f+g= / [+ / g-
la,b] [a,b] [a,b]

si usano i seguenti fatti: per ogni suddivisione A, vale

o s(f, A) + s(g, A)s/[ b]f+/[ 9SS 8) 4500, 4,

o s(f+g, A)< [ b]f+g§5(f+g, A),

o 5(f, A)+5(g, A) <s(f+9,A)<S(f+9,A) <S5(f, A) + S(g, A),

e per ogni ¢ > 0 esiste una suddivisione A tale che
(S(fa A) + S(ga A)) - (s(fa A) + S(g, A)) <e.

|
Vale il seguente risultato, la cui dimostrazione, molto simile al quella del
teorema appena dimostrato, viene lasciata per esercizio.

Teorema 70. Sia f € R([a, b]) e sia A € R.
Allora A\f € R([a, b]) e

/ AM=x] f
[a,b] la,b]

Osservazione 61. L’insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann sul-
Vintervallo [a, b] & uno spazio vettoriale su R e la funzione f[a,b] : R([a,b]) = R,
e f[a i, f ¢ una funzione lineare. C°([a,b]), Uinsieme delle funzioni continue
su [a, b], & un sottospazio. Che dimensione hanno questi due spazi vettoriali?
Chi ¢ il nucleo della funzione f[a b € che intersezione ha il nucleo di f[a p con

Uinsieme delle funzioni C°([a,b]) tale che, per ogni x in [a, b], f(x) > 0%

Teorema 71. Sia f € R([a, b]) e, per ogni € [a, b], sia f(x) > 0.
Allora

f=o.
[a.b]

Dimostrazione. Basta osservare che, essendo, per ogni intervallo I C [a, , b],
infrf >0, si ha che, per ogni suddivisione A, vale s(f, A) > 0. Quindi

f=sups(f,A) >0.
[a.b] D

Corollario 14. Siano f, g € R([a, b]) e, per ogni € [a, b], sia f(x) > g(x).

Allora
/ [= / g
[a,b] [a,b]
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Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente a f — g. O

Teorema 72. Sia f € R([a, b]).

Allora |f] € R([a, ]) e
fl < -
ey

Dimostrazione. Sia I un intervallo di [a, b]. Osserviamo che se inf; f > 0,
allora

sup|f| =supf e inf|f| =inff,
I I I I

quindi
sup |f| — inf |f| = sup f — inf f.
I I I 1

Se invece sup; f < 0, allora
sup|f| =—inf f e inf|f] = —supf,
I 1 I I

quindi, di nuovo,
sup |f| — inf |f] = sup f — inf f.
I I I I

Infine, se inf; f <0 esup; f >0, si ha
sup | f| = max{sup f, —inf f} e inf|f] >0,
I I

da cui
sup |f| — inf |f] < sup f —inf f.
I I I I
Se ne deduce che, per ogni suddivisione A vale

e quindi | f| € R([a, b]).
Dal fatto che —|f| < f < |f|, usando il corollario precedente, si ottiene che

—Aﬂﬂ§AJ§AJﬂ

34.2 Primitive

Definizione 64. Sia f : [a, b] = R una funzione. f si dice primitivabile se
esiste una funzione G : [a, b] — R derivabile tale che, per ogni x € [a, b] si abbia
G'(z) = f(x). La funzione G si dice primitiva di f. Per un motivo che vedremo
tra poco linsieme delle primitive di f si dice integrale indefinito di f e si

indica con
/f(m)dx
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Teorema 73. [ : [a, b] — R una funzione primitivabile e sia G : [a, b] - R
una sua primitiva. Sia H : [a, b] = R una funzione.

H ¢ primitiva di f se e solo se esiste ¢ € R tale che, per ogni x € [a, b] si
ha H(x) = G(x) + c.

Scriveremo
/f(x)dx =G(x) +ec
Dimostrazione. Se H e G sono primitive di f allora, per ogni « in [a, b] si
ha H'(z) = f(z) = G'(z). Quindi, z in [a, b], (H — G)'(z) = 0 quindi H - G

é una funzione costante. Viceversa, se H — G é una funzione costante, allora
(H — G)'(xz) =0 per ogni x e quindi H' =G’ = f. 0

34.3 1l teorema fondamentale del calcolo integrale

Teorema 74. Sia f € R([a, b]). Sia c € ]a, b[.
Allora f\[a,c] € R([av CD7 f|[c,b] € R([Ca b]) €

b c b
/ f(:L‘) d.’[?:/ f”a’c](x) dl‘—l—/ f\[c,b](m> dx.

Dimostrazione (cenno). Basta osservare che da una suddivisione di [a, b],
chiamiamola A, eventualmente aggiungendo alla suddivisione il punto ¢, si
ottiene una suddivisione di [a, ], A" e una suddivisione di [¢, b], A”. Si avra

5(f,A) = s(flja,s A) +s(fiep, A”) e S(f,A) = S(fija,es A) +S(fiie,p), A”)-

Si ricava che

S(f|[a,c]vA/) - s(fl[a,c]vA/) < S(va) - S(va)

S(f|[c,b]7A/l) - 5(f|[c,b]7A”) < S(faA) - S(faA)

Da queste disuguaglianze, sapendo che f € R([a, b]), si ricava subito che fi[, o €
R(la, c]) e fie) € R([c, b]). Ragionando in modo simile si ottiene anche
I'uguaglianza

b c b
/ f(.%‘) dx :/ f”a’c](a?) d.%‘—l—/ f\[c,b](x) dx.

O

Definizione 65. Sia f € R([a, b]). Siano x1, x3 € [a, b]. Se x1 > x2, si pone

/ flayde =~ [ f(z)dz,

/I f(z)dz = 0.

Se x1 = x2, si pone
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Si noti che, con questa notazione, qualunque sia posizione di x1, 223 € [a, b],

si ha s s o
/xl f(:c)dx:/xl f(:c)dx—i—/xz (@) de

/3:3 f(m)d;lc—/;2 flx)de = /GC3 f(x)dzx

Definizione 66. Sia f € R([a, b]). Sia x € [a, b]. La funzione

Filo b >R, /f

si dice funzione integrale (o anche integral-funzione) di f

Osservazione 62. Sia f € R([a, b]). La sua funzione integrale & la funzione
che ad ogni x di [a, b] fa corrispondere l'area della parte di piano racchiusa dal
grafico della funzione e l’asse delle x che corrisponde al segmento [a, x].

F(z)

a x b

Teorema 75. Sia f € R([a, b]). Sia F : [a, b] = R la sua funzione integrale.
Allora esite M > 0 tale che, per ogni x1, x2 € [a, b], si ha

|F(x2) = F(x1)| < Mlza — a4,
cioe I ¢ lipschitziana, e, quindi, continua.

Dimostrazione. Sappiamo che f & limitata. Quindi esiste M > 0 tale che,
per ogni x € [a, b],
—M < f(x) < M.

Di conseguenza, per ogni x1, Z2 € [a, b], con 21 < 3 si ha

/ de</ flx dz</ M dzx.
Da cui

Fas) = Fa)| = | [ s@ao— [ g@yasl =1 [ fe)da] < M(a— 1),

O

Teorema 76 (della media integrale). Sia f € R([a, b]). Siano x1, x2 € [a, b],
con 1 < Ta.
Allora

inf z) <
ze[ml,zg]f( ) T X — I

/mf(ac)dxg sup  f(x).

z€[wy, 2]
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In particolare, se f é continua, si ha che esiste £ € [x1, x2] tale che

o= —— [ " () dr.

T2 — I T

Dimostrazione. Basta osservare che, se z € [z1, 23], allora

it f@) < f)< sup [(a).

z€[w1, 2] z€[x1, T2]

Integrando su [z1, x2] e dividendo per xo — 1 si ottiene quanto voluto.

Se f & continua, si applica il teorema dei valori intermedi, osservando che
f € definita su un intervallo e il numero reale z;xl f;f f(x)dz & un valore
intermedio tra due valori assunti dalla funzione, in particolare

inf f(x)= min f(z)= f(@min)

z€[x1, x2] z€[w1, 2]

sup  f(z) = max f(z) = f(Tmax)-
z€[z1, T2] z€[z1, 22]

O

Teorema 77 (teorema fondamentale del calcolo integrale). Sia f : [a, b] = R,
integrabile secondo Riemann. Sia

F:a, b] = R, F(x):/mf(t)dt,

la sua funzione integrale. Sia T € [a,b]. Sia f continua in T.
Allora F ¢ derivabile in T e si ha F'(Z) = f(Z).

Dimostrazione. Sappiamo che

Ve>0, 36>0: VE€a,b], |£E—T<d = |f&)—f(T)<e.
Consideriamo, per = € [a, b] \ {Z}, la quantita |RL (z) — f(z)|, dove RL ¢ la
funzione rapporto incrementale della funzione integrale F' relativamente al punto

T . Siha

RE(z) — f(2)] = |2 =20 )

. | [D1£(8) — f(@)] d€]

|z — 2]
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Se |z — Z| < 4, allora |§ — Z| < § per ogni £ € |z, z[ (nel caso T < x, oppure per
ogni & € |z, Z[ nel caso < %) e quindi |f(§) — f(Z)| < e. Si deduce

Fla)lde] _|J7 e de)

\x—x| |z — Z|

RE () — ()] < S /)

Riassumendo
Ve>0, 36>0: Veclabd, 0<|lz—Z/<d = |RE(x)-RE(x)| <e,

cioé

lim RE (x) = f(2).

T—=T

O

Corollario 15. Sia f : [a, b] = R una funzione continua. Allora f & primiti-
vabile e la funzione integrale di f é una primitiva di f.

Dimostrazione. E una conseguenza immediata del teorema precedente. Dia-
mo una breve dimostrazione alternativa. Si ha

_ flt)dt
RE(x) = T 2T / ;

dove 'ultima uguaglianza é conseguenza del teorema della media e &, é un punto
che sta nell’intervallo di estremi x e Z. Di conseguenza, se x tende a & anche &,
tende a T, quindi

f (&)

lim RE (z) = lim f(&,) = f(z).

T—T Tr—x

O

Corollario 16 (teorema di Torricelli). Sia f : [a, b] — R una funzione continua.
Sia G una primitiva di f. Allora

b
/ f(z)dx = G(b) — G(a).

Dimostrazione. Sappiamo che la funzione integrale di f, F f ft)
é una primitiva di f. Quindi la differenza tra F' e G é una costante D1
conseguenza

b
/ f(z)dx = F(b) = F(b) — F(a) = (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = G(b) — G(a).

O

Osservazione 63. Il teorema di Torricelli (ovvero il teorema fondamentale del
calcolo integrale) ha una importante consequenza: per calcolare lintegrale di una
funzione continua non & necessario passare attraverso il calcolo di somme infe-
riori e superiori, basta invece riuscire a calcolare una primitiva della funzione in
questione. Il valore dell’integrale sara la differenza dei valori di una primitiva
valutata negli estremi dell’intervallo.
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35

35.1 Calcolo di primitive

Leggendo alla rovescia la tabella delle derivate, si hanno le primitive delle fun-
zioni elementari. Va fatta attenzione al dominio, che deve essere un intervallo.
Ad esempio

funzione una primitiva
0 1
1 T
" L Tt
n+1
1
" z>0(n#1 g
(n#1) | — 3
1
" r<0(n#1 gt
(n#1) | =7
7 x>0 log x
zl 2 <0 log(—x)
funzione una primitiva
sin x —CcosT
cos T sinx
1+ tan?z, —5<z<73 tan z
e’ e’

L l<z<l1 i
—_— - x arcsin x
V1—2?

1
arctan x
1+ 2?2

35.2 Integrazione per parti e per sostituzione

Per questi argomenti si veda il Capitolo 9, Paragrafi 6 e 7 di [1].

Osservazione 64 (integrazione per parti). siano f, g due funzioni di classe C*
sull’intervallo I.
Sappiamo che

(f9)'(z) = f'(x)g(z) + f(x)g (x),
quindi f(x)g(x) & una primitiva di f'(x)g(z)+ f(z)g'(x). Applicando il teorema
di Torricelli, dato un qualungue intervallo [a, b] contenuto in I, si ha

b
/ (f'(@)g(x) + f(x)g'(x)) dz = f(b)g(b) - f(a)g(a),

da cusi
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b b
/ f'(@)g(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(2)g (x) dz.

A livello di integrali indefiniti si ha

[ F@gta)ds = s@ig(e) - [ fo)g (@) da.

Osservazione 65 (integrazione per sostituzione). Sia f : I — R una funzione
continua, sia a € I e sia F la sua funzione integrale, F(x) = f; f®)dt. Sia
¢ : J — I una funzione di classe C*. Allora

(F o) (t)=F'(¢(t)¢'(t) = f(&()) (1)

Applicando il teorema di Torricelli, dato un qualunque intervallo [a, 5] conte-
nuto in J, si ha

B8
/’ﬂwwwwwh:Fww»wam»

da cui, ricordando che F ¢ la funzione integrale di f si ottiene

B #(8)
/fwwwwﬁzj’ F(a) de.

#(c)

Ora, se ¢ ¢ invertibile e si ha ¢(B) = b, ¢(a) = a, si deduce che

b $71(b)
[ rwdr= [ pemsn
a ¢~ (a)

A livello di integrali indefiniti si ha

/f(m) dx = /f(¢(t))¢’(t) dt, dove si dovra porre t= (;5_1(30).
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