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Esercizio 2
i) Proviamo che |z%| = 2% per ogni 2 € R. Essendo

prodotto di numeri positivi per ogni x € R

zt >0
per ogni x € R, ovvero 2* = |z#| per ogni x € R.
ii) La proposizione

~(Vz,y €R Jz+y| = |z| + Jyl)

¢ equivalente a
Jz,y €R, |z +y| # 2|+ |y

Basta quindi scegliere x = 1 e y = —1 e tale proposizione & verificata.

iii) Dimostriamo che se 1 < o < x3 allora |z3| < max{zs,—x1}. Distin-
guiamo due casi:

a) xo > 0, dallipotesi zo < x3, dunque se —z; < x3 il massimo ¢ z3 e la
disuguaglianza e verificata; in caso contrario se il massimo ¢ —x; si ha

T2 <23< -1

dunque la proposizione & vera se xo > 0.
b) Se invece z2 < 0 dall’ipotesi

—xr3 < =29 < —21

da cui con considerazioni analoghe a quelle del punto precedente, si ha la tesi.

Esercizio 3
i) Consideriamo I'equazione
|z — 1] =2

Per z > 1 assume la forma
r—1=2



da cui la soluzione x = 3 mentre per x < 1 assume invece la forma
—r+1=2

che ha soluzione x = —1.
ii) Consideriamo ’equazione

41 = |z 2|

Affinche sia soddisfatta, i due argomenti della funzione valore assoluto ai due
membri devono essere uguali oppure uno 'opposto dell’altro. Quindi le soluzioni
sono per

r+l=x-2

che non ammette soluzioni, oppure per
r—1=—-x+2

che ha soluzione =z = %
iii) Consideriamo l'equazione

22 +5|—z+5=2

distinguiamo due casi

a) Se 2z + 5 > 0 ovvero
5
>_Z
e

assume la forma
204+5—x+5=2

che non ammette soluzione per x > —%.
b) Se z < f% invece, ’equazione assume la forma
—2r—5—-—x+5=2

che non ammette soluzioni z < — %; concludiamo cosi che ’equazione di partenza
non ammette soluzioni.

v) Risolviamo I'equazione
|z + 224+ 1| =1

Osserviamo che le soluzioni di

22 4+2r+1=0

sono
—2+4-4
Ty =—"7"—=-1
2
Quindi ’equazione ammette un’unica soluzione con molteplicita due. Essa rap-
presenta una parabola tangente all’asse x nel punto x = —1, e tale parabola &

contenuta nel semipiano y > 0. Abbiamo quindi che

224+2x+1>0



per ogni x € R, ovvero ’equazione di partenza non ¢ altro che ’equazione

2+2+1=1

ovVero
z(x+2)=0
che ha soluzioni
I = 0 Ty = -2
Esercizio 4
i) Risolviamo ’equazione
zlz| >4+ 1

a) Per z > 0 I’equazione assume la forma
2
- —4r—-1>0
il cui insieme di soluzioni (eliminate quelle per < 0 ) & I'insieme

I : {a:22—|—\/5}

b) Per z < 0 I'equazione assume invece la forma
22 4+4r+1<0
che ha come soluzioni l'insieme
Li: {-2-V3<az<-2+V3}

Concludiamo cosi che I'insieme delle soluzioni dell’equazione di partenza e 'in-
sieme I U I5.

Esercizio 5
a)Vogliamo dimostrare che
22 4 g2
2
Osserviamo che sviluppando il quadrato

> |zyl

2
(Jz] = [y])” = |=[* = 2|zy| + |y|?

ma,
2
(l| = lyl)” =0
da cui si ricava che
|z]* = 2Jzy| + [y* > 0
ovvero ) )
|z + |y

>
5 > |zyl



da culi la tesi.

b) Consideriamo la disuguaglianza dimostrata nel punto precedente

x2—|—y2
2

> |zy|

Ponendo per ogni € R, x = ez’ con £ > 0 otteniamo

2
52.13/ + y2

> ela'yl

da cui dividendo per € entrambi i membri, si ha la tesi.
¢) Per la disuguaglianza triangolare ed essendo la radice quadrata una funzione

crescente
Ve +yl < Vlz| + |yl

Ora, osserviamo che

(V= + VIyD? = lol + 2V ]yl + ly| > || + [y > 0

da cui essendo tutti positivi

Vel +Vyl > Vlzl + |yl

Componendo quindi le due disuguaglianze si giunge alla tesi.



