Esercizi n.11

key words: Derivata di f in x, funzione derivabile in xy. Derivabilita e
continuita. Punti stazionari. Punti di minimo e massimo locale. Teorema di
Fermat. Teoremi di Rolle, Cauchy, Lagrange. Crescenza e derivate. Regola di
de 'Hopital.

1) Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

21
x2 1 sinz, sinz?, sin(tanz), %%, eve,
x
r _ ,—x
arcsin(v/z2 + 1), log(arctanz), (x4 1)*!, %.
et +e

2) Si dica per quali valori di «, 8 € R la funzione f & continua e per quali &
derivabile, se

f= z®sinz®  per z > 0,
0 per x = 0.

3) Data la funzione f, si scriva I’equazione della retta tangente al grafico di f
nel punto zy a fianco riportato:

f(IE) = zﬁa zo =1

fl@)=¢€e"4+2, x¢=0;

. 1

f(z) = arcsinz, xo= 7

4) Si consideri una semicirconferenza di raggio R e si considerino i rettangoli
aventi un lato contenuto nel diametro e che siano inscritti nella semicircon-
ferenza. Si trovino il rettangolo di diametro massimo e quello di area massima.

5) Tra i cilindri inscritti in una sfera di raggio R si trovi quello di volume
massimo.

I sequenti 3 esercizi sono la versione dei teoremi di Rolle, Cauchy e de
U’Hépital nel caso dell’intervallo [a,+o00].

6) Si provi che data f : [a, +oo[— R, continua su [a, +00[, derivabile su Ja, +00[

e tale che lim, 1o f(2) = f(a), esiste £ € ]a, +00[ tale che f/(§) = 0.

7) Siano f, g : |a,+oo[— R, derivabili su ]a,+oo[. Supponiamo che per ogni
x € la,+oo, ¢'(z) # 0 e che limy_, 1o f(z) = L1 e limy 400 g(x) = La, con
Ly, Ly € R. Si dimostri che esiste £ € |a, +00[ tale che

£1O L f@
g€  Ly—gla)




8) Siano f, g : Ja,+oo[— R, derivabili su Ja, +oo[. Supponiamo che per ogni
x € |a,+0], ¢'(x) # 0 e che lim, o0 f(2) = lim,— 100 g(x) = 0. Si dimostri
che se lim,_, % esiste e vale L € R allora anche limg s 400 % esiste e vale

L.

I sequenti esercizi sono tutti tratti dai compiti d’esame a partire dall’anno
accademico 2014/15.

9) Si calcolino i seguenti limiti

. sin(e* —1) —sinz . 1. = . tanh z2
lim ( ) , lim (1— =)vV* T lim —mM——;
=0 3x? z—+oo x z—0 cos(e® — 1) — 1
r 7w — 2arctan z* I T — 2arcsinx I T — arccos x
im —M—— im ———— im ——M
z-o00 coszr=2—1 a—1- siny/1—z a1+ logx
.2 .
. sinh z2 — z2 oo (ef=1—x— %)4 5 x(sinz + 3)3
im ————— im . im ——————:
=0 coszd —1 7 -0 (tanh 24)3 ’ eotoo  \2r—1
et —x o 2eml 1 — 22 . sin(e® —1—x)
lim ————, im ———, im —— 2
z—+00 sin x + 2 =1 (sin®(z — 1) -0 cos(e® — 1) — 1

10) Sia f : R — R derivabile. Supponiamo che
lim f(z) =0, lim (f(z) —2x) =0.

xrT—r—00 r—r+00
Si dimostri che esiste £ € R tale che f'(§) = 1.
11) Sia f : R — R derivabile. Supponiamo che

lim f'(z) = lim f’(x)zl.

T——00 T—400 2
Si dimostri che f(R) =R.
12) Sia f:]0,1] — R derivabile. Supponiamo che
li — i - —.
A )= lip () = e

Si dimostri che esiste £ € |0, 1] tale che f/(£) = 0. Piu in generale si dimostri
che la funzione derivata f’:]0,1[ — R & suriettiva.

13) Sia f :]0,4+o00[ — R derivabile. Supponiamo che
lim f(x) =400, lim f(z)=-2.

r—0t r—+00
Si dimostri che esiste £ € ]0, +oo] tale che f/(§) = —1.
14) Sia f : ]a,b] — R derivabile. Supponiamo che

m1—1>r£l+ f(l') - wlig)l_ f(m) =0

Si dimostri che esiste £ € ]a, b[ tale che f/(£) = 0.



