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2.0.- RICHIAMI TEORICI

Forza di pressione

Per definizione la forza infinitesima di pressione d F agente su un volume infinitesimo dV, o di corpo im-
merso in un fluido o di fluido stesso, € data da

dF=grad(p)dV . 2.1
Forza peso

Per definizione la forza peso d G agente su un volume infinitesimo dV, o di corpo immerso in un fluido o di
fluido stesso, € data da

dG=pgdv (2.2)

dove p ¢ la massa volumica in [kg/m3] e g ¢& il vettore locale della gravita

~ 0
g=40¢. (2.3)
-8
Equilibrio fra forza di pressione e forza peso
L'equilibrio di una massa di fluido all'interno del fluido stesso, facendo uso delle relazioni (2.1) e (2.2), & da-
to da

dF=dG - grad(p)=p ¢ ; (2.4)
le componenti della (2.4), in base alla (2.3), sono

dp _

el 25.a
x ( )
P_y (2.5.b)
dy
dp_ dp
it S P 25.¢
% ah pg ( )

dove la coordinata h (profondita) ¢ diretta verso il basso in senso contrario alla z (altezza).

Equilibrio di un fluido incompressibile

Per definizione in un fluido incompressibile la massa volumica rimane costante; si verifica cioe

P, =p; =p=cost (2.6)

dove p, e p, sono rispettivamente la massa volumica generica e quella di riferimento; integrando la (2.5.¢) e uti-
lizzando la (2.6), si ha

P2 Zy h,
i dp=—L pgdz=_[h pgdh > p,-p=-pglz,-z)=pg(h,-h)) (2.7)

dove p, e p, sono la pressione generica all'altezza z, o alla profondita h, e quella di riferimento all'altezza z, o
alla profondita h,. L'equazione (2.7) ¢ stata trovata da Stevin.

Equilibrio di un fluido compressibile

g o

=xdp =—kxpgdz=xpgdh
d_p= _dp - d—p=__pgdz_pgdh
P TE P E E

e, integrando la relazione precedente, si ottiene dopo alcuni passaggi il valore della massa volumica in funzione
della altezza z o della profondita h
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_ P _ Pi
I+x P1g(22_z1) 1-x Plg(hz_h1) )
= m m . .8
p2 pl Em _ pl Em ( )

_Em +Plg(Zz_Z1)_Em—P1g(h2—h1)

Sostituendo la (2.7) nella relazione della compressibilita (1.23) si ha infine il valore della pressione in funzione
della altezza o della profondita

1 [ 1 1 1 1
=p,+—In|—=|=p; +—1In =p,+—1In
Km P1 Km l-’-Kmplg(ZZ_Zl) Km 1_Kmplg(h2_h1) (2.9)
E E.

P> m
=p +Emln(—j=p +Emln{ }=p +E,, ln{
: Pi : E,+p g(z,-2) : E,, —p,g(h, —hy)

P2 =

Manometro differenziale
La differenza di pressione Ap letta da un manometro differenziale ¢ data da

Ap=p,-p;=(py —p)gAz (2.10)

dove py e p sono le masse volumiche del fluido manometrico e del fluido attivo e dove Az ¢ la differenza di li-
vello nei due rami del manometro.

Corpi immersi
Integrando la (2.1) su un corpo di volume V si ha

F= IdF:J —grad(p)dV
v v
che, trasformata mediante la (2.4) in forza peso del fluido spostato dal corpo, diventa
F=| —gradp)av=] —pgdv=—pgV ;
v \%

poiché ¢ valida la (2.3), si hanno le componenti

E =0 (2.11.a)
F, =0 (2.11.b)
E =pgV (2.11.c)

la componente (2.11.c) in z, diretta verso 1'alto, & nota come spinta di Archimede.

Spinta idrostatica
La spinta idrostatica F;, agente su una superficie piana S immersa in un fluido, ¢ perpendicolare alla superfi-

cie ed il suo valore, indipendente dall'inclinazione della superficie, ¢ dato da
E=pghg;S=pgS (2.12)

dove S ¢ l'area della superficie, hg ¢ la distanza del baricentro G della superficie rispetto al pelo libero del fluido
e pg ¢ il valore della pressione all'altezza del baricentro.
La retta d'azione della spinta idrostatica F;, ricordando che il momento di una forza risultante rispetto ad un

asse generico ¢ uguale al momento della corrispondente forza distribuita rispetto allo stesso asse, si trova con la
relazione

nFFi:LndE 2.13)

dove ng ¢ la distanza della spinta dall'asse considerato ed n ¢ la distanza della forza distribuita infinitesima dallo
Stesso asse.

Centro di spinta

Si prenda un sistema di coordinate cartesiane ortogonali piane (x—y) in modo che l'asse y coincida con l'in-
tersezione del piano contenente la superficie S e il piano dei carichi piezometrici (superficie libera) e che 1'asse x
sia la retta, passante per il baricentro G della superficie, di massima pendenza del piano contenente la superficie.
Le coordinate x¢ e yc del centro di spinta C, inteso come punto di applicazione della spinta idrostatica, sono da-

te da
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J J J
Xo=—P-=xg +—& : Yo=—2 (2.14)

Xg S Xg S Xg S

dove Jy, € il momento d'inerzia di area della superficie S rispetto all'asse y, J, € il momento d'inerzia centrifugo
dell'area S rispetto agli assi x €'y, Jo, € il momento d'inerzia di area della superficie S rispetto all'asse g passante
per il baricentro G e parallelo all'asse y, X ¢ la coordinata del baricentro G e S ¢ l'area della superficie; la di-
stanza fra le coordinate del centro di spinta X e del baricentro Xg, con la sostituzione della (2.12), diventa allora

Jgg _Jggpgsin(x_.]ﬁpgsin(x
XgS E S  pg

XC _XG - (2.15)

dove o ¢ I'angolo di massima pendenza del piano contenente la superficie.
In termini di profondita h, la prima relazione delle (2.14) e la relazione (2.15) diventano rispettivamente

J,, sinal J,, sinal
he =2 —=hg + = (2.16)
G G
T, sin’a T p gsin’a Je p gsin’ol
hg S F S b

he —hg = 2.17)

Spinta idrostatica su superfici curve
Si consideri prima il caso di un liquido situato sopra una superficie curva immersa; il peso del fluido deve
essere sopportato dalla superficie stessa e di conseguenza, per 1'equilibrio verticale, la componente verticale F;,

deve:
a) essere uguale al peso del fluido;
b) essere diretta verso il basso;
c) passare attraverso il baricentro del fluido reale effettivamente presente.

Si consideri poi il caso di un liquido situato sotto una superficie curva immersa; se la superficie viene tolta e
se lo spazio soprastante ¢ riempito di liquido, per I'equilibrio verticale, la componente verticale F, deve:

a) essere uguale al peso del fluido soprastante inserito;
b) essere diretta verso 1'alto;
c) passare attraverso il baricentro del fluido immaginario non effettivamente presente.

Riassumendo, si verifica che la forza verticale su una superficie curva immersa in un fluido ¢ uguale al peso
del fluido che "sta" oppure "potrebbe stare" verticalmente su di essa.
La componente orizzontale F;, della spinta idrostatica F; (2.12) ¢ invece uguale al prodotto della proiezione

S, della superficie curva S sul piano verticale per la pressione pg all'altezza del baricentro G della proiezione S,
E, =F sinat=pg Ssinat=pg S, (2.18)

1

dove a ¢ 'angolo fra la superficie S e il piano orizzontale dei carichi piezometrici.
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2.1.- EQUILIBRIO DI UN FLUIDO INCOMPRESSIBILE

Esercizio 2.1.1
Convertire i seguenti carichi: a) Az = 15 mCA (metri di colonna di acqua) in metri di colonna di olio blu; b)

Az = 600 mmHg (millimetri di mercurio) in metri di colonna di olio rosso; ¢) Az = 8§ mCA in cmHg.

Poiché i carichi devono determinare la stessa differenza di pressione, dalla legge di Stevin (2.7) si ha

p
Ap=—pp gAz, =—pp gAzg - Azg="2Az, .

B
a) Dalla tab. T.1, in cui vengono letti i valori delle masse volumiche p, = 1000 kg/m? e py = 797 kg/m?,
si ha
1000

Az =PA A7, =2 x15=18.82m ;
Py 797

b) dalla tab. T.1, in cui vengono letti i valori delle masse volumiche p, = 13595 kg/m® e pp = 827

kg/m?, si ha
Az :p_AAZA :@><6()()><10'3 =9.86m ;
P 827
c)
Az :p_AAZA :wx8:0.588m:58.8cm .
Pg 13595

Esercizio 2.1.2
Se all'altezza di riferimento, z, o alla profondita di riferimento h,, vige la pressione p, = 1 bar, calcolare la

pressione p, esistente ad una differenza di altezza di Az = — 10 m o ad una differenza di profondita Ah = 10 m in
vari fluidi (aria in condizioni normali a T = 0 °C, acqua, mercurio).
e

h»

Z)

Dalla legge di Stevin (2.7) e dalla tab. T.1, in cui vengono letti i valori delle masse volumiche p, si ha

Az=-10m $Ah=10m

P, =p;—pgAz=p +pgAh=
=100000 — 1.294 x9.80665x (—10)=100000 + 127= 100127 Pa perl'aria
=100000 — 1000.000 x9.80665x (—10)=100000+ 98067 = 198067 Pa perI'acqua
= 100000 — 13595.000 x9.80665x (—10)=100000+ 1333214 = 1433214 Pa per il mercurio.

Dai risultati ottenuti si puo notare che per I'aria il termine p.g.Az ¢ piccolo in confronto a p, tanto da poter
considerare la pressione costante in ogni punto del campo interessato (e quindi il fluido come incompressibile),
mentre per I'acqua esso ¢ dello stesso ordine di grandezza e per il mercurio addirittura di un ordine di grandezza
superiore.

Esercizio 2.1.3
Il piezometro, o tubo di pressione, ¢ un tubo verticale aperto nell'estremita superiore e inserito in una tuba-

zione o in un contenitore. L'altezza Az = 20 c¢cm della colonna di liquido con massa volumica p = 990 kg/m? &
dovuta alla pressione che il fluido possiede nel punto A. Calcolare la pressione pu.
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Az

Ap=pa —Pg =Pa — Pam =P EAz=990%9.80665x0.20=1942 Pa .

Dalla legge di Stevin (2.7) si ha

Poiché la parte superiore del tubo ¢ aperta all'atmosfera, la pressione misurata ¢ la pressione relativa (a quella
atmosferica); per avere quella assoluta, si deve sommare il valore della pressione atmosferica p,,,, = 101325 Pa

Pa =Ap+Pym =1942+101325=103200 Pa =1.03 bar .

Se il fluido & in movimento nella tubazione o nel contenitore, 1'estremita inferiore del piezometro deve essere
immersa fino all'altezza del punto A perché altrimenti la lettura sarebbe alterata dalla velocita del fluido.

Esercizio 2.1.4
Calcolare la differenza di pressione Ap necessaria per aspirare la glicerina lungo un tubo di diametro d =
12.5 mm fino ad una altezza Az = 22 cm. Si trascurano gli effetti delle resistenze passive.

—H©)

~ |

Az
< Y

ZT (1)

Indipendentemente dal diametro del tubo, a meno che non subentrino altri fenomeni come la tensione super-
ficiale, dalla legge di Stevin (2.7) e dalla tab. T.1, in cui viene letto il valore della massa volumica p, si ha

Ap=p, —p, =—pgAz=—1260%9.80665x22x10% =—2720Pa .

Esercizio 2.1.5

Il cilindro, di diametro D = 1.5 m, e la tubazione riportati in figura contengono olio di massa volumica p =
900 kg/m?. Il manometro si trova Az = 1.8 m sopra lo stantuffo e la lettura del manometro & p, = 2.2 bar. Calco-
lare il peso totale G dello stantuffo e dell'eventuale carico su di esso applicato.

D (2) A p2
2 Az
L — Y

Dalla legge di Stevin (2.7), sulla linea di riferimento all'altezza dello stantuffo, si ha

PI=p,+tpgAz=22 x10° +900%9.80665x1.8 = 235900 Pa = 2.36 bar
e dalla definizione di pressione (1.9) si ha

nD? nx1.5%

=235900x% =417000 N=417kN .

G=p;S=p,

Esercizio 2.1.6
I cilindri, rispettivamente di diametro D =40 cm e d = 4 cm, e la tubazione contengono olio di massa volu-
mica p = 0.75 kg/dm?. La differenza di altezza fra i due cilindri &€ Az = 5 m. Calcolare la forza F da applicare al-
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D

A

lo stantuffo S necessaria a tenere in equilibrio il peso G = 50000 N.
(2)

ZL // A(Zl)

Per tenere in equilibrio il peso G, sulla linea di riferimento (1) deve gravare una pressione pari al rapporto
fra il peso G e l'area S della sua sezione

\

p=3 = G2= 20000 —=397900 Pa
So wD®  rx(s0x107?)
4 4

e quindi sulla linea di riferimento (2), in base alla legge di Stevin (2.7), deve gravare una pressione
P> =p; — P g Az=397900 — 0.750x10* x9.80665x 5=361100 Pa =3.61 bar .

Dalla definizione di pressione (1.9) si ha che la forza F da applicare allo stantuffo di diametro d

nd? nx(4x102f

=361100x =454 N

F=p,Ss=p,

¢ molto pit piccola del peso G (454 << 50000) applicato al cilindro di diametro D. Su questo principio si basano
molte macchine idrauliche, come per esempio le presse.

Esercizio 2.1.7

Un serbatoio cilindrico capovolto ¢ abbassato lentamente al di sotto della superficie di uno specchio d'acqua.
L'aria intrappolata nel serbatoio & compressa isotermicamente per 1'aumento della pressione idrostatica. Calcola-
re la relazione che lega l'altezza z dell'acqua nel serbatoio alla sua immersione Z, = 1.5 m e alla altezza del ser-

batoio Z, = 4 m.

Vs A p
Av4
S )
Y VvV °

Nel caso di compressione isoterma la pressione & inversamente proporzionale al volume (p V = cost) e di
conseguenza, data la costanza della sezione, anche all'altezza dell'aria nel serbatoio

0 0

ZZ
ZZ_Z

p.Z,=p(Z,-2) -  p=p,

dove p, e p sono le pressioni esistenti all'interno del serbatoio prima della compressione (atmosferica) e dopo la

compressione. L'uguaglianza delle pressioni in corrispondenza della linea isobara O — 0 all'interno e all'esterno
del serbatoio, con la sostituzione della legge fra pressione e altezza trovata prima e con la legge di Stevin (2.7),
porta all'equazione seguente

P, +tPgZ =p+pgz - p—a+21=p—a—Zz tz > p-**(l——zz J:Z—zl
Pg pgZy-z pe\ Zy-z
Pa Z Pa 2
— =7,-z - ZZ(ZI—Z)(ZZ—Z)ZZIZZ—ZZI—ZZZ+Z -
pgZy-z pg

N ZZ—Z(ZI+ZZ+p—aj+2122:O.
pg
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La soluzione dell'equazione di secondo grado nell'altezza z dell'aria nel serbatoio deve prevedere un valore infe-
riore all'altezza Z, del serbatoio e quindi deve essere presa in considerazione quella con il segno negativo

davanti al discriminante. Con i dati del problema si ha

2
2 pe pe

=l 1.5+4+—101325 - 1.5+4+—101325
2 1000x9.80665 1000%9.80665

2
j —-4x1.5x4 |=0.389m .
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2.2.- EQUILIBRIO DI UN FLUIDO COMPRESSIBILE

Esercizio 2.2.1
Al livello del mare (h; = 0 m) l'acqua ha la massa volumica p, = 1025 kg/m?, la pressione p, = 101325 Pa e

la temperatura ¢ T = 20 °C. Assumendo costante il modulo di elasticita volumetrico E e la temperatura T, calco-
lare alla profondita h, = 5000 m: a) la massa volumica p,; b) la pressione p, considerando il fluido compressibi-

le; ¢) la pressione p, considerando il fluido incompressibile.

a) Dalla legge di variazione della massa volumica (2.8) per un fluido compressibile e dalla tab. T.6, in
cui viene letto il valore del modulo di elasticita volumetrico E dell'acqua di mare, si ha

9
Py =py— - =1025x 24210 104758
E—p, gh, 2.42x10° ~1025%9.80665x 5000 m

b) Dalla legge di variazione della pressione (2.9) per un fluido compressibile invece si ha

P2=p +Eln(p—2J=101325+2.42x109 1{%):1.@1%105 +513.9x10° =515x10° Pa .

Py

Se si fosse considerato il modulo di elasticita volumetrico E variabile con la pressione, si sarebbero dovuti
ripetere in modo iterativo i calcoli delle due equazioni precedenti aggiornando ogni volta E in base ai valori del-
la tab. T.6.

c) Le due relazioni usate valgono ovviamente solo per un fluido considerato come compressibile, mentre
per un fluido considerato come incompressibile vale la legge di Stevin (2.7) che, nelle condizioni considerate,
da una pressione pari a

P, =p; +pgh, =101325+1025%9.80665x 5000 =1.013x10° + 502.6x10°> =504 x10° Pa .

Lo scostamento percentuale vale quindi

p,—p, 515-504
P, 504

=2.18% .

Esercizio 2.2.2

Batiscafi per ricerche oceanografiche sono scesi a profondita tali sotto il livello del mare che la compressibi-
lita dell'acqua di mare pud essere significativa. Assumendo costante il modulo di elasticita volumetrico E, calco-
lare lo scostamento percentuale della massa volumica e della pressione alla profondita h = 10 km rispetto all'as-
sunzione del fluido come incompressibile.

Per un fluido considerato come compressibile dalle relazioni (2.8) e (2.9) si ha rispettivamente

9
Py =Py =1025% 24210 10692
E—p, gh, 2.42%10° —1025x9.80665x 10000 m’
P2 9 1069 5 5 5
pr=p; +EIn| == |=101325+2.42x10" XIn ﬁ =1.013%x10" +1017x10° =1018x10° Pa ,
P1

mentre per un fluido considerato come incompressibile dalle relazioni (2.6) e (2.7) si ha rispettivamente

p2=pi = 1025 X&
m3

P, =p; +p gh, =101325+1025%9.80665x10000 =1.013x10° +1005x10° =1006 10’ Pa .

Gli scostamenti percentuali valgono quindi

Py—ph _1069-1025  _, gy, p,—p’ _ 10181006

Py 1025 p's 1006

=1.19%

Esercizio 2.2.3
Un impianto per la produzione di energia progettato dalla OTEC (Ocean Thermal Energy Conversion) pre-
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leva acqua di mare fredda alla profondita h, = 1000 m sotto il livello del mare e alla temperatura T, = 5 °C. Cal-
colare I'aumento percentuale di massa volumica dell'acqua di mare alla profondita h, rispetto a quella di superfi-
cie (h; =0me T, =25 °C) che vale p, = 1025 kg/m?.

Il modulo di elasticita volumetrico medio dell'acqua di mare fra T, = 25 °C, tratto dalla tab. T.6

E,y +Ey  (2.42+2.49)x10°

=2.455x10° Pa ,
2 2

e T, =5 °C, tratto dalla tab. T.6

_Eg+E;, _(2.18+2.32)x10°

E. =2.250%10° Pa ,
2 2
vale
9
E, =05 +2E25 _(2455+ 22250)“0 =2.353x10° Pa .

Dalla legge di variazione della massa volumica (2.8) per un fluido compressibile si ha allora

Py E, 2.353x10’

0043

= =1.
P En—pighy 2.353x10° —1025%9.80665x1000

ed un incremento percentuale pari a

AP _P2=Pi_ P2y 0043-1=0.0043=043% .
P P P
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2.3.- MANOMETRO DIFFERENZIALE

Esercizio 2.3.1

Un manometro differenziale, riempito di mercurio, ¢ collegato ad una pompa idraulica, il ramo di sinistra
con la sua uscita e il ramo di destra con la sua entrata. Se le prese sono alla stessa altezza, calcolare 'aumento di
pressione Ap creato dalla pompa quando il dislivello fra le superfici libere del mercurio ¢ Az = 15 cm.

A ] B
Az z T
Y

Dalla legge del manometro differenziale (2.10) e dalla tab. T.1, in cui vengono lette le masse volumiche p, si
ha

C

Ap=p, —Pp = (pHg - szo)g Az=(13595-1000)x9.80665x15x 107> =18530 Pa = 0.185 bar

ammettendo che sopra i punti A e B vi sia solo il fluido attivo.
Se si fosse trascurata la massa volumica del fluido attivo (acqua) rispetto a quella del fluido manometrico
(mercurio) si sarebbe ottenuto

Ap=py, £ Az=13595%9.80665x15x10 =20000 Pa = 0.200 bar

con un errore pari a

_20000-18530

=0.079=79% ,
18530

che non puo essere considerato trascurabile.

Esercizio 2.3.2

Un manometro differenziale, riempito d'acqua, ¢ collegato ad un ventilatore d'aria, il ramo di sinistra con la
sua uscita e il ramo di destra con la sua entrata. Se le prese sono alla stessa altezza e se l'aria all'ingresso della
macchina e 1'acqua si trovano alla temperatura T = 20 °C, calcolare I'aumento di pressione Ap creato dal ventila-
tore quando il dislivello fra le due superfici libere dell'acqua ¢ Az = 15 cm.

A A B

Az V4 T
Y

Dalla legge del manometro differenziale (2.10) e dalla tab. T.2, in cui vengono lette le masse volumiche p, si
ha

C

Ap=pa ~ P = (Pacqua — Puia )2 A2 =(998.2-1.206)x9.80665x 15x 10> = 1467 Pa = 0.0147 bar

ammettendo che sopra i punti A e B vi sia solo il fluido attivo.

Per un calcolo esatto si sarebbe dovuto anche considerare che, per effetto della compressione, I'aria nella
presa sullo scarico ha una massa volumica superiore di quella nella presa sull'aspirazione; poiché pero l'incre-
mento di pressione ottenuto ¢ molto contenuto, questa correzione ¢ ampiamente trascurabile. Se si fosse trascu-
rata la massa volumica del fluido attivo (aria) rispetto a quella del fluido manometrico (acqua) si sarebbe ottenu-
to

AP =P yoqua & AZ=998.2x9.80665x15x 10> =1468 Pa = 0.0147 bar

con un errore parl a

14671468

=-0.001=-0.1% ,
1468
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che puo essere considerato trascurabile.

Esercizio 2.3.3.
Calcolare la differenza di pressione fra i punti di ingresso A e di uscita B (con p, > pg) della macchina M,

entro cui scorre un liquido attivo di massa volumica p,, sia mediante un manometro differenziale riempito di un
liquido manometrico di massa volumica p, maggiore di p, (fig. a), sia mediante due manometri a molla situati
ognuno alle altezze dei punti A (fig. c) e B (fig. d) oppure entrambi all'altezza del punto A o del punto B (fig. b).

3 ] Eve— A Bl |

M

A
IR !
a) v Az b)

zZ
|| ! BBl oy [P

M EC
/AZB
Mh
C
b Y

>
Q
Q

T D\ D
d)

Facendo riferimento alla linea isobara D — D della fig. a, la pressione nel ramo di sinistra del manometro dif-
ferenziale vale

Pp =Pa +(Pp —Pc)+ (Pc —Pa)
e mediante la legge di Stevin (2.7) diventa
Pp =Pa —Pa & (-42)=p, g[-(z5 —2c)] |
mentre la pressione nel ramo di destra vale
pp =P +(Pp —pc)+ (Pc —pa)+(pa —p5)
e mediante la legge di Stevin (2.7) diventa
Pp =Pp —Pm & (-42)—p, g[- (24 —2c)l-p, g (-4Z) .
Uguagliando la pressione nei due rami del manometro e semplificando i termini uguali, alla fine si ottiene
Ap=pn—Pp=(Pm—P)gAz+p, gAZ=Ap'+p, gAZ = Ap'=py-pp-p,2AZ;  (A)

la differenza di pressione Ap', letta dalla configurazione di fig. a e pari alla legge del manometro differenziale
(2.10), ¢ uguale alla differenza di pressione fra i punti A e B meno una quantita corrispondente alla differenza di
altezza di fluido attivo fra gli stessi punti.

Un manometro a molla inserito in un punto di una tubazione da la stessa lettura di un manometro differenzia-
le inserito fra lo stesso punto e I'atmosfera (figg. ¢, d); pertanto si ottengono i valori seguenti

PA =Pam + (Pm —Pa) 2 Az, . Pp=Pum +(Pm —P.) Ay

e la loro differenza
Ap=pa —pp =(pm —p.)2(Az, - Azy) (B)

¢ uguale alla differenza di pressione fra i punti A e B. Dal confronto delle relazioni (A) e (B) risulta anche

Pm=Pany 4 Az =Pm=Pa (a7, —Az) — Az+PmTPaA7_(Az, ~Azy) — Az, —Azg>Az .
pa pa pa
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Se infine, con una colonna di fluido attivo, il manometro in A viene portato all'altezza del punto B oppure il
manometro in B viene portato all'altezza del punto A (fig. b), le letture vengono rispettivamente corrette nel
modo seguente

P'A =Pa —Pa 8AZ ; P's =Pg tP. EAZ
e, in base alla (A), la differenza di pressione nei due casi
Ap'=p's —ps =(pa —Pe)-p. 2AZ=(p,, —p,) g Az
Ap'=p,—p'=(Pa —Pp)-P. 2AZ=(p,, —p,) g Az

diventa uguale a quella determinata dal manometro differenziale; la configurazione di fig. b ¢ allora uguale alla
configurazione di fig. a.

[Nota. Se il fluido manometrico avesse una massa volumica p,, inferiore a quella del fluido attivo p,, il manometro differen-
ziale sarebbe rivolto verso l'alto.

¥
A

o
y

B
AZ
il

A

In questo caso, ripetendo la procedura vista in precedenza, nel ramo di sinistra e rispettivamente nel ramo di destra le pres-
sioni all'altezza della linea di riferimento D - D valgono

pp =Ps +(Pp —Pc)+(pc —Pp)=ps —pm g (- AZ)—p, g[- (z5 —2¢ )]
pp=pa +(Pp =pc)* (e = Pp)+ (Ps —Pa)=Pa —p. 2 (- A2)—p, g[- (25 2 )|-p, g (- AZ) :
uguagliando le due pressioni si ottiene
Ap=ps —pg =P, —pm)gAz+p, gAZ ]

In conclusione, un manometro differenziale inserito fra due punti di un impianto tiene conto anche della dif-
ferenza di pressione idrostatica dovuta all'altezza di colonna di fluido attivo fra le posizioni dei due punti.

Esercizio 2.3.4
Per misurare la perdita di carico subita dal fluido di massa volumica p = 1500 kg/m? nel passaggio attraverso
la macchina M, ¢ inserito un manometro differenziale ad U rovesciato con fluido manometrico di massa volumi-

ca py; = 750 kg/m?. Si sa che Az = — 0.9 m. Calcolare la differenza di pressione Ap fra l'ingresso A e l'uscita B
della macchina M.

-Az

¥ T

Dalla legge del manometro differenziale (2.10) si ha

Ap=(py —p)g Az =(750-1500)x9.80665% (- 0.9)=6619 Pa

ammettendo che sotto i punti C e D vi sia solo fluido attivo.

Esercizio 2.3.5
Un manometro ad U ha un serbatoio di diametro D = 50 mm ed ha un tubo verticale di diametro d = 10 mm,;
il fluido attivo ¢ aria a T = 20 °C, mentre il liquido manometrico ¢ olio rosso Meriam. Calcolare: a) la deviazio-
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ne del manometro, cio¢ la variazione di altezza del pelo libero Az dell'olio nei due bracci in funzione della diffe-
renza di pressione Ap; b) la distanza Az fra le tacche del tubo verticale per avere una differenza di pressione pari

a Ap =10 Pa.
| | CIn—%

AZ\l/ _ D _ Az
T~ ,

livello di
equilibrio (1 )

Dalla legge del manometro differenziale (2.10) si ha
Ap=p;—p, :(PM -p)eg (Zz _Zl):(pM -p)g(Az+AZ)

ammettendo che sopra i punti (1) e (2) vi sia solo il fluido attivo. Per mettere AZ in funzione di Az, si nota che il
volume del liquido manometrico deve rimanere costante; quindi, poiché il volume che esce dal serbatoio deve
essere uguale a quello che entra nel tubo

2 2 2
D7z S azeY) A
4 4 D

sostituendo quest'ultima relazione in quella del manometro differenziale si ha la legge del manometro in funzio-
ne solo di Az

Ap=(py —p)g(Az+AZ)=(py —p)g [Az +[%)2 Az}= (v —p)g Az [H(%ﬂ : (A)

a) Dalla relazione precedente, dalla tab. T.1, in cui viene letta la massa volumica py, e dalla tab. T.2, in
cui viene letta la massa volumica p, si ha

2 2
Ap=(py —p)g[1+(%] }Az=(827—1.206)><9.80665>{1+[£] }XAZ=8422><AZ :

se si fosse trascurata la massa volumica dell'aria rispetto a quella del liquido, si sarebbe ottenuto
dy 10
Ap=py & 1+[Bj Az =827x9.80665x 1+(%j XAz=8435x Az .

b) Dalle relazioni precedenti infine si ha la distanza Az fra le tacche per una differenza di pressione Ap
data

8 _ 10 _6601187m=1.19mm .,  An,=—22 - 10 0001186 m=1.19mm .

AZ] == = =
8422 8422 8435 8435

Dai risultati si nota che con rapporti py/p attorno al migliaio, la differenza nella distanza fra le tacche, trascu-
rando o no p rispetto a py;, ¢ dell'ordine del micron.

Esercizio 2.3.6

Un manometro inclinato ha: il serbatoio di diametro D, il tubo di misura di diametro d, il liquido manometri-
co di massa volumica py; e I'angolo di inclinazione del tubo pari a ©. a) Se D = 90 mm, d = 6 mm, p = 1750
kg/m3 e © = 30 °, calcolare la differenza di pressione massima Ap misurabile su una lunghezza del tubo inclinato
pari a AL = 40 cm. b) Se D =75 mm, d = 6 mm e py = 897 kg/m?, calcolare 1'angolo O che su una lunghezza AL
= 125 mm misura una differenza di pressione Ap pari a Az = 25 mm di colonna d'acqua. ¢) Se D =96 mmed =
8 mm, calcolare I'angolo ¥ che crea un rapporto 5/1 nella risalita del fluido rispetto ad un manometro ad U.
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Poiché dalla figura si vede che nel caso di un manometro inclinato vale la legge di trasformazione Az = AL
sin®, dalla legge (A) del manometro differenziale con serbatoio vista nell'esercizio 2.3.5 si ricava

2 2
d . d
Ap=(py —p)g Az [H(Bj ]=(pM —p)gALs1nﬁ[l+(B] } . (A)
a) Dalla relazione (A) e dalla tab. T.2, in cui viene letta la massa volumica p, si ha la differenza di pres-

sione Ap in funzione di AL

2 2
Ap=(py —p)g ALsinﬁ[l+(%) ]=(1750—1.206)x9.80665><o.4><sin(30°)><[1+(%j ]:3445Pa .

b) Poiché un'altezza d'acqua Az = 25 mm corrisponde ad una differenza di pressione Ap pari a

Ap=p g Az=1000x9.80665x0.025=245.2Pa ,

dalla (A) si ha I'angolo ¥ per misurare un Ap dato su una base AL data

sint = Ap - U =arcsin Ap =
dy dy
- AL|1+| — - AL|1+| —
(Pv —P)e (D) (Pv —P)e (D)
=arcsin 2452 > =arcsin(0.2219)=12.8° .
(897 —1.206)x9.80665x 0.125x [1 + (765j ]
c) Uguagliando la differenza di pressione fra un manometro inclinato ed un manometro ad U

2
. d
Ap=(pM—p)gALsmﬁ{1+(5j ]=(pM—p)gAz ,

si ha l'angolo ¥ per un rapporto, fra manometri inclinato e verticale, AL/Az dato

sim‘)=$ - V¥ =arcsin L =arcsin ; =11.5°.

m 2 ) =

Esercizio 2.3.7

Per misurare la pressione, all'interno di una tubazione ¢ inserito un manometro differenziale collegato all'aria
esterna. Il fluido manometrico ¢ mercurio e il fluido attivo ¢ acqua, mentre le caratteristiche geometriche sono:
Az;=30 cm e Az, = 60 cm. Calcolare la pressione assoluta p, del fluido nel punto A.
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Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro non
sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di riferimento e dalla
tab. T.1, in cui vengono lette le masse volumiche dei fluidi usati nel manometro, si ha

Pa —PsB :_Pg(ZA —ZB):—pgA22
Pc ~Pp =Ps ~Pp =~ Pm g(Zc _ZD)=_pM g(_AZ1 _Azz)
pD :patm
e quindi la pressione assoluta nel punto A vale
Pa=(pa —Pe)+ (P —Pp)+Pp=—PeAz, +py g(Az + Az, )+ Py =
=—1000%9.80665x60x10 —13595x9.80665 % (— 30— 60)x 102 +101325 =
=114100+101325=215400 Pa =2.15 bar .

Lo stesso risultato puo essere ottenuto applicando la legge di Stevin (2.7) ai punti di riferimento B e C dove
Pr = Pc; infatti

Pg=Pc — pA+pgAZ2:ng(AZ1+AZ2)+pa[m - pA:_pgAZ2+ng(AZl+AZ2)+patm'

Esercizio 2.3.8

Per misurare la pressione, all'interno di una tubazione ¢ inserito un manometro differenziale collegato all'aria
esterna. Il fluido manometrico ¢ mercurio e il fluido attivo ¢ acqua, mentre le caratteristiche geometriche sono:
Az =30 cm e Az' = 60 cm. Calcolare la pressione assoluta p, del fluido nel punto A.

Az z

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro non
sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di riferimento e dalla
tab. T.1, in cui vengono lette le masse volumiche dei fluidi usati nel manometro, si ha

Pa—Pp=—pg(zs —2p)=—pgAz
Pp P =—Pm g(ZD_ZB):_pM gAz
P =Pc =Pam

e quindi la pressione assoluta nel punto A vale

Pa :(PA _PD)+(I3D _PB)"‘PB =—PpgAZ'—py EAZ+ Py =
=-1000%9.80665x60x10~2 —13595 x9.80665x30x1072 +101325=55400 Pa = 0.554 bar .

Lo stesso risultato puo essere ottenuto applicando la legge di Stevin (2.7) ai punti di riferimento B e C dove
Pr = Pc; infatti

PB=Pc = Pat+tPEAZ+PyEAZ=Dyy, — PA=—PEAZ Py EAZ+ Dy -
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Esercizio 2.3.9

Per misurare la pressione, all'interno di una tubazione ¢ inserito un manometro differenziale collegato all'aria
esterna. Il fluido manometrico ¢ mercurio e il fluido attivo ¢ acqua, mentre le caratteristiche geometriche sono:
Az' =60 cm e Az = 90 cm. Calcolare la pressione relativa p, del fluido nel punto A.

OxIP

D

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro non
sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di riferimento e dalla
tab. T.1, in cui vengono lette le masse volumiche dei fluidi usati nel manometro, si ha

Pa —PB :_Pg(ZA _ZB):_PgAZv
Pe —Pp=Pg —Pp =—Pnm &(zc —2p)=—pyu g (- Az)=py g Az
e quindi la pressione relativa nel punto A vale

Pa :(PA _PB)+(PB_PD):_PgAZ'+pM gAz=

kN
=-1000x9.80665x60x1072 +13595x9.80665x90x10% = — 5884 +120000=114100 Pa =1 14—=1.14bar .
m
Lo stesso risultato puo essere ottenuto applicando la legge di Stevin (2.7) ai punti di riferimento B e C dove
Pr = Pc; infatti

Pp=Pc — DPatpPgAZ=pygAz — PA:g(_PAZ""PMAZ)- (A)

Esercizio 2.3.10

Nel manometro dell'esercizio 2.3.9 rimangono uguali il fluido manometrico mercurio, il fluido attivo acqua e
l'altezza Az' = 60 cm, mentre viene data la pressione py = 1.141 bar nel punto A. Calcolare la lettura Az del ma-

nometro differenziale.
: : Az

AZ' z

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla relazione (A) dell'esercizio 2.3.9 e dalla tab. T.1, in
cui vengono lette le masse volumiche dei fluidi usati nel manometro differenziale, si ha

bsAr—puehr AZ_pA+pgAz'_1.141><105+1000><9.80665><0.6O
Patpe M8 Pr & 13595%9.80665

=0.900m .

Esercizio 2.3.11
Nel manometro dell'esercizio 2.3.9 il fluido manometrico e il fluido attivo diventano rispettivamente acqua e
un gas di massa volumica p = 7 kg/m3, mentre le caratteristiche geometriche rimangono Az' = 60 cm e Az = 90

cm. Calcolare: a) la pressione relativa p, nel punto A. Se viene trascurata 1'altezza Az' del gas, calcolare: b) l'er-
rore € COmmesso.
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Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo.
a) Dalla relazione (A) dell'esercizio 2.3.9 si ha

pa =2 (- pAZ+py Az)=9.80665x (- 7560x102 +1000x90x10? )=8785 Pa .
b) Se viene trascurato Az', la relazione precedente diventa
Pa =8Pm Az=9.80665 % 1000x90x 107 =8826 Pa

e l'errore percentuale ammonta a

em 8826 —8785
8785

=0.00467=0.5% .

Esercizio 2.3.12

Se la pressione in A dell'esercizio 2.3.9 & ridotta di Ap = 50 kN/m?, calcolare la nuova differenza di livello
nel mercurio Az™ e Az". (Da notare che il mercurio cala di x metri nel ramo di destra e sale di x metri nel ramo
di sinistra).

A
—A
Y

D_—

*

Az

1—Ilc

. * . .
La nuova pressione p, raggiunge il valore

* kN
PA=PA—Ap=ll4—50=64F=64000Pa .

Dalla figura si vede anche che le nuove altezze Az™ e Az" diventano
Az =Az' —x e Az =Az-2x .

Dalla legge di Stevin (2.7) applicata ai nuovi punti di riferimento B* ¢ C* (dove p}; = pz) si ha

Pe=Pc — Pa+Pu08AZ =py, gAZ = Py +PuogAZ—x)=py, glAz-2x) —
_ Pa+g (pHZO AZ'—py, AZ)
g (pHZO -2 pHg)
64000+ 9.80665x (1000x 0.60 — 13595 0.90)
9.80665% (1000 — 2x13595)

- p;:+g(pH20AZ|_pHgAZ):g(pHZO_ZpHg)X - X

=0.1951m

e quindi

Az" =Az'—x=0.60—0.1951=0.4049 m
Az =Az-2x=0.90-2%0.1951=0.5098 m .

Esercizi capitolo 2 - pag. xviii



Come verifica del risultato, si sostituiscono i nuovi valori delle altezze nella legge della pressione (A) trovata
nell'esercizio 2.3.9

pr=g (— Pr,0 AZ” +py, Az*): 9.80665% (—1000x 0.4049 +13595x 0.5098) = 64000 Pa .

Esercizio 2.3.13

Un olio di massa volumica p = 750 kg/m?3 defluisce attraverso il tubo A alterando 1'equilibrio del mercurio
nel manometro ad U. Si sa che p, = 1.4 bar e che AZ = 0.825 m. Calcolare la differenza di altezza Az fra i peli
liberi del manometro differenziale.

Q aria
A
A A7
c Y
olio A
Az z
B /
mercurio

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di rife-
rimento si ha

Pa —DPp =~ Poio & (Az+AZ)
P —Pc =—Pug g(-Az)
Pc =Pam
e quindi
pA_pC=(pA_pB)+(pB_pC) - pA_patm=(pHg_polio)gAZ_poliogAZ -

Ape (Pa = Paum) + Potio EAZ _ (1 A4x10° - 101325)+ 750%9.80665x 0.825

” (Prig —Poiio )2 (13595 — 750)x9.80665

=0.355m .

Esercizio 2.3.14

Un sofisticato sistema laser per valutare la differenza di livello dell'acqua in due grandi serbatoi & costituito
da un manometro rovesciato nel cui interno si trova olio con massa volumica leggermente piu leggera dell'ac-
qua. Calcolare la massa volumica dell'olio p che determina un dislivello fra olio e acqua con un coefficiente di
amplificazione pari a r =10 volte quello esistente fra i due serbatoi.

< Y
AH \v4
h A
Y
H
0 An__ 0
A
v i

Dalla legge di Stevin (2.7) si ha la differenza di pressione Ap creata dalla differenza di livello AH dei due
serbatoi

Ap=pgAH ;
sostituendo quest'ultima relazione nella legge del manometro differenziale (2.10), si ha

Ap=(py —p)g A - pgAH=(py-p)gl-An) >  p(AH-An)=-py An ;
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poiché ¢
An=r AH
alla fine si ha

pli-)aH=pyraH = py=""1p-10"11000-900 XL |
r 10 m

Esercizio 2.3.15
Un serbatoio aperto all'atmosfera ¢ riempito d'acqua fino ad un'altezza Z, = 2.5 m e possiede, ad un'altezza

Z, = 0.7 m dal fondo, un manometro differenziale ad U nel quale il fluido manometrico ¢ in equilibrio ad un li-
vello Z, = 0.2 m sotto la presa al serbatoio. Calcolare il dislivello Az del manometro: a) se il fluido manometrico
ha una massa volumica p_ = 1750 kg/m?; b) se il fluido manometrico & mercurio con massa volumica p =

13595 kg/m?; ¢) se il serbatoio & chiuso con una pressione pari a una volta e mezza quella atmosferica e se il
fluido manometrico & mercurio.

v P
A
Zs P atm
7 Y V Az
, A 1T
Z 0 0
T v Ly 1 A

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7), applicata in corrispondenza
della linea isobara di riferimento 0 — 0, si ha

Az
P+Pa g(zl_22+23+7j=patm+pm gAZ

e quindi a

Az = (p_patm)+pa g(zl _ZZ +Z3)

_Pa
g (Pm > )
Nei vari casi il dislivello del manometro vale:

a) quando p = py,
p. (2, -7, +7;) 1000x(2.5-0.7+0.2) 1000x2 _

Az= = 1.60m ;
o _Pa 1750_ 1000 1250
2 2
b) quando p =p,,,
Ay P Zi=2,+25) 1000x(2.5—i)(.)z)go.2) _1000x2 _ (o on
pm—%‘ 1350510 13095

c) quando p= 1.5 p,,

Ap = 05 Patm +Pa 8 (2, -7, +7;) 0.5x101325+1000x9.80665(2.5-0.7 +0.2)

g(pm —pza) 9.80665><(13595—m200j

=0.547m .

Esercizio 2.3.16
I fluidi a e b hanno una massa volumica rispettivamente pari a p, = 750 kg/m* e a p, = 1200 kg/m? ¢ il serba-
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toio di sinistra ¢ aperto all'atmosfera. Si sa che: Az; = 90 cm, Az, = 37.5 cm, Azz =25 cm e Az, = 12.5 cm. Cal-
colare la pressione p, nel punto A all'interno dell'acqua.

Av4 B fluido b
A \
E acqua

Nl

Az D Y

A Aza A
AZz )\ Z T

Y cY

\ fluido a

Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di rife-
rimento si ha

P =Pam =101325Pa

Pe—Pp=—P, &(zc —25)=—p, g(- Azl):—750><9.80665><(—90x10'2):6619Pa

Pp—Pc=—P, g(zp —2c)= —pdgAzz=—750><980665><375><10‘2=—2758Pa

PE —Pp =—Pp (25 —2p)=—pp, g Az3 =—1200%9.80665x 25107 = —2942 Pa
—Z

Pa —PE=—Pu0 & (Zs —25)=—Pu,o & (- Azy — Az,)=—1000%9.80665x (- 25-12.5)x10™* =3677 Pa

e quindi

pa=pa —pg)+ (e —pp)+ (o —pc)+ (pe = pg )+ pp =3677 — 2942 — 2758 + 6619 +101325=106000 Pa .

Esercizio 2.3.17
Un serbatoio contiene olio di massa volumica p;;,, = 750 kg/m? e il dislivello del manometro a mercurio se-

gna Az =23 cm. Calcolare il valore della pressione p, indicata dal manometro A alla profondita Ah = 3 m.

o Aria v Az z
A !
h

A

Ah mercurio

olio

A

Dalla legge del manometro differenziale (2.10) si ha
Paria = Patm — (pHg — P aria )g AZ=D i, —Pe 8 A2=101325-13595x9.80665%0.23="70660 Pa
e dalla legge di Stevin (2.7) si ha
Pa =Paria T Polio £ Ah = 70660+ 750x9.80665x3=92700Pa .

Esercizio 2.3.18

Due contenitori riempiti di fluidi con massa volumica differente, p; = 920 kg/m3 e p, = 850 kg/m?3, sono col-
legati fra loro mediante un manometro differenziale a mercurio con py; = 13595 kg/m?. Si sa che: Ah =0.2 m, h;
=0.25 m e h, = 0.35 m. Calcolare la differenza di pressione Ap = p; — p, fra i fondi dei due contenitori.
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Non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10) perché i due rami del manometro dif-
ferenziale non sono collegati allo stesso fluido attivo; dalla legge di Stevin (2.7), applicata nella posizione (A)
del ramo di sinistra del manometro differenziale, si ha

Ah
Pa=DP1 =P g[hl _TJ

e, applicata nella posizione (B) del ramo di destra, si ha
Ah
Pg =Py —P2 g hy +7 ;
percio la differenza di pressione fra queste due posizioni diventa

Ah Ah Ah
Pa —PsB :[Pl —Pi g(hl _TH_{PZ —P> g(hz +7ﬂ:(91 _Pz)_g(Pl h; -p, h2)+g(pl +Pz)7 .

La stessa differenza di pressione, calcolata all'interno del fluido manometrico, ¢

Pa —Pp=Pm gAh .

Uguagliando le due differenze, si ottiene

Ah
(b —p2)-2(py hl_p2h2)+g(pl+p2)7=pM gAh -
+
- pl_P2=g(p1h1—p2h2)+pMgAh(l_pl sz:
2pym

=9.80665x (900 0.25 — 850 0.35) + 13595><9.80665><0.2><(1——920+850)

2x13595
=9.80665x [~ 67.5 +2542]=24300 Pa .

Esercizio 2.3.19
Attraverso i tubi A e B visti in sezione scorre acqua di massa volumica p, = 1000 kg/m3, mentre olio di mas-

sa volumica p, = 800 kg/m? si trova nella U rovesciata del manometro e mercurio di massa volumica p, =
13600 kg/m? si trova nelle parti inferiori del manometro. Si sa che: Az; = 25.5 cm, Az, =9 cm, Az; =9 cm, Az,
=10 cm, Azs = 12.5 cm e Azg = 20 cm. Calcolare la differenza di pressione p, — py fra i due tubi.

=0, S
z=0 A
A Azg
A
A Az» FY
HE et A
A
v y A% :t““ Ve
C E
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Data la complessita del sistema, non ¢ possibile utilizzare la legge del manometro differenziale (2.10); dalla
legge di Stevin (2.7) applicata fra i vari punti di riferimento del sistema si ha

PA—Pc=—p,8(zx —2c)=—p, g Az, =—1000%9.80665x 25.5x10* = - 2501 Pa

Pe—Pp =P & (zc —2p)=—py, & (- Azs)=—13595%9.80665x [~ 9x10"2)=12000 Pa

Pp—PE =—P, (2p —25)=—p, g Az, =—800%9.80665x10x10* =—785 Pa

Pg—Pr=—Py &(zg —2p)=—p, g (- Az5):—13595x9.80665><(—12.5><10'2):16670 Pa

Pr—Pg=—P, g(zp—25)=—p, g(- Az6)=—1000><9.80665><(— 20><10’2)=1961Pa

PE—Pr=—Pu & (25 —25)=— Py & (- Azg)=—13595%9.80665% [~ 12.5%x10?)=16670 Pa
e quindi

Pa —PsB =(pA _pc)"'(Pc _pD)+(pD _PE)"‘(PE _pF)+(pF _pB)=
=—2501+12000-785+16670+1961=27400Pa .

Esercizio 2.3.20

Un manometro, con mercurio di massa volumica p,, = 13600 kg/m? e con olio di massa volumica p, = 850
kg/m3, consiste in un tubo a U di diametro D; = 5 mm avente il ramo di destra allargato nella parte superiore ad
un diametro D, = 25 mm. Il ramo di destra contiene olio che ha la superficie libera nella porzione allargata e che
ha la superficie di separazione con il mercurio al di sotto della porzione allargata; se & collegato a un serbatoio
contenente gas sotto pressione, la superficie libera dell'olio cala di Az =2 cm, ma rimane nella porzione allarga-
ta. Il ramo di sinistra contiene invece solo mercurio e la sua parte superiore ¢ aperta all'atmosfera. Calcolare la
pressione relativa p, del gas.

Y
7 Az A
%/ 5
AZ A_2 //// AZO
A Area g
Az —&Az Al g
Pm £ \ 2
X SR
Az A_2 Az —2)\
Ay Y by A \ﬁ

Quando la pressione applicata ai due rami ¢ la stessa (p; = p»), si supponga che la superficie di separazione
fra olio e mercurio sia al livello X—X e che l'altezza dell'olio sia Az,. La pressione al livello X—X deve essere la

stessa in entrambi 1 rami perché lo spazio al di sotto di questo piano ¢ riempito di mercurio. Per il ramo di destra
si ha

Px =P, & A7,
e l'altezza del mercurio Az, nel ramo di sinistra deve essere proporzionale a quella dell'olio rispetto alle masse
volumiche
AZm_ Px =po gAZo =p—OAZO .

Pm€  Pm€  Pm

Quando p, ¢ piu grande di p;, la superficie libera dell'olio cala di Az nel tubo allargato di destra e, di conse-
guenza, l'interfaccia fra I'olio e il mercurio nel tubo ristretto di destra si muove verso il basso di una quantita
proporzionale al rapporto delle aree dei tubi Az.A,/A;, fino a raggiungere il livello Y=Y. Si verifica allora:

a) volume di olio uscito dalla parte allargata del ramo di destra= Az A, ;

b) diminuzione di livello nella parte sottile del ramo di destra= Az —2 ;
1
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c) volume di mercurio entrato nel ramo di sinistra = Az A, ;

. . A
d) aumento di livello nel ramo di sinistra = Az —2 .
1

Poiché tutto lo spazio al di sotto di Y=Y ¢& riempito di mercurio, la pressione py a questo livello deve essere
la stesa nei due rami. Per il ramo di destra, in cui I'olio arriva fino a Y=Y, si ha

Py =P +p0g(Azo+Az%—AZJ ,
!

mentre per il ramo di sinistra si ha

Po A, A,
Py =P +Pn g Az, +Az—=+Az—=| .
{Pm ° A Ay

Di conseguenza

A A
Ap=pz—p1=pogAzo+pmg2AzA—2—pogAzo—pogAZ(A—z—IJ=
1 1

2 2
—oAz] 20, 22 o [ A2 _1]]20.80665x2x102 | 2x13600x 22 ~850x| 22— —1 | |=129000Pa .
m Al o Al 52 52

Esercizio 2.3.21

La sensibilita di un tubo a U aumenta se si allargano le estremita e se si riempie una parte di acqua (p, =
1000 kg/m?) e l'altra di olio (p, = 950 kg/m3). L'area A, di ogni allargamento & 50 volte l'area A, del tubo
(Ay/A | = 50). Se la superficie di separazione fra l'olio e I'acqua si muove di Az = 25 mm (nel ramo di destra da
X aY), calcolare la differenza di pressione corrispondente Ap = p, — p;.

P2
A] """""""""""" AZA_I)\ )\
AZA— ) ‘ A2 (
2 A
T ) .
N 7 ¢
AZa :'&AZO § ArAea é
a 1 72
N\ /
eV v
XN N X
N\ N\ A
Azl N \ Ary
YN N Y =

-

Quando la pressione applicata ai due rami ¢ la stessa (p; = p»), si supponga che la superficie di separazione
fra olio e acqua sia al livello X—X e che l'altezza dell'olio sia Az,. La pressione al livello X—X deve essere la

stessa in entrambi i rami perché lo spazio al di sotto di questo piano & riempito da acqua. Per il ramo di destra si
ha

Px =P, gAz,

e l'altezza dell'acqua Az, nel ramo di sinistra deve essere proporzionale a quella dell'olio rispetto alle masse vo-
lumiche

AZa: Px :pOgAZO Zp—OAZO .

Pa g Pa g Pa

Quando p, ¢ piu grande di p;, l'interfaccia fra 1'olio e 'acqua si muove verso il basso nel ramo di destra di
una quantita Az fino al livello Y=Y. Si verifica allora:
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a) volume di olio uscito dalla parte allargata del ramo di destra= Az A, ;

o o . A
b) diminuzione di livello nella parte allargata del ramo di destra = Az —L ;
2

c) volume di acqua entrato nella parte allargata del ramo di sinistra= Az A, ;

d) aumento di livello nella parte allargata del ramo di sinistra = Az A .
2

Poiché tutto lo spazio al di sotto di Y=Y ¢& riempito di acqua, la pressione py a questo livello deve essere la
stesa nei due rami. Per il ramo di destra, in cui I'olio arriva fino a Y=Y, si ha

A
Py =pP> +P, g| Az, +Az—Az—L |,
A,
mentre per il ramo di sinistra si ha
po Al
=p, + Az, +Az+Az—| .
Py =P1 +Pa g(pa o AzJ
Di conseguenza

Ap=ps—py =Py g Az, +p, g Az| 1420 | p. oAz, —p, gAz| 1-2L |
A2 A2

=gAz|p, 1+ AL P, _ A1 ]129.80665%25%10°3 1000><[1+ij—950x[1—i] =21.8Pa .
A, A, 50 50
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2.4. CORPI IMMERSI

Esercizio 2.4.1
Un corpo a forma di parallelepipedo lungo X =40 cm, largo Y =20 cm e alto Z = 30 cm in acqua dolce pesa
G' =60 N. Calcolare: a) il peso in aria G; b) la massa volumica p..

a) La spinta di Archimede (2.11.c) corrisponde al peso del volume di acqua occupato dal corpo
E,=pgV=pgXYZ=1000x9.80665x0.4x0.2x0.3=2354N
e il peso in aria ¢ dato da

G=G'+F,,=60+2354=2954N .

b) Dalla definizione di forza di gravita (2.3) si ha la massa volumica del corpo
) k
G=mg=p . Vg=p.XYZg - P = G = 2954 = 1260~
XYZg 0.4x0.2x0.3x9.80665 m>

Esercizio 2.4.2

Un sasso, che in aria pesa G = 60 N, immerso in acqua dolce pesa G' = 33 N. Calcolare: a) il suo volume V;
b) la sua massa volumica p; ¢) I'innalzamento subito dall'acqua se il sasso viene immerso in una vasca di forma
cubica di lato L = 60 cm.

a) Dalla spinta di Archimede (2.11.c) si ha la differenza di peso fra aria e acqua G — G' e il volume V

GG 00733 gsaniotm?

F,=G-G'=pgV - \% = -
P Pe pg  1000x9.80665

b) Dalla definizione di forza di gravita (2.3) si ha la massa volumica

G 60 k
G=mg=p, Vg - py=—= - =2220-%
Vg 2.753%x107 x9.80665 m
c) L'innalzamento viene calcolato nel modo seguente
vV 2753x107

V=LLz - =0.00765m=7.7mm .

l=—=
LL 0.6x0.6

Esercizio 2.4.3
Una tavola di legno, di massa volumica p, = 500 kg/m?, ha una sezione Y = 30 cm per Z = 7.5 cm. Calcolare
la sua lunghezza X per sostenere in acqua di mare una persona che ha una massa m = 45 kg.

Nelle condizioni limite di galleggiamento i pesi della tavola G, e della persona G, diretti verso il basso devo-
no equilibrare la spinta di Archimede sz diretta verso l'alto; allora, prendendo dalla tab. T.1 il valore della mas-
sa volumica dell'acqua di mare, si ha

G +G, =FE, - p,Vg+tmg=pgV - P XYZ+m=pXYZ -

m 45

-p)XYZ= X= = =38
> (p-p) mwe = (P-p)YZ (1025-500)x0.30x0.075
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Esercizio 2.4.4
Un idrometro (densimetro) pesa G = 2.5 g e nella parte superiore ha un gambo cilindrico di diametro d = 2.5
mm; calcolare I'affondamento, rispetto all'acqua, all'interno di un olio lubrificante.

Y
Az
A
Av4 Y
acqua olio

Poiché l'idrometro galleggia, dalla spinta d'Archimede (2.11.c) si ha il volume sommerso nel caso dell'acqua

G 00025
U € 1000X9.80665

G =FE,, =Pacqua & Vacqua - v, =0.2549x10"° m® =255 mm*®

e dal volume sommerso nel caso dell'olio si trova la differenza di affondamento Az

nd?
G= sz =Polio Volio =Polio (Vacqua +S AZ)= Polio & Vacqua + Az -
G
" Vacqu _ D003 55491076
Ap=Poio€ __ 880x9.80665 =0.007088m="7.1mm
nd X 0.0025
4 4

dove S ¢ la sezione del tubicino di lettura dell'idrometro.

Esercizio 2.4.5
Un pezzo di legno, di massa volumica p, = 650 kg/m?, ha sezione quadrata di lato 1 = 7.5 cm ed ¢ lungo L =

1.5 m. Calcolare la quantita di piombo che deve essere legata ad una sua estremita affinché esso galleggi sull'ac-
qua di mare in assetto verticale sporgendo dall'acqua per a = 30 cm. Si trascura il volume del piombo.

'¢ A
a

D
IV

g

Per I'equilibrio il peso del pezzo di legno e del pezzo di piombo deve uguagliare il peso del volume di liqui-
do spostato dalla parte sommersa del complesso; allora dalla definizione di forza di gravita (1.4) e dalla spinta di
Archimede (2.11.c¢) si ha

~—

G=F, - (m, +m,)g=pgV - py11L+m,=pll(L—a)

dove m, ¢ la massa del legno, m, ¢ la massa del piombo, p, ¢ la massa volumica del legno e p ¢ la massa volumi-
ca dell'acqua di mare ricavata dalla tab. T.1. Con i dati del problema si ha

m, =p11(L-a)-p, 11L=11[(p—p,)L—pa]=0.075x0.075x[(1025 - 65)x1.5-1000x 0.3]=1.48 kg .

Esercizio 2.4.6
Calcolare la percentuale in volume di un pezzo di metallo, di massa volumica p_, = 7200 kg/m?, che emerge

dal mercurio su cui galleggia.
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Se V, ¢ il volume totale, V, ¢ il volume immerso e V_ ¢ il volume emerso, dalla relazione di equilibrio si ha

G=sz ? pthg=pHggVi > pth=pHg(Vt_Ve) ?
V. Pug —Pm 13595-7200
- V, = V, - V, - —£= = =047=47% .
Pm Vi pHg t pHg e V[ pHg 13595 o

[Nota. Se fosse ghiaccio che galleggia su acqua dolce si avrebbe

Ve _Pa7Pg 1000917 _ o3 g 305 .
v, p. 1000

mentre se galleggiasse su acqua di mare si avrebbe
Ve PP 10257917 1y _yyg,
V, P. 1025

Da considerare la non trascurabile differenza di galleggiamento del ghiaccio in acqua dolce e in acqua di mare.]

Esercizio 2.4.7
Un cassone di metallo, lungo X = 10 m, largo Y =4 m, alto Z = 5 m e pesante G = 0.54 x 10° N galleggia su
acqua dolce. Calcolare: a) I'immersione; b) il peso minimo che deve essere caricato a bordo per affondarlo.

a) In condizioni di equilibrio (galleggiamento) il peso del cassone ¢ sostenuto dalla spinta della parte
immersa; dalla spinta di Archimede (2.11.c) si ha

G 540000

peXY 1000x9.80665x10x 4

G=pgV=pgXYz - z=

b) Per affondare il cassone si deve caricare un peso P che vinca la spinta del volume d'acqua relativo alla
rimanente altezza Z — z

P=pgXY(Z-2)=1000x9.80665x10x4x(5-1.38)= 1.42x10° N .

Esercizio 2.4.8
Un galleggiante cubico di lato L = 1.2 m ha una massa m, = 180 kg ed & ancorato mediante una catena di

massa trascurabile ad un blocco di cemento di massa my = 680 kg. Nella configurazione normale il galleggiante

¢ immerso per Z =23 cm e il blocco ¢ adagiato sul fondo. Calcolare: a) la forza con cui ¢ sollecitata la catena; b)
I'innalzamento dell'acqua AZ necessario per sollevare il blocco dal fondo.

o
o MY, <
A .
Y

a) Dalla spinta di Archimede (2.11.c) si ha
E,=pgV=pgLLZ=1000x9.80665x1.2x1.2x0.23=3248 N .

Questa forza equilibra il peso del galleggiante Gg e la forza F con cui ¢ sollecitata la catena; si ha allora
E,=G,+F - F=F, -G, =F,, —m, g=3248-180x9.80665=1430 N .

b) Per iniziare il sollevamento dei pesi sia del galleggiante sia del blocco di cemento, la spinta deve esse-
re almeno pari a

E, =G, +G, - pgLL(Z+AZ)=(m, +m,)g

e l'innalzamento del pelo libero deve essere almeno pari a
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~my+my,—pLLZ 180+680-1000x1.2x1.2x0.23

AZ= =0.367m .
pLL 1000x1.2x1.2

Esercizio 2.4.9
Un pallone sonda senza strumentazione ha una massa m = 50 kg e, gonfiato con un gas di peso specifico p .

=0.55 kg/m?3, raggiunge un diametro d = 6 m. Calcolare il peso G della strumentazione che puo sollevare.

I
YG

In condizioni di equilibrio la spinta F, diretta verso l'alto sostiene il peso del pallone m.g, il peso del gas G,
in esso contenuto e il peso della strumentazione G. Allora si ha

E,=mg+G,+G - G=pVg—mg—PggV:l(P—pg)V—mJg

dove V ¢ il volume del pallone e p ¢ la massa volumica dell'aria tratta dalla tab. T.2 alla temperatura T = 20 °C.
Con i dati del problema si ha

4 (ay 4 6)
Gzl(p—pg)—n(—j —m]g={(1.206—0.55)x§xnx[5j —50]><9.80665:237N .

2

Esercizio 2.4.10

Un manometro ¢ costituito da una tazza cilindrica capovolta che galleggia su un liquido contenuto in un re-
cipiente aperto all'atmosfera; la pressione che deve essere misurata giunge all'interno della camera chiusa attra-
verso un tubo di collegamento e viene determinata mediante 'altezza z tra la sommita emersa della tazza e il pe-
lo libero del liquido. Calcolare la sensibilita del manometro, cio¢ la variazione Az dell'altezza in funzione della
variazione di pressione Ap, sapendo che il diametro della tazza ¢ d = 25 mm e che lo spessore del suo mantello ¢
t=0.25 mm.

YIIIIIEIEIIIIEIEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIISY,

YITIIIEIEIIIIEIEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIISY,

Z]

T

g
]
]
]
g
]
H
¥
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
7
i

Z-Z]

IEALALATLALANANLALANANAANANANNN,
T

La tazza cilindrica galleggia in una certa posizione per effetto dell'equilibrio fra la forza peso diretta verso il
basso e le forze, dovute alla pressione interna e alla spinta di Archimede della parte di tazza immersa, dirette
verso l'alto; per le due posizioni raffigurate si ha quindi

nd? nd?
P1T+Pgndt(z_21)=p2 T"‘Pgndt(z_zz)

dove t ¢ lo spessore medio del mantello cilindrico della tazza e d ¢ il suo diametro. Aprendo le parentesi e sem-
plificando si ottiene la relazione
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nd’ d
Pgndt(zz_ll):(Pz_I%)T - PgtAZ:APZ

e i parametri da cui dipende la sensibilita dello strumento

-3
L 2210 —=2.55x10° 2|
Ap 4pgt  4x1000x9.80665x0.25x10° Pa

Esercizio 2.4.11
Una campana cilindrica di diametro d = 1.2 m si trova in acqua dolce, in condizioni di equilibrio, semisom-
mersa al di sopra della superficie libera di una quantita Z. = 0.9 m e con il pelo libero interno al di sotto di quel-

lo esterno di una quantita Z; = 0.3 m. Calcolare: a) il peso G; b) la pressione interna p,. La campana viene poi

spinta al di sotto della superficie libera di una quantita Z = 3 m. Calcolare: c) la altezza z dell'aria nella campa-
na; d) la pressione interna p,.

Av4 Pa Av4

A
Z

Y

A

d S, d S
> Pa > Z
LI VA
- P2 Y
v P
Z T
a) Dalla spinta di Archimede (2.11.c), in condizioni di equilibrio, si ha

2

nd nx1.22
G=F, =pgV=pg’ —AZ =1000x9.80665x

x0.3=3330N .

b) Dalla legge di Stevin (2.7) si ha
p; =p, —p g (=AZ)=101325-1000x9.80665x (—0.30)= 101325 + 2942 = 104300 Pa .

c) Se si ipotizza che durante l'affondamento la compressione sia isoterma, la pressione & inversamente
proporzionale al volume (p.V = cost) e quindi, data la costanza della sezione, all'altezza dell'aria nel serbatoio

Z.+7Z,
Pl(ze+zi)=P22 - P> =Py CZ S (A)
questa pressione ¢ uguale a quella ottenibile dalla legge di Stevin (2.7)
Pr=p, —Pg[-(Z+2) (B)

per cui, uguagliando le due espressioni
P1 (Ze +Zi)=[pa +pg(Z+Z)]Z ’

dopo aver aperto le parentesi e dopo aver raggruppato i coefficienti si ha

22+[p—A+Z]z——p1 (Z6+Zi)=O .
peg pg

La soluzione dell'equazione di secondo grado nell'altezza z dell'aria nel serbatoio deve essere positiva e quindi
deve essere presa in considerazione quella con il segno positivo davanti al discriminante

2
2 pg pg pg
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1 101325 101325 2104300 (0.9+0.3)
= || ———————+3 |+, ————+3| +4x =
2| 11000x9.80665 1000x9.80665 1000x9.80665

=%[— (10.33+3)+(10.33+3)? +51.05}=0.8971m :

Da notare che la pressione atmosferica p, corrisponde ad una altezza di 10.33 m di colonna d'acqua.
d) La pressione interna puo essere ottenuta o dalla (A)

Py =p; Ze+Zi 104300522493 _ 139500 Pa
z 0.8971

o dalla (B)
Py =p, —p g~ (Z+2)]=101325-1000%9.80665% [ (3 +0.8971)]=101325 + 38220 = 139500 Pa .

Esercizio 2.4.12
Una nave ha una massa m = 10 x 10° kg e pesca z, = 7.5 m in acqua di mare; se si scarica una zavorra m, =

0.25 x 10° kg, il pescaggio in acqua di mare si riduce a z, = 7.2 m e sulla linea di galleggiamento l'area S della
sezione retta della nave rimane costante. Calcolare il pescaggio z, in acqua dolce prendendo la massa volumica

dell'acqua di mare p_, = 1025 kg/m? e quella dell'acqua dolce p, = 1000 kg/m?.

Y \VA
Vi- Vi Az 7 N

Zd
m Zm

\ Y, v

Poiché il peso della zavorra scaricata corrisponde alla diminuzione della spinta esercitata dall'acqua di mare,
¢ possibile dalla spinta di Archimede (2.11.c) calcolare 1'area della sezione retta della nave sulla linea di galleg-
giamento

m, 250000
GZ=Asz - ng=pmgS(Zm—ZZ) - S=

= =813m? ;
Pz, —2,) 1025%(7.5-7.2) "

passando poi da acqua di mare ad acqua dolce, la spinta che tiene in equilibrio la nave deve avere lo stesso valo-
re e di conseguenza impegna volumi differenti data la diversita delle masse volumiche dei fluidi

m 10000000 5

mg=p. gV ooy = P 9756 m°

mg=p,gVy Sy, = 10000000 6000 3
pe 1000

Il maggior volume di acqua dolce rispetto a quello di acqua di mare costituisce quindi I'aumento del pescaggio

Va=Vin _75,10000=9756 -5 3 78m
S 813

Zg=2,+tAz=7_+
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2.5. SPINTA IDROSTATICA E CENTRO DI SPINTA

Esercizio 2.5.1

Una faccia di un serbatoio rettangolare ¢ larga B = 1.5 m e alta H = 2 m. Il serbatoio ¢ completamente riem-
pito di olio di massa volumica p = 920 kg/m3. Trovare la spinta idrostatica F sulla faccia verticale e la profondi-
ta del suo centro di pressione rispetto alla sommita superiore.

\vi M

A A i
h
Liquido hc=2H

Diagramma
della pressione

ATEATLILILLELALANAELANANAAANANAARANANAARNNANNY

IIIII IR II IR IIIII IR I III IR I I IR IIIIIIPIIIIPIPIIIIPIIIIT)

N p=pgH O
La legge di Stevin (2.7) fra la pressione p e la profondita h &

p=pgh=vh

N

ed ¢ mostrata graficamente nella figura; essa ¢ un triangolo in cui la coordinata verticale rappresenta la
profondita e la coordinata orizzontale rappresenta la intensita della pressione.

L'area del diagramma & il prodotto della profondita [m] e della pressione [N/m?] e rappresenta, in scala, la
forza risultante per unita di larghezza f = F/B [N/m] gravante sulla superficie immersa normale al diagramma.

Se H ¢ l'altezza del liquido e se la superficie immersa si estende dalla superficie libera fino al fondo del ser-
batoio, il diagramma della pressione ¢ il triangolo S = MNO e quindi

F 1 1 1 2
f=—=S=—NOXxMN==—pgHxH=—pgH
B > 2Pg 2Pg
Con i dati del problema si ha:
f:lngz=lx920><980665x22=1&m0H
2 2 m

F=f B=18040x1.5=27100 N=27.1kN .

La risultante F passa attraverso il centro di area C del diagramma della pressione che si trova dal punto M ad
una distanza pari a

h=2H=g><2=1.33m .
3 3

Esercizio 2.5.2

Una diga lunga Y = 1.5 m crea un bacino in cui I'acqua raggiunge un‘altezza Z o una profondita H pari a Z =
H =3 m a seconda che si prenda la coordinata z diretta verso 1'alto o la coordinata h diretta verso il basso; calco-
lare la forza totale esercitata dall'acqua sulla superficie della diga.

Poiché sulla faccia sinistra della diga agisce la pressione generica p maggiore di quella (atmosferica) p,, a-

gente sulla faccia di destra, la differenza di pressione, a seconda che si consideri la altezza o la profondita del-
I'acqua, ¢ data dalla legge di Stevin (2.7)

—pglz-zy)=pg(z-2)

Ap=p— =
PEPTPO= b e(h—h,)=pgh
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e la relativa forza infinitesima ¢ data dalla forza idrostatica dF, in direzione perpendicolare alla diga (2.12)

ApYdz=pgY(Z-2)d
0F, = Apas =P Y d2=pg (Z-2)dz
ApY dh=pgYhdh

Di conseguenza la forza totale agente sulla diga, a seconda che si consideri la altezza o la profondita dell'ac-
qua, ¢ data rispettivamente da

2 2

z z z 5 7 7
FX=IdFX=Ing(Z—z)dZ=ngZIdz—ngIzdz=ngZ —peYZ =peY X
S 0 0 0 2 2
H H H?2
FX:Ide:jnghdh:ngIhdh:ng— .
S 0 0 2

Con i dati del problema si ha il valore numerico della spinta in direzione orizzontale

7?2 H? 32
F, =pgY7=pgY7=1000x9.80665><1.5><7=66200NgéékN .

[Nota. Si sarebbe ottenuto lo stesso risultato nel seguente modo:
a) calcolando dapprima la pressione idrostatica a livello del pelo libero p; (z =Z, h = 0) ed alla base della diga p, (z =0, h
=H)
p, =0 p,=—pg(-2)=pgH=1000x9.80665x3 =29420Pa ;
b) calcolando poi la media delle due pressioni (in questo caso la meta di quella corrispondente alla profondita H perché si
prende in considerazione solo la pressione idrostatica)
_pyt+p,  0+29420
2

¢) moltiplicando infine la pressione media per 'area

F,=pn, YZ=p, YH=14710x1.5%3=66200Pa .]

Pm =14710Pa ;

La posizione della retta d'azione, a seconda che si consideri la altezza o la profondita dell'acqua, ¢ data dalla
relazione (2.13); rispettivamente si ha

3 3 3
z z_ 7z 7z
Iszde ngIO(Z—Z)ZdZ 2 3 6 1
Zp = . 72 = 72 :_Zz =—Z7Z=—3=1m
X Yi = =
pe 2 2 2

(partendo dal basso) dove si ¢ fatto ricorso alla relazione che da F, in funzione dell'altezza z e

H H3
Ihde ngJ' W2 -,
F, YH2 H> 3 3
PeT ™ 2

(partendo dall'alto) dove si € fatto ricorso alla relazione che da F, in funzione alla profondita h.

[Nota. Si sarebbe ottenuto lo stesso risultato calcolando la posizione del baricentro del triangolo della pressione idrostatica

hF:EZ:gH:23:2m 1
37733

Esercizio 2.5.3
Una parete inclinata dell'angolo oo = 45 ° ¢ larga X = 1.2 m ed ¢ situata fra le profondita H; = 1.5 me H, =

3.5 m; calcolare la forza totale esercitata da un olio di massa volumica p = 900 kg/m3.

H;
/ AH
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Per determinare in modo completo la forza, si deve specificarne la grandezza, la retta d'azione e il verso.
Considerando la parete inclinata giacente sul piano (x —y), la grandezza della forza idrostatica F, (2.12) lun-
go la coordinata z vale

—IApds=—IApdxdy
S S

dove Ap ¢ la differenza di pressione fra la faccia interna e quella esterna del serbatoio. Per effettuare la integra-
zione ¢ necessario trovare la differenza di pressione in funzione della coordinata y; questo risultato si ottiene so-
stituendo la relazione

in cui si ¢ applicata la trasformazione di coordinate

H=ysina - y=

nella legge di Stevin (2.7)
p=p,+pgh=p, +pg(H, +ysina),
e osservando che dalla parte opposta della parete agisce la pressione atmosferica p,
Ap=p-p,=pg(H, +ysina) .

Si ottiene allora una forza pari a

z

AH/sino slnot
E :—I Apdxdy——pgjdx H1+ysmoc dy =
0 J0

> AH/sino AH AHZ/ )
=—pg[x]())< {Hl y+Y_sin0L} =—ng(H1 —+ s o simx]:
2 0 sinQu
-pgX AH [H1+A—H) =-900%9.80665x1.2x #X[1.5+zj =—T74890 N
sinou 2 sm(45°) 2

ed un verso diretto in senso contrario all'asse z (per effetto del segno negativo).

[Nota. Si sarebbe ottenuto lo stesso risultato nel seguente modo:
a) calcolando la pressione idrostatica alla profondita H, e alla profondita H,

p, =p g H, =900x9.80665%1.5=13240 Pa p, =p g H, =900x9.80665%3.5=30890 Pa

b) calcolando la media delle due pressioni

p,+p,  13240+30890

Pm = > =22070Pa
¢) moltiplicando la pressione media per l'area
F,=pn Xﬂ— 22070x1. 2XL=74890 N
sino sin (45°)

¢') moltiplicando la pressione media per la proiezione dell'area sul piano verticale e riproiettando la forza orizzontale cosi
ottenuta in direzione perpendicolare all'area
E 52960
F, =p XAH=22070x1.2x2=52960 N , F, =—0-=
sinol sm(45 )

=T74890N ]

La posizione della retta d'azione ¢ data dalla relazione (2.13). Considerando i momenti attorno all'asse x si ha
ve|F |=[ yapas
e quindi

AH/sina, AH/ inou
|F |J‘ yApdx dy = Idx H1+ys1n0t)dy

2oy P pex (L AHP/sin’a | AHY/sin’
[X]X {Hl y2 };sina} =D& [Hl S 3sm 0Lsinot]:

IFI 0
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pgX| AH? (H, AH)| 900x9.80665x1.2 2? 15 2
= e X X| —+—=||=1.60m .
|E, | |sinol 2 3 74890 sin®(45°) L2 3

Considerando invece i momenti attorno all'asse y si ha
xF|FZ |:I x ApdS
S

e quindi

1 X (AH/sino pg X AH/(sin(x .
XF:mJ. J-XAPdXdYZ—J.dXJ-y H1+ysmot)dy:
L | Jo Jdo |FZ| 0 Jo

5 X ) AH/sino X2 AH AH2 /si )
_pe | x H1y+y—sin(x -Pg 2 H —+ SN % Ginoy | =
B[] 2], 2 . |F,| 2 sina 2

2
pg DS AH H1+£ =§=£=0.60m .
AH +AHH 2 | sina 2 2 2

sinou 2
La retta d'azione f della forza F, ¢ allora data da

f=xpi+ypj=060i+1.6]

Esercizio 2.5.4

Nel tubo, di diametro d = 35 cm e collegato ad un serbatoio lungo X =6 m, largo Y =24 me altoZ = 1.8 m,
I'acqua sale fino all'altezza AZ = 3.6 m. Trascurando il peso del serbatoio e del tubo calcolare: a) le forze idro-
statiche sulle pareti laterali del serbatoio; b) la forza agente sul fondo del serbatoio; c) il peso totale dell'acqua.
Infine: d) confrontare e commentare i risultati ottenuti nei punti b, c.

X
N
>

X

<z S
< —=>

Dalla legge di Stevin (2.7) si hanno i valori della pressione all'altezza della parte superiore p; e della parte
inferiore del serbatoio p,

p; =p g AZ=1000x9.80665x 3.6 =35300 Pa
P> =p g (AZ +7)=1000%9.80665x (3.6 +1.8) = 52960 Pa

il valore medio agente sulle pareti laterali vale quindi

_ pi+tps 35300+ 52960
2

=44130Pa .

Pm

Di conseguenza:

a) le spinte sulle pareti laterali, che a due a due si fanno equilibrio in direzione x e in direzione y rispet-
tivamente, valgono

F, =p, YZ=44130x2.4x1.8=190600 N =191 kN
F =p, XZ=44130x6.0x1.8=476600 N =477kN ,

b) la forza agente sul fondo del serbatoio vale
F, =p, XZ=52960%6.0x2.4=762600 N=763kN ,

c) il peso totale dell'acqua contenuta nel volume del serbatoio V e del tubo V, & invece
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2

2
G=pg(V, +Vt)=pg(XYZ+ nd AZJ:IOOOX9.80665>{6.0X 2.4x1.8+@x3.6j=

=257600 N =258 kN .

d) Considerando il serbatoio come un corpo isolato, si nota che la reazione del terreno R = 258 kN (di-
retta verso l'alto), contrastante la forza peso dell'acqua, non riesce ad equilibrare la spinta F, = 763 kN (diretta
verso il basso); per l'equilibrio lungo la z bisogna infatti considerare anche la spinta S che riceve la parete supe-
riore del serbatoio (diretta verso 1'alto)

d? 35%
S=p, (X Y- “4 j = 35300x(6.0x 2.4 —wj =505000 kN = 505 kN
in conclusione si ha
forze verso il basso = forze verso l'alto
F, = S+G
763 = 505 + 258

In altre parole la pressione idrostatica, e quindi le spinte ad essa relative, sono dovute non al peso reale del flui-
do sovrastante (G), ma a quello "immaginario” che potrebbe esserci in base all'altezza piezometrica (Z + AZ)
provocata anche da un tubo di diametro modesto d.

Esercizio 2.5.5
11 portellone, situato su una faccia di un serbatoio, & largo Y = 60 cm, ¢ alto Z = 1 m ed ¢ incernierato sulla
sua estremita inferiore. Se sulla superficie libera del fluido € applicata una pressione p, = 5000 Pa e se il fluido

ha una massa volumica p = 1600 kg/m?, calcolare la forza F richiesta per tenere il portellone chiuso.

o Po F
A dFp

X
)/_l, A

Dalla relazione della spinta idrostatica (2.12), facendo l'equilibrio dei momenti attorno all'asse y passante per
A, si ottiene

7
ZF—I zdE, =0 - F:lj 2dF =l'[ zpdA:lJ'szdz
A P ZIn Pzl Z b

dove de ¢ la forza infinitesima dovuta alla spinta del fluido; per calcolare il valore dell'integrale, prima si trova
dalla legge di Stevin (2.7) la pressione in funzione dell'altezza

p=po-pglz-2)

e poi la si sostituisce nell'equazione di equilibrio

1 ¢z 1 2 1T ez ,
F—EIOZdeZ—ELZ[pO-pg(Z—Z)]YdZ—EUOpOdez—'[ong(z—Z)zdz}_

(2] 2 2T X[z (2 2|y (e, peZ)
AT 73 2 zZl 2 837 2 6

0 0

5000 N 1600x9.80665x 1

=0.6><1><(
6

j=3069N .

Esercizio 2.5.6
Un portellone ¢ inclinato di un angolo oo =30 °, ¢ alto Y =4 m, ¢ largo X = 5 m ed ¢ incernierato lungo A ad
una profondita H = 2 m. Calcolare la reazione alla spinta provocata dall'acqua per effetto della differenza di
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pressione fra le due facce del portellone.

Av4

i dF A

dR

Considerando la parete inclinata giacente sul piano (x —y), la grandezza della forza idrostatica (2.12) lungo
la coordinata z vale

RZ:—FZ:IApdS:I Ap dx dy
S S

dove Ap ¢ la differenza di pressione fra le due facce del portellone. Per effettuare I'integrazione ¢ necessario tro-
vare la differenza di pressione in funzione della coordinata y; questo risultato si ottiene sostituendo la relazione
h=H + ysina
nella legge di Stevin (2.7)
p=p, +pgh=p, +pg(H+ysina)

e osservando che dalla parte opposta della paratia vige la pressione atmosferica p,

Ap=p-p,=pg(H+ysina) .

Si perviene allora a

X (Y X Y " y2 Y
RZ=.[ jApdxdy=pg.[de(H+ysina)dy=pg[x]0 Hy+75ina _
040 0 Jo
0

2
=ng(HY+Y7sinoc}=1000><9.80665><5><(2><4+§0.5)=588300N .

La posizione della retta d'azione ¢ data dalla relazione (2.13). Considerando i momenti attorno all'asse x si ha
yr |R, |=LyApdS

e quindi

Y
1 X Y _ng«XJY ) _ pe < y_2y_3 B
Yr ——|RZ |j-0 LyApdxdy——|RZ| de 0y(H+ysm0L)dy——|RZ|[x]0 H 3 + 3 sinou ) =

2 3 2 3
=ng HY—+Y— i =1000><9.80665><5>< 2x4 _’_4_0.5 —20m .
588300 2 3

Considerando invece i momenti rispetto all'asse y si ha
XR | R, |:I x ApdS
S

e quindi

X Y
! X Y _pe J~X J«Y ) _ pg x_2 y_2 B
XR ——|RZ |L LxApdxdy——|RZ| 0xdx 0(H+y51n0L)dy——|RZ| > 0 Hy+ 5 sinQ. 0 =

2 2
_ pg X_ HY+Y—SiIl(X =§=§=2.50m .
2 2 2

Y? 2
pegX HY+751n0c
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La retta d'azione 1 della forza R, ¢ allora data da

F=xgi+yg j=2501+2227] .

Esercizio 2.5.7
I portellone, situato sul setto di separazione fra la parte di destra e la parte di sinistra di un serbatoio, ¢ alto
Z,=1.8m,¢largo Y = 1.2 m ed ¢ incernierato sulla sua estremita superiore. Nel caso in cui il serbatoio a destra

sia aperto e contenga olio con massa volumica p_ = 750 kg/m? e a sinistra sia chiuso e contenga un'altezza d'ac-
qua pari a Z, = 5.4 m con una depressione p = — 0.15 bar rispetto alla pressione atmosferica, calcolare la forza
orizzontale F da applicare all'estremita B del portellone per tenerlo in equilibrio.

A
A TA
Z p
a do
Fa Y > _ VY
A Fo
v $ oo F

Per effettuare I'equilibrio dei momenti agenti sul portellone rispetto all'asse x passante per A si devono cono-
scere le spinte idrostatiche e le loro rette d'azione.
Per quanto riguarda I'olio, la spinta ¢ uguale a

E =p.YZ,=Pe8% y, T50x980665x18 ) | ¢_14300N
2 2

e la sua retta di applicazione, passante attraverso il baricentro del parallelepipedo triangolare ABC formato dalla
pressione, si trova alla distanza

d,=27,=2x18=120m
37773

dal punto A.
Invece per quanto riguarda I'acqua, la pressione nei punti A e B vale rispettivamente

Pa=p+p, g(Z, —Z,)=—15000+1000x9.80665x (5.4 —1.8)= 20300 Pa
P =p+P, gZ; =—15000+1000x9.80665x 5.4 =37960 Pa ,

la pressione media vale

=29130Pa ,

pa+Ps _ 20300+37960
Prma = = 5

2
la spinta vale

F, =p,. Y Z,=29130x1.2x1.8=62920 N

e la sua retta di applicazione, passante attraverso il baricentro del parallelepipedo quadrangolare ABEF formato
dalla pressione, si trova alla distanza d,. Il valore di d, ¢ determinato dall'equilibrio fra il momento statico del

trapezio ABEF e la somma dei momenti statici delle due parti che lo compongono, quella rettangolare ABDE e
quella triangolare FDE, rispetto all'asse x passante per A; si ha allora

1 2 S ABDE 5 Z; +Sppg 3 Z,
Saser 42 =S ABpE 5 Z, +Sgpg 3 Z, - d, = =

a

S ABDE T SkpE

1 1 2 1 1 1
=pAzz222+2(pB_PA)22322=222PA+3PB_3PA=

1 1 1
Zy+— - Z +—pp——
Pa 42 2(pB PA) 2 Pa 2PB 2PA
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Lo +ip, 1420300+ x37960

=z,0 3 _j8x 61 3 =0.9910m .
—(pa +pg) E><(29130+37960)

Per 'equilibrio, la forza F deve essere tale che

F,d,—F d, 62920x0.9910—14300x1.20

F, d,=FE d,+FZ - F=
a “a o -0 2 Z2 1.8

=25100N .

Esercizio 2.5.8
Una diga a gravita, lunga Y = 150 m e alta H = 30 m, ¢ sottoposta alla spinta dei ghiacci f = 0.19 MN per
ogni metro di lunghezza e alla spinta idrostatica F, dell'acqua alta Z = 25 m. Se la massa volumica del cemento &

P, = 2500 kg/m?, calcolare il valore minimo della base b affinché la diga non ruoti attorno al punto O.

La spinta totale dei ghiacci ¢ data da

F=f Y =190000x150=28.50x10° N =28.5 MN
ed ¢ applicata all'altezza del pelo libero, mentre la spinta idrostatica ¢ data da

1000x9.80665%30 1 5. 30 = 661.9x10° N = 662 MN

E=meZ=%YZ=

ed ¢ applicata ad una distanza dal terreno pari a
1 1
dj=—Z=-x25=8333m .
3 3
Il peso della diga ¢ dato da
G=p,V=p, bTYz 2500><W=5.625x106 b

ed ¢ applicato alla distanza

dall'asse passante per O.
Dall'equilibrio dei momenti attorno all'asse passante per O infine si ha

Gdd—Fidi—FZ=5.625><10f’b§b—Fi d,-FZ=0 -

2

6 6
. b I Ed,+FZ _ [661.9x10 x8.333+28.;0><10 x25 _08m
\jS.625x106x3 5.625><106><5

Esercizio 2.5.9

Una lamina circolare di diametro D = 125 cm, inclinata dell'angolo o rispetto al piano dei carichi piezome-
trici, € immersa in acqua in modo che la distanza del suo perimetro misurato verticalmente sotto la superficie
dell'acqua varia fra h, ;= 150 cm e hSup = 60 cm. Calcolare: a) la spinta idrostatica F dovuta all'acqua che agisce

su un lato della lamina; b) la distanza verticale h.. del centro di spinta C sotto la superficie libera.
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a) Premesso che la profondita h; del baricentro e 'area S della lamina valgono rispettivamente

h,; +h, 2 2
o= inf mp=1.5+0.60=1.050m ’ S=7tD _nx1.25 —1227m? |
2 2 4
dalla (2.12) si ricava la spinta idrostatica F
F=pghg S=1000%9.80665%1.050%x1.227=12640 N .
b) Premesso che il momento d'inerzia di area J oo rispetto all'asse baricentrale g (vedi tab. 2.1 del capitolo

2 della teoria) e il seno dell'angolo di inclinazione sina della lamina valgono rispettivamente

4 4 h; s —h, -
gg=nD =7t><1.25 ~01198 m* ’ sing, = —inf ~ Msup =1.5 0.60
64 64 D 1.25

=0.720 ,

dalla (2.17) si ricava la profondita del centro di spinta

J sin’a 2
he =hg + ez P8 =1‘0504_0.1198><1000><9.80665><0.720
F 12640

=1.050+0.04818=1.10m .

Esercizio 2.5.10

Un canale spilla acqua alla base di un serbatoio le cui facce sono inclinate di un angolo o = 80° rispetto all'o-
rizzontale. L'entrata del canale ¢ chiusa da una paratoia circolare di diametro D = 1.25 m, che puo ruotare attor-
no al suo diametro orizzontale. Se la paratoia ¢ completamente immersa: a) dimostrare che il momento M della
spinta idrostatica F sulla paratoia ¢ indipendente dall'altezza dell'acqua; b) calcolare il valore del momento M.

: __

e

a) Se la paratoia ¢ completamente immersa, la spinta idrostatica F agisce sul centro di pressione C ad
una profondita h¢ sotto il pelo libero e 1'asse di rotazione G passa attraverso il baricentro della paratoia ad una
profondita hg sotto il pelo libero.

Di conseguenza il momento M agente sulla paratoia per effetto della spinta idrostatica F ¢ dato da

he —hg

M=F.CG=F(0C-0G)=Fc "6
simao

dove CG ¢ la distanza fra il centro di spinta C e il baricentro G della paratoia; sostituendo questa distanza me-
diante la (2.16), si ha allora la relazione
he —hg _E Joo p gsin’a

sinol Fsina

M=F =p gl sina

che ¢ indipendente dall'altezza dell'acqua.
b) Con i dati del problema e dalla tab. 2.1 del capitolo 2 della teoria, in cui si ricava il momento d'inerzia
di areaJ o rispetto all'asse baricentrale g, si ha
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M=pgl,, sino =6—TZ p g D* sinat =6—TZ><1000><9.80665><1.254 x5in(80°)=1160 N.m .

Esercizio 2.5.11

Una paratoia rettangolare EF, incernierata nell'estremita superiore E e tenuta chiusa tramite un peso, ¢ larga
B =120 cm, ¢ alta H = 90 cm ed ¢ inclinata dell'angolo o = 60°, mentre il peso totale, dovuto a quello della pa-
ratoia e a quello aggiuntivo, vale P = 20000 N ed ¢ applicato nel punto Q. Trovare l'altezza h dell'acqua che pro-
voca l'apertura della paratoia.

La paratoia si apre quando il momento della spinta idrostatica F; rispetto alle cerniere ¢ uguale al momento
del peso P rispetto alle stesse cerniere.

TN

AANNNNNNNNNNNNNY

A
Y

N Y
WW/WWWWWWWWM

=

L'altezza verticale H, della paratoia & data da
H, =EN=H sina=0.9xsin(60°)=0.7794 m ;
la profondita hg del baricentro G della paratoia & data da

hg :h—%EN:h—%x0.7794=h—0.3897 [m] ;

l'area S della paratoia ¢ data da
S=BH=1.2x0.9=1.080m” .
Di conseguenza, dall'equazione della spinta idrostatica (2.12), si ricava

E =p ghg S=1000x9.80665% (h —0.3897)x1.080=10590x (h —0.3897)[N] .

Il momento d'inerzia di area J,, della paratoia rispetto all'asse baricentrico g (vedi tab. 2.1 del capitolo 2 del-
la teoria) vale

_BH’ 1.2x0.90°

" =0.07290m"*
12 12

J

e la profondita hc del centro di pressione C puo essere ottenuta dalla relazione (2.17)

J sin’a. in2(60°
he ohg + 22 pg 11— 0.3897 4 0-07290x1000x9.80665 X sin (60°) _ b 0.3897 4 005063 [m]
10590% (h —0.3897) h -0.3897
Il braccio b della spinta idrostatica F; rispetto alle cerniere ¢ dato da
0.05063
h-0.3897+———" —(h—0.7794)
b he (.h H,)_ h—0.3897 _0.504 005846 1 )
sina sin(60°) h —0.3897

e il momento Mg, della spinta idrostatica ¢ dato da

0.05846

Mg =FE b=10590x (h —0.3897)x/| 0.50 + —————
h—0.3897

):5295><(h —0.3897)+619.1=5295h — 1444 [N.m] .
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Il braccio a del peso P rispetto alle cerniere ¢ dato da
3 3
a= " Hcosa = ZX 0.90x Cos(60°) =0.3375m

e il momento Mp ¢ dato da
M;p =Pa=20000%x0.3375=6750 N.m .

L'uguaglianza dei due momenti porta a

Mg =M, - 5295h -1444=6750 - h=155m .

Esercizio 2.5.12
La sezione di una diga ha la forma di un trapezio. La larghezza del lato inferiore ¢ a, mentre quella del lato
superiore ¢ (a + b). La diga ¢ verticale e 'altezza dell'acqua ¢ h. Dimostrare che: a) la forza risultante sulla diga

e F:lpg (3a+b)h2 ; b) la profondita del centro di pressione ¢ h¢ :lﬂh
6 23a+b
a+b |
Al >
e
h G*®
E  Dlg a >|c F

Per determinare la posizione del baricentro hg del trapezio ABCD si ricorre ai momenti statici di area rispet-
to al lato AB:
. 1
- areadel trapezio ABCD:S ygp = 5 (2a+b)h ;
- distanza del baricentro del trapezio ABCDda AB:hg ;
- areadelrettangolo ABFE:S ,gpp = (a+b)h ;

- distanza del baricentro del rettangolo ABFE da AB :h s gpp =% h;
- areadeidue triangoli ADE e BFC:S spg =Sgpc = % bh ;

- distanza del baricentri dei due triangoli ADEe BFCda AB:h ypp =hgpe = % h ;

- momento statico del trapezio ABCD rispetto ad AB =
=momento statico del rettangolo ABFE rispetto ad AB +
—momenti statici dei triangoli ADE e BEC rispetto ad AB

SABCD hG =SABFE hABFE _SADE hADE _SBFC hBFC -

- l(2a+b)th=(a+b)hlh—lbhzh—lbhgh -
2 2 4 3 4 3

a b

= a+2lnng=( 2420 5 p -2 6p-l3atby
2 276 b
2

a) Dalla relazione (2.12) si trova la spinta idraulica risultante

13a+b, 2a+b 1 2
F=pghe S, =pg——tr> h=-pg(3a+b)h?[N] .
pehG Sancp=peg5 ——h— 6pg( )h? [N]

b) Per determinare la profondita del centro di pressione h¢ del trapezio ABCD si ricorre ai momenti d'i-
nerzia di area rispetto al lato AB:

- momento d'inerzia del rettangolo ABFE rispetto ad AB:
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a+b)h’ 1.V (@+b)h® (a+b)h® (a+b)h’
JABFE=JABFE—GG+SABFEhABFE=%+(a+b)h(Ehj =( ) +( ) _( )

12 4 3
- momento d'inerzia del triangolo ADE rispetto ad AB :
b 3
—h 2 3 3 3
2 1 2 bh® bh” bh
J =] +S h =%—+—bhx|=h| = + =
ADE = JADE-GG "> ADE N'ADE =~ =T ( j 7 9 3

3
- momento d'inerzia del triangolo BFC rispetto ad AB : Jgpc =——
- momento d'inerzia del trapezio ABCD rispetto ad AB =
=momento d'inerzia del rettangolo ABFE rispetto ad AB +
—momenti d'inerzia dei triangoli ADE e BFC rispetto ad AB

(a+b)h® bh® bh® ah® bh® 1 5
J =] —JapE —JBrc = - - = + =— (4a+b)h -

ABCD ABFE ADE BFC 3 8 3 3 12 12 ( )

1 3

—(4a+b)h

N he = J ABCD 2( ) =l4a+bh[m].
hg Sapep 1@ (2 +b)h 23a+b

32a+b 2

Esercizio 2.5.13
Un canale orizzontale, con una sezione trapezia larga B; = 150 cm nella parte superiore e B, = 90 cm nella

parte inferiore e alta H = 1.8 m, & chiuso da una paratia verticale fissata con chiavistelli sui quattro angoli. Cal-
colare: a) la forza totale F dovuta all'acqua; b) la profondita hc del centro di pressione; c) le forze Fg;, Fg,, Fj; e

F}, esercitate su ogni chiavistello.

1 s
2 RS%
F C
Rlﬁ

a) Dall'esercizio 2.5.12 si trova la forza dovuta all'acqua (h=H,a=B,eb=B; - B,)

=—pg(3a+b) =—pg(2B2+B JH? =%1000><9.80665><(2><0.9+1.5)><1.82=17500N .

b) Dall'esercizio 2.5.12 si trova la profondita del centro di pressione (h=H,a=B,eb=B; -B,)

3B, +B
he = 14a+b l 2 lH_l M x1.8=1.15m .
23a+b 2 2B, +B, 2 2x09+1.5

c) Per trovare le forze sui chiavistelli, bisogna dapprima determinare le risultanti di quelli superiori Rq e
di quelli inferiori R} facendo gli equilibri attorno all'asse orizzontale passante per il punto C

R¢H=F(H-h¢) - RS=FH_hC=17SOOX%=63ZON
he 115 :
R, H=Fh, - R, =F-5=17500x—>=11180N
H 1.80

data la simmetria, le forze sui chiavistelli sono

%=63—220=3160N e F“=FI2=RI=M=559ON .

E,=F., = 20
N S2 2 2

Esercizio 2.5.14
Un canale, di sezione trapezoidale, ¢ alto H = 3.6 m ed ¢ largo nella parte superiore B; = 10.5 m e nella parte
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inferiore B, = 6 m. Una diga ¢ costruita normalmente al canale con un angolo di inclinazione, verso l'acqua del

canale, oo = 50° rispetto alla orizzontale. Calcolare la forza totale sulla diga e la posizione del centro di pressione
quando quando il canale ¢ completamente pieno.

|l Bi ~
™ ~1
A
H B,
Y f«<——]

Dall'esercizio 2.5.12 si trova la forza orizzontale dovuta all'acqua (h=H,a=B,eb =B, - B,)
E, Z%pg (3a+b)h? Z%pg (2B, +B,)H? :%x1000><9.80665><(2><6+10.5)><3.62 =477x10° N ;

la forza normale alla diga & quindi

pe B _477x10°
sinou sin(50°)

=622x10° .

Dall'esercizio 2.5.12 si trova la profondita del centro di pressione (h=H,a=B,eb =B, - B,)

B, +B
_l4a+bh=l3 )+ lH—lx3X6+10'5

- = X3.6=2.28m .
23a+b  22B,+B, 2 2x6+105

C

Esercizio 2.5.15

Una chiusa verticale ¢ larga B = 5 m e ha l'acqua da una parte fino all'altezza H = 7.5 m e dall'altra finoa h =
3 m. calcolare: a) la forza risultante orizzontale F sulla chiusa; b) la posizione della retta d'azione di F; ¢) la po-
sizione cui la retta tende quando h tende a 7.5 m.

A
Y

5

i

Se F; ¢ la forza risultante sulla parte sinistra della chiusa e F, ¢ la forza risultante sulla parte destra della
chiusa, si ha:

- areadella faccia sinistra bagnata dall'acqua:S; =BH ;

- areadella faccia destra bagnata dall'acqua:S, =BH ;

- altezza del baricentro della faccia sinistra dal fondo :h,; :% H;
. . 1
- altezza del baricentro della faccia destra dal fondo :h, = 2 h ;
- risultante sulla facciasinistra:F =pghg, S, = % pgBH? ;
- risultante sulla facciadestra:F, =pghg, S, = % pgB h? ;
- altezzadiF, dalfondo:x, = 1 H ;
3
. 1
- altezzadiF, dalfondo:x, = 3 h .

a) F, e F, hanno una forza risultante F pari a
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F=F -F, =%pr (H2 —h2)=%><1000><9.80665><5><(7.52 —32)=1.16><106 N=1.16 MN .
b) Per l'equilibrio, il momento di F rispetto al fondo ¢ uguale al momento di F; rispetto al fondo meno il
momento di F, rispetto al fondo; si ha allora

Fx=F x; -F x, - %PgB(HZ—hz)x=%prH2%H—%prh2%h -

_IH-h’ 1H’+Hh+h® 1 75%+7.5%x3+3

3H?>-h? 3 H+h 3 7.5+3
c) La retta d'azione della risultante tende al punto centrale della chiusa quando il livello pil basso (h =3
m) raggiunge quello piu alto (H = 7.5 m):
2
H—h X — 3H . H.
6H 2

Esercizio 2.5.16

Le due porte di una diga, che ¢ larga B = 7.5 m, formano fra loro un angolo di 120°. Ogni porta ruota attorno
a due cerniere che sono situate a hy = 0.75 m e a h; = 6.25 m sopra il fondo della diga. Le altezze dell'acqua nei
due lati della diga sono H = 9 m e h = 3 m rispettivamente. Trovare: a) la forza agente su ogni cerniera; b) la
spinta fra le due pareti.

In una parete del canale ¢ inserita una paratoia larga B, = 1 m e alta H, = 0.75 m avente il suo livello supe-
riore coincidente con il livello inferiore della diga. Trovare: c) la grandezza della risultante; d) il punto di appli-
cazione della risultante.

Planta ) Sezione Pressione
A B,
H o Hp\l/ |(—>|
’ JK A
h
Y
a) b) }

Se F, e F, sono le forze risultanti dell'acqua a monte e a valle di una delle porte, dalla fig. b si ha:

- larghezzadiuna porta:B'= B __B
2 cos(30°) NE)
- forzarisultante:F =pghg, S, =pg 1 H—B H =1000><9.80665><l><9>< 7:5%9 =1725000 N =1725kN ;
23 2 V3
1 Bh 1 7.5%3

- forzarisultante :F, =pghg, S, =p gEh—:1000><9.80665><5><3><

NE)

- altezzadiF dalfondo: x, =%H=%x9=3m ;

=192000 N =192 kN ;

P

- altezza diF, dal fondo:x, =%h=%x3=lm ;
- forzarisultante sulladiga :F=F —F, =1725-192=1533kN ;

2 2 2 2
- altezzadiFrispettoalfondo:x=lH Hh+h =l><9 TOX3+3 =325m .
3 H+h 3 943

La diga ¢ in equilibrio sotto la forza dell'acqua F, la risultante R delle reazioni delle cerniere superiore e infe-
riore (fig. a) e della reazione N fra le porte che agisce normalmente all'unione e quindi con un angolo retto ri-
spetto all'asse della diga. Le tre forze sono sullo stesso piano orizzontale e si incontrano in un punto perché sono
fra loro in equilibrio. In direzione parallela alla diga si ha:

N cos(30°)=R cos(30°) - N=R ,
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mentre in direzione normale alla diga si ha:
N sin(30°)+ R sin(30°)=2 N sin(30°)=2 R 5in(30°) = F - H=R=F=1533kN ;

le tre forze agiscono ad un'altezza dal fondo x = 3.25 m.
La reazione risultante R ¢ divisa fra le cerniere superiore ed inferiore:

—h 25-0.
X~ =1533XM:6971<N :
h, —h, 6.25-0.75

- forzasulla cernierainferiore: Ry =R — R =1533-697=836kN .

- forzasulla cerniera superiore : R, =R

La fig. ¢ mostra il diagramma della pressione della diga. Sotto il livello AD la pressione aumenta in modo
uguale sulle sue due facce in modo che, al di sotto del livello inferiore dell'acqua, la pressione rimane costante e
uguale al valore AD. La parte superiore della paratoia si trova in A e la forza risultante ¢ rappresentata dall'area
ABCD:

- pressione:p, =p g (H —h)=1000><9.80665><(9—3)=5886O£2559k—1\21 :
m m
- areadella paratoia:S, =B H, =1x0.75=0.75 m? ;

- forzasulla paratoia : F, =p, S, =58.86x0.75=44 kN .

Poiché la pressione ¢ uniforme su tutta la paratoia, la forza F, agisce sulla sua altezza media, pari a x = 37.5 cm
sotto il livello inferiore dell'acqua.

Esercizio 2.5.17

Trovare la forza risultante e il centro di pressione su: a) una superficie piana verticale quadrata di lato L =
1.8 m; b) una superficie piana verticale circolare di diametro D = 1.8 m. In entrambi i casi il baricentro delle su-
perfici € hg = 1.2 m sotto il pelo libero dell'acqua.

Av4
(@) )\O
h
D v

L Ge®

L

<z S
< >

La forza risultante su una superficie piana ¢ data dalla relazione (2.12)
F=pghgS
mentre la profondita del centro di pressione ¢ data dalla relazione (2.16)

J._sin’a
he=hg +—25——
hg S

dove a ¢ I'angolo di inclinazione della superficie rispetto al piano dei carichi piezometrici. Nel caso di parete
verticale, in cui o0 = 90°, si ha:
a) per il quadrato:

F=pghg Ssina=p ghg L* sino. =1000x9.80665x1.2x1.8% xsin(90°)=38100 N

4
.2
J Sin2(x —SIn"o 2 -2 2 s 2 o
hemhg+-n Eop 12y Lsie ) L xsin 907 0°) 1 425m ;
hg S hg L 12hg 12x1.2
b) per il cerchio:
D> nx1.8?

sina =1000x9.80665x1.2x x5in(90°)=29900 N

F=pghg Ssino=pghg &
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D* .,

7 sinZo, sin“o 2 .2 20 5 2(0no
he=hg+-2 Cop oy 64y Doswa o 18 xsm 90°) _ 360m .
he D 16hg 16x1.2

A parita di dimensioni massime, il quadrato rispetto al cerchio ha una superficie maggiore e quindi la forza
risultante ¢ piu grande e il centro di spinta pill profondo.

Esercizio 2.5.18

Una paratia verticale ha una porta alta H =2 m e larga B = | m fissata mediante due cerniere situate ad una
distanza a = 15 cm sotto la parte superiore e ad una distanza a = 15 cm sopra la parte inferiore di un lato vertica-
le e mediante un chiavistello nel centro dell'altro lato verticale. Quando una faccia della paratia & sottoposta alla
pressione dell'acqua il cui pelo libero si trova all'altezza del chiavistello (H/2) calcolare: a) la forza sul chiavi-
stello F¢; b) le forze Fp; e Fp, su ogni cerniera, dopo aver trovato la loro risultante Rp.

a*ﬂ A A
H
2
\v4 Y
T AH
H
2
Y VY

La forza risultante su una superficie piana ¢ data dalla relazione (2.12)
F=pghgS
mentre la profondita del centro di pressione ¢ data dalla relazione (2.16)

1, sin’a
hC =hG +—gg
hg S

dove o ¢ I'angolo di inclinazione della superficie rispetto al piano dei carichi piezometrici. Nel caso di parete
verticale, in cui o0 = 90°, si ha:
F=pghg S=pghg BH=1000%9.80665x0.5x1x1=4900 N

BH® .,
Sin- o

g
hg S

I,, sin’a B H? sin’a —054+ 1 Xsin2(90°)

12hg ) 12x0.5

—+ =
" hyBH ¢

he=hg + =0.6667 m

oppure
2 2
hC =§H=§X1=06667 m .

La forza sul chiavistello viene trovata facendo 1'equilibrio della porta attorno all'asse passante per i perni del-
le due cerniere

Fb=F. be

dove b ¢ il braccio della spinta F dell'acqua e vale b = B/2, F¢ ¢ la forza sul chiavistello e b¢ ¢ il braccio della
forza F e vale bc = B; allora
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Per trovare le forze sulle cerniere, bisogna dapprima determinare la loro risultante Rp sul punto intersezione

dell'asse passante per i perni delle cerniere e dell'asse passante per i punti di applicazione della spinta F e della
forza sul chiavistello Fc. Il punto d'intersezione si trova alla profondita hp ad una distanza d dalla spinta F e ad

una distanza d¢ dalla forza sul chiavistello F¢. In base alla simmetria della configurazione si verifica che

hp =2he =2x0.6667=1.333m

de =yhp? + B2 =4/1.333° +12 =1.667m
de _1.667

d=—==——=0.8333m
2 2

Rpd=F.d —  Rp=F.=2450N .

A questo punto ¢ possibile calcolare le due forze agenti sulle cerniere mediante il sistema di equazioni seguente

- hP—%Jra 1.333—%+0.15
F,y m=R, (n—m N F,, =R -R =2450x——= =697 N
Pl p ) PETP P H-2a 2-2x0.15
hp+%—a N 1.333+%—o.15
F,, m=R, n N Fp=Rp—— 2 —R, - =2450x—— 2 —3]50N
P2 P P2oTP g2, P m 2-2x%0.15

Esercizio 2.5.19
Un recipiente & lungo L = 180 cm, alto H = 90 cm, largo B; = 90 cm nella parte superiore € B, = 30 cm nella

parte inferiore ed & completamente riempito di acqua. Calcolare: a) il peso totale dell'acqua; b) la forza totale e-
sercitata dall'acqua sulla parete di fondo; c) la forza totale esercitata su una delle pareti laterali inclinate. Verifi-
care: d) l'equilibrio in direzione verticale.

O

I
—

L
a) Il peso totale dell'acqua del recipiente ¢ dato da
G=pgV=pgSL=p gw L =1000x%9.80665x (0.90+0.30)x0.90 x1.80=9530N .

b) Poiché la pressione p; agente sulla parete di fondo ¢ data dalla legge di Stevin (2.7)
pr =p g H=1000x9.80665x0.90=8830Pa ,
la forza F; agente sulla parete di fondo ¢ data dalla relazione (2.12)
F; =p; S=p; LB, =8830x1.80x0.30=4770N .
c) Poiché la pressione media p,, all'altezza del baricentro di una parete laterale ¢ data da

_pot+pr _0+8830

=4415Pa ,
2

Pm

la forza F, agente su una parete laterale inclinata ¢ data da

componente orizzontale : F, =p,, LH=4415x1.80x0.90=7150N ;

componente verticale: K, =p,, L % =4415x1 .SOXM;OSO =2380N .
d) Per 'equilibrio deve essere:
G=F +2xF, - 9530=4770+2x2380 - 9530=9530 c.v.d.
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Esercizio 2.5.20

Un serbatoio cilindrico verticale chiuso, di diametro D = 60 cm e di altezza H = 1.8 m, contiene acqua fino
ad una altezza h = 1.2 m. Nel cilindro & pompata aria alla pressione p, = 35 kN/m? sopra quella atmosferica.
Calcolare: a) la forza normale totale F sulla parete verticale del serbatoio; b) la distanza h¢ del centro di pressio-
ne dalla base.

os A

o] T
“1h

YV

La pressione sulla parete verticale pud essere considerata come somma di una quantita costante, corrispon-
dente alla pressione p,, € di una quantita idrostatica variabile linearmente da p;g, agente a livello del pelo libero,
a p;, agente sul fondo del serbatoio.

a) Per quanto riguarda la forza si ha

- superficiesu cui gravap, :S, =n DH=nx0.6x1.8=3.393 m? ;

- forza dovuta alla pressione p,, : E, =p, S, =35000x3.393=119000 N ;

- pressioneidrostatica a livellodel pelo libero : p;,g =0 Pa ;

- pressioneidrostatica sul fondo: p;; =p g h =1000x9.80665x1.2=11770Pa ;
s +Di 1177

- pressioneidrostatica media : p;,,, = Pis tpir _ O+ 5 0_ 5885Pa ;

2
- superficie su cui grava p; : S;

. =tDh=71x0.6x1.2=2262m" ;
- forza dovuta alla pressione p;, : F =p;, S; =5885x2.262=13000N ;
- forzatotale:F=F +E =119000+13000=132000 N

b) Per quanto riguarda il centro di pressione, si pud considerare la parete cilindrica come una parete
rettangolare avente per base la circonferenza del serbatoio; allora:

- altezzadel centrodispintadiF, the = H_18_ 09m ;

oo

NSRS

2
L . H 1.
- altezzadel centrodispintadiF, :h¢ = 3 =—=04m ;

ol

_F he, +Ehe, 119000%0.9 +13000x 0.4

- Fh¢=F hCo +F hCi - he v 132000

=0.85Im

Esercizio 2.5.21

Un'apertura rettangolare sulla faccia bagnata dall'acqua di una diga & chiusa mediante un portellone montato
su due perni orizzontali passanti attraverso il centro dei due lati verticali. Se il livello dell'acqua ¢ al di sopra del
bordo superiore del portellone: a) dimostrare che il momento richiesto per aprirlo ¢ indipendente dal livello del-
I'acqua; b) calcolare il valore del momento per un portellone largo B=1.25 me alto H=1 m.

rl'l
I
|

nl
|

e8]

Se si indica con h l'altezza dell'acqua al di sopra del bordo superiore del portellone, la pressione pud essere
considerata come somma di una quantita costante, dovuta solamente all'altezza h e corrispondente alla pressione
ps agente sul bordo superiore, e di una quantita idrostatica variabile linearmente da p;g agente sul bordo superio-

re a p; agente sul bordo inferiore.
a) Allora

- pressionecostante:pg=pgh ;

- forzadovutaapg:F=pgS=pghBH ;
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- altezzadel centrodispinta di K :h¢ = H

La forza Fg ¢ applicata alla stessa altezza dei perni e quindi non crea momento; di conseguenza l'altezza h non
influenza il momento di apertura del portellone.

c.v.d.

b) Ancora:
- pressioneidrostatica superiore: p;g =0 ;
- pressioneidrostatica inferiore:p;; =pgH ;

. . H H
- pressioneidrostatica media : p;,, = Pistpy _O+peH_pe ;
2 2 2
2 2
- forza della pressione idrostatica : E =p;,,, S= P ‘(’;H BH=PE 1; H 1000X9'806265X1'25X1 =6129N ;
L . H 1
- altezzadel centrodispintadiF th¢e = 33 0.333m ;
- momentodiF:
2 3 3
M=F E—hc_ _pgBH"(H H) pgBH" _1000x9.80665x1.25x1 —102IN.m
2 ' 2 2 3 12 12

Esercizio 2.5.22

Un'apertura circolare A nella parete inclinata (o0 = 60°) di un serbatoio ¢ chiusa mediante una valvola a disco
V di diametro D = 70 cm. Il disco ¢ incernierato in H e il braccio del contrappeso ¢ appena sufficiente a tenere
la valvola chiusa quando il serbatoio & vuoto. Sapendo che a = 15 cm, trovare la massa addizionale m che deve
essere posta sul braccio a una distanza b = 90 cm dalla cerniera per poter mantenere chiusa la valvola fino a che
il livello dell'acqua non raggiunga l'altezza h = 60 cm sopra il centro della valvola (si trascura il peso del brac-
cio).

La forza risultante orizzontale su una superficie piana ¢ data dalla proiezione della relazione (2.12) sul piano
verticale

F=pghg Ssina

dove a ¢ I'angolo di inclinazione della superficie rispetto al piano dei carichi piezometrici, mentre la profondita
del centro di pressione ¢ dato dalla relazione (2.16)

1,, sinal
hC =hG +—gg
hg S
Nel caso in cui o = 60°, per il cerchio si ha:
. nD? . nx0.7% . o
F=pghg Ssina=pghg sina =1000x9.80665x 0.6 x xsin(60°)=1961N ;
D'
J,, sinal sin“o 2 2 20w 2(sno
hezhg+-2n oy 64y DS, 0.7 xsin 1607 (60°) 4 6383m .
hg S nD 16hg 16x0.6
hg 4
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Rispetto all'asse di rotazione H il momento creato dalla forza F deve essere uguale a quello creato dal peso P
della massa m. Il braccio della forza F ¢ dato da

bp=|a+2+6C |sina={ a+ 2+ BTN ) o= 0,154 &7, 003832061 i (60°)=0.4713m
2 2 sina 2 sin(60°)
e quindi

_Fbp  1961x0.4713
gb  9.80665x0.9

Fbr=mgb - 105kg

Esercizio 2.5.23

Una paratoia rettangolare, larga B = 1.8 m e alta H = 1.5 m, con il bordo superiore posizionato h = 1.2 m sot-
to il pelo libero, viene aperta mediante scorrimento su guide. Sapendo che la paratoia e le guide sono inclinate di
o, = 45° rispetto alla orizzontale e che il coefficiente di attrito fra paratoia e guide ¢ f = 0.12, calcolare la forza
necessaria lungo le guide per aprire la paratoia.

< Y

\ h
" A o A
G Hsin o

F127 C)

La forza orizzontale su una superficie piana ¢ data dal prodotto della pressione agente all'altezza del suo ba-
ricentro per la proiezione, sul piano verticale, dell'area della superficie stessa; allora:

-

le=

™

- hG=ESiIlOL+h;
2
H .
- pG:pghG:pg(7s1na+hJ;

- FO=pGXAsina=pg(%sina+h)xBHsin(x ;

- F=i=pg(%sina+hj3 H=1000><9.80665><[%sin(50°)+1.2}><1.8><1.5=47000N .

sinou
La forza lungo le guide diventa allora

T=fF=0.12x47000=5640 N .

Esercizio 2.5.24
Un canale rettangolare, largo B = 120 cm e alto H = 90 cm, scarica acqua dolce in mare attraverso un foro

praticato in un argine avente un angolo o = 50 ° rispetto all'orizzontale. Il canale ¢ chiuso tramite una valvola a
cerniera, che ruota attorno al bordo superiore e che ha massa m = 500 kg con centro di gravita coincidente con il
baricentro. Se il livello del mare si trova all'altezza delle cerniere, calcolare il dislivello Ah fra acqua dolce e ac-
qua di mare affinché la valvola si apra e consenta lo scarico in mare (massa volumica acqua p, = 1000 kg/m3 e
massa volumica mare p,,, = 1025 kg/m?).

P.S. Nella figura di destra ¢ mostrato, per I'acqua dolce, come sia F, = F,; + F,, e come h, sia ricavabile da
hcar € hego.

. V b
A Ah o /
HiAn A = A
2 h ca —|Fa heca | h Ca2
V2 H Pa=gtl | op> Y
Fe Chn Fm \/ A ggzﬁ Pm

2
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Per l'equilibrio attorno alle cerniere, il momento creato dall'acqua dolce deve essere uguale ai momenti creati
dall'acqua di mare e dal peso della valvola

Fa hcm =Fm hCm +Pb .

A sua volta il momento creato dall'acqua dolce puo essere scomposto in due quantita: quella dovuta alla pres-
sione (costante) in corrispondenza delle cerniere e quella (variabile) dovuta al carico piezometrico che aumenta
con la profondita

F he =F he +FE;he

dove

E, =p, X Asina=p, g Ahx B Hsino.=1000x9.80665x Ah x1.2x0.9xsin(50°)=8113 Ah [N] ;
- he L h-1s09=045m :
al 2 2

- F2=p2><Asin0L=pag%xBHsinoc=1000><9.80665><0—f><1.2><O.9><sin(50°)=3651[N] :

a.

- he =2H=2%09=060m .
a2 3 3

Ancora:

- F

m

=p,, XAsina=p_ g %XB H sina =1025x9.80665x%x1.2x0.9xsin(50°)= 3742N ;

- he =2H=2><0.9=O.6m;

mo 3 3
- P=mg=500%9.80665=4903 N ;
H 1 0.90 1
:—_:_X

- b
2 tga 4 tg(50°)

=0.3776m .

In conclusione
E, hCal +E, hCa2 =F, hCm +Pb -

- 8113xAhx0.45+3651x0.6=3742x0.6+4903x0.3776 -
- 3651xAhx0.45-1906=0 - Ah=0.522m .

Esercizio 2.5.25

L'estremita di uscita di un canale rettangolare, largo B = 1.2 m e alto H = 0.9 m, ¢ chiusa da una valvola a
cerniera inclinata di o = 50° rispetto all'orizzontale e incernierata sul lato superiore del canale. La valvola ha
una massa m = 830 kg e il suo centro di gravita si trova hg = 0.33 m sotto le cerniere. Quale deve essere il livel-

lo h dell'acqua, rispetto alla base, affinché la valvola si apra?

Per I'equilibrio attorno alle cerniere, il momento creato dalla spinta dell'acqua deve essere uguale a quello
creato dal peso della valvola

Fbp=Pb, .

La forza orizzontale su una superficie piana ¢ data dal prodotto della pressione agente all'altezza del baricentro
della parte immersa per la proiezione, sul piano verticale, dell'area della superficie stessa (2.12)
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h 1 2
Pa sz ng
mentre il suo braccio & dato da
2 1
br=h¢ +(H—h):§h+(H—h):H—§h :

il peso della valvola ¢ dato da

P=mg
mentre il suo braccio ¢ dato da
h
bp =—L
tgol
Sostituendo nell'equazione di equilibrio, si ha
h mh
Fb.=Pb, — lprhzx H-1h =mg—2% - —lth3+lpBHh2=—Q -
2 3 tgo 6 2 tgo
S 110001207 + Lx1000x1.2x09x k2 = 8392033 -200h* +540h* —230=0 .
6 2 tg(50°)

Uno o piu dei tre zeri del polinomio di terzo grado si individuano rappresentando graficamente il suo anda-
mento nel campo possibile della soluzione 0 < h < H; nella figura seguente & riportato il campo frah=0.5me h
= 0.9 m e da essa si vede che uno degli zeri si trova attorno ah = 0.77 m.

80 - -
F(h) ] [
40 .

| -
0 > /o/

80 —

-120

-160

05 055 06 065 07 075 08 08 09
h [m]

Per una individuazione piu precisa dello zero si puod ricorrere al metodo di Newton - Raphson che, partendo

da un valore iniziale di tentativo e trovando il valore incrementale Ah dell'incognita h, consente con procedura
iterativa di avvicinarsi alla soluzione cercata; se si pone

F(h)=-200h*+540h? — 230 i F'(h)=-600h2 +1080 h
le equazioni da risolvere sono

Ah:—F—h) , h=h+Ah .

(
F'(h

Partendo da h = 0.5 m, si trovano i valori riportati nella tabella seguente

~—

h F(h) F'(h) Ah h+Ah
0.5000000 —120.0000000 390.0000000 0.3076923 0.8076923
0.8076923 16.8957670 480.8875740 —0.0351345 0.7725578
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0.7725578

0.0770431

476.2550054

—-0.0001618

0.7723960

0.7723960

0.0000020

476.2303304

0.0000000

0.7723960

e quindi la soluzione h = 0.772 m.
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2.6. SPINTA IDROSTATICA SU SUPERFICI CURVE

Esercizio 2.6.1

Una diga in ferro ¢ costituita da un cilindro BAC, pesante G¢ = 60 kN, e da un setto verticale BE, pesante Gg
= 10 kN. 1l cilindro, di diametro d = 2 m e di lunghezza Y = 3 m, ¢ immerso in acqua profonda H = 6 m. Calco-
lare le spinte orizzontale F, e verticale F, gravanti sul cilindro.

Z

(28

Dalla relazione (2.18) si ha che la spinta orizzontale F, ¢ dovuta alla pressione piezometrica che agisce sulla
proiezione, lungo il piano verticale, della superficie cilindrica BAC. Poiché la profondita h, del punto A, medio
fra B e C, € data da

d
hA:H_E N

la pressione idrostatica p, nel punto A ¢ data da

d
Pa=pghy =pg[H—§j
e la proiezione verticale S, del mantello del cilindro ¢ data da

S,=Yd ,

la spinta orizzontale ¢ data dalla pressione p, moltiplicata per l'area del rettangolo S,
d 2
F,=pAS,=pg H_E Y d =1000%9.80665 % 6—5 X3x2=294200 N = 294 kN

ed ¢ diretta verso destra.

La spinta verticale ¢ invece dovuta alla somma algebrica della forza diretta verso il basso agente sulla super-
ficie cilindrica AB e della forza diretta verso 1'alto agente sulla superficie cilindrica AC; entrambe le forze sono
date dal peso reale oppure immaginario dell'acqua sovrastante le due superfici. Il peso dell'acqua reale gravante
sulla superficie AB ¢

d 1m=md? 2 1 mx2?
Gan=P&Viprn=pg|hy —————|Y=1000x9.80665%| 5x=——x
AB =P & VABED Pg[ AST AT j [ 272

)x3=124000N

dove V ,ppp € il volume dell'acqua, mentre il peso dell'acqua reale e immaginaria gravante sulla superficie AC &

2 2
Gac=P 2 Vacen =pg(hA %+%%}Y:1000x9.80665x£5x§+%x%]x3:170200N

dove V , qpp ¢ il volume dell'acqua. La spinta verticale complessiva vale
F, =G ¢ — G =170200-124000= 46200 N = 46 kN

ed ¢ diretta verso l'alto.
Poiché il peso ¢ superiore alla spinta di Archimede, il cilindro appoggia sul fondo con una forza

F=G.+Gg—F, =60+10—46=24kN

diretta verso il basso.

Esercizio 2.6.2
Una paratoia consiste di un quarto di circonferenza di raggio R = 1.5 m ruotante attorno al suo centro O. Es-
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sa ¢ larga Y = 3 m, ha una massa m = 6000 kg e il suo baricentro Gp ha le coordinate xp = 0.6 m e yp = 0.6 m.
Quando l'acqua ¢ allo stesso livello di O, calcolare: a) I'entita delle componenti orizzontale F, e verticale F, del-

la spinta F sulla paratoia; b) 1'angolo di inclinazione o della spinta F rispetto all'orizzontale; c¢) il momento M ri-
chiesto per aprire la paratoia facendola ruotare attorno ad O verso l'alto.

| R >I
B
O 3 Av4
P \1/ iy .
hc P
XG GP
()
G
-------- R Ay ~aull N
_A
F
F,
a) Dalla relazione (2.18) si ha che la spinta orizzontale F, ¢ dovuta alla pressione piezometrica che agi-

sce sulla proiezione OA, lungo il piano verticale, della superficie cilindrica AB. Poiché la profondita hg del ba-
ricentro G della superficie OA ¢ data da

hg =

bl

R
2
la pressione idrostatica pg nel punto G ¢ data da
R 1
P =Pghg=pPg ) pe
e la proiezione verticale S, = OA del mantello del cilindro ¢ data da

S,=YR ,

la spinta orizzontale F, & data dalla pressione pg moltiplicata per I'area del rettangolo S,
F, =pg S, =%p gRYR =%p g YR? =%><1000><9.80665><3><1.52 =33100N

ed ¢ diretta verso sinistra.
La spinta verticale F, ¢ invece dovuta al peso immaginario dell'acqua sovrastante la superficie cilindrica ed ¢
diretta verso I'alto. Il peso dell'acqua immaginaria gravante sulla superficie AB ¢ data da

E, =G 3o =P 2 Vago =ng%nR2 :1000><9.80665><3><%><n><1.52 =51990N .

b) Il valore assoluto della spinta F ¢ quindi dato da

F=\/FX2 +E2 =+/33100% +51990% =61630 N

e il suo angolo di inclinazione o rispetto all'orizzontale vale
oL =arctg L3 =arctg 21990 =1.004rad=57.5° .
F, 33100

c) Poiché la superficie AB ¢ parte di un cilindro, per ragioni di simmetria la spinta F passa attraverso O
e non crea momento nell'apertura della paratoia; il momento ¢ quindi dovuto al solo peso della paratoia applica-
to al punto Gp

M=Phg=mghg=6000%x9.80665%0.6=35300 N.m .
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Esercizio 2.6.3

Un frangiflutti ha una curva rappresentata nel piano (x — z) dall'equazione x2 = A z con A = 2 m. Se l'altezza
dell'acqua di mare raggiunge il valore Z = 3 m, calcolare: a) 'entita per metro di lunghezza (Y = 1 m) delle
componenti orizzontale F, e verticale F, della spinta F sul frangiflutti; b) le posizioni x¢ e z¢ delle componenti
rispetto rispettivamente all'asse z e all'asse x.

ZA x>2=Az

Av4
A F
XcC
Z Fy
zc
\ Y N
a) Poiché la pressione atmosferica agisce sulle superfici sia del frangiflutti sia del pelo libero del liquido,

la pressione in funzione di z e di x ¢ data dalla sola parte idrostatica della legge di Stevin (2.7)

oe)=—pg(z-2) p<x>=-pg[ﬁ-z] |

A

di conseguenza, sostituendo queste leggi nelle relazioni delle componenti orizzontale F, e verticale F,, per unita
di lunghezza del frangiflutti si ottiene

2% 2 2 2
. I - I el Z)rpe| Z2-L | —pg[z2 L | PEZ_1000x9.80665x3" 11 N
2 0 2 2 2 m

A2 A

Jaz
JA JAZ 2 3
Fz=jp(z><)dx=_[ —pe| Xz |dr=pe|zx—— 2| —pglzVaz-L2ZJAzZ]-
0 0 A 0 3

=pg§z\/A z :1025><9.80665><§><3><«/2><3 —49240 N
m

Il valore assoluto della spinta F per unita di lunghezza ¢ quindi dato da

F=\/Fx2 +E,? =y/44130 + 49240 —e6120 N .
m
b) Le rette d'azione sono ottenute facendo I'equilibrio attorno all'asse y del momento delle componenti

per unita di lunghezza e dell'integrale dei momenti delle singole quantita infinitesime per unita di lunghezza. Per
la componente in X, sostituendo il valore prima ottenuto per F,, si ha

F, z¢ =J.A p(Z)ZdAZ - =—J. z)zdA,

z

7 2 3 3
=ij—pg(z—z)zdz=ipg zZ o2 PeZ _Z 3 i 00m,
E o F, 2 3| pgZ? 6 3 3

mentre per la componente in z, sostituendo il valore prima ottenuto per F,, si ha

F, xC:J‘A p(X)XdAx - :—J di
Jaz JAZ
_ij_ LS O ZX_Z_Lﬁ _ LG AZ 1 (azZ)
Ed P& E P8 A EPE"2 A 4 |

2
3 PEAZ 3 fa7-34J2x3=0920m .
pg2ZJAZ 4 8 8

La retta d'azione della spinta F ¢ quindi data da
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f=0.92i+1.00k

Esercizio 2.6.4
Una paratia, larga Y = 5 m, ha una curva rappresentata nel piano (x — z) dall'equazione z> = A x con A =4
m. Se l'altezza dell'acqua raggiunge il valore Z = 4 m, calcolare: a) l'entita delle componenti orizzontale F, e

verticale F, della spinta F sulla paratia; b) le posizioni X e z¢ delle componenti rispetto rispettivamente all'asse
z e all'asse x.

, A «= 22
A v
A
Fx
XC 4
F, |
Y Y X)

Poiché la pressione atmosferica agisce sulle superfici sia della paratia sia del pelo libero del liquido, la
pressione in funzione di z e di x & data dalla sola parte idrostatica della legge di Stevin (2.7)

p(2)=—pe(z-7) p(x)=—pelax)?-z;

di conseguenza, sostituendo queste leggi nelle relazioni delle componenti orizzontale F, e verticale F,, si ottiene

Z 4 ZZ z 5 Zz
F, =I Yp(z)dz:j “Ype(z-7)dz=pgY Zo-"-| =pe¥|ZP =T
0 0
0
_pgYZ® 1000x9.80665x5x4°
2 2
722 /A 72 /A 22 IA
E, = Yp(x)dx=.|. —ng[(Ax)”z—Z]dx=ng[Zx—§A”2xm} =
0 0
0

=392300 N

3 3 3 3
:ng(z__gAm z ]:ngz _ 1000x9.80665x5x4" _, <o

A 3 A2 3A 3x4

Il valore assoluto della spinta F ¢ quindi dato da

F:\/FXZ +E =4/392300? + 2615007 =471000 N = 0.47 MN .

Le rette d'azione sono ottenute facendo 1'equilibrio attorno all'asse y del momento delle componenti e dell'in-
tegrale dei momenti delle singole quantita infinitesime. Per la componente in x, sostituendo il valore prima otte-
nuto per F,, si ha

F z¢ =IA p(z)zdA, - Zc =FLJ‘A p(z)zdA, =

z

Z 2 3 3
=i,|.‘ng(z—Z)zdz=ing 7L Z |2 PeYZ Z_ % i3,
E Jo F 2 3| pgYZ® 6 3 3

X

mentre per la componente in z, sostituendo il valore prima ottenuto per F,, si ha

F, x¢ =J-A p(x)x dA, - Xc =FLJ.A p(x)x dA, =
x YA,
Z* A

1 (7 /A 1”2 1 x> 2 . ip s
=— — Y |A X —Z|xdx=— Y Z———A""x =
= jo pg [( ) ] —Pe 5 s 0

z z
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2A 5 A%

1.20m

1
=—opoY = = =1.
Pe pgYZ' 10A* 10A 10x4

E

z

{ZS 2 p 7 } 3A pgYZ' 37° 3x4>

La retta d'azione della spinta F ¢ quindi data da

f=1.201i+133k .

Esercizio 2.6.5

La figura mostra la sezione normale di una diga con una faccia parabolica avente il vertice in O. L'asse della
parabola ¢ verticale e, al livello dell'acqua, ¢ distante b = 12.5 m dalla faccia. Il centro di spinta C della semi-
parabola di acqua si trova a xc = 4.68 m dalla verticale per il punto O e l'altezza dell'acqua ¢ h =50 m. Calcolare:

a) la spinta idrostatica F dovuta all'acqua agente su una larghezza Y = 1 m di diga; b) la inclinazione « della

spinta F rispetto alla verticale; c) la distanza OQ, dal punto O, del punto Q dove la retta d'azione della risultante
taglia il segmento orizzontale OP.

=

<

\

a) Dalla relazione (2.18) si ha che la spinta orizzontale F, ¢ dovuta alla pressione piezometrica che agi-
sce sulla proiezione OB, lungo il piano verticale, della superficie parabolica OA. Poiché la profondita hg del ba-
ricentro G della superficie OB ¢ data da

h
hG :E 5
la pressione idrostatica pg nel punto G ¢ data da
h 1
Pc=Pghg=pPg 25 pg
e la proiezione verticale S, della superficie parabolica OA ¢ data da

S,=Yh ,

la spinta orizzontale F, ¢ data dalla pressione pg moltiplicata per 1'area del rettangolo S,

E =pg S, =%pgth=%ngh2 =%x1000x9.80665><1x502 =12.26x10° N ,

¢ diretta verso destra e si trova ad un'altezza zc rispetto al segmento orizzontale OP pari a
1 1
zc=—h==%x50=16.67m .
3 3

La spinta verticale F, ¢ invece dovuta al peso reale dell'acqua sovrastante la superficie parabolica ed ¢ diretta
verso il basso. Il peso dell'acqua reale gravante sulla superficie OA & data da

F,=Gopnp =P Vors =P 2 Y Agpp =P & Y%hb:1000><9.80665><1><§><50><12.5:4.086><106 N

dove Agpp ¢ l'area di meta parabola.
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La spinta idrostatica F ¢ allora data da

F=yF>+F> =/(12.26? + 4.086?)x10° =12.9x10° N .

b) L'angolo a di inclinazione di F rispetto alla verticale ¢ dato da

6
oL =arctg Ly =arctg 12.26x10° =1.249rad=71.55° .
F 4.086x10°

z

c) La risultante F taglia OP in Q e, se F, taglia OP in S, si ha:

1 1. F 1 12.26x10°
0Q=0S+SQ=x-+—htgoo=x-+—h—2=4684+—X50Xx———=
crynEATRe T 377 4.086%100
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