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4.0.- RICHIAMI TEORICI

Equazione di Eulero
L'equazione di Eulero ¢ data dalla relazione

0 R L -

S P+ Velipi)=—gradlp)+pF, . .1
dove Fm ¢ la forza per unita di massa applicata dall'esterno, e in coordinate cartesiane si sviluppa nel modo se-
guente

0 0 0 d op
= = =——X4pF 4.1.
2 pu)+| lapu) - (pw)s 2 (wpu) =~ Lo, 1
) ) 0 ) op
— +| — +— +— =——+pF 4.1b
26| 7-lup)s 2 (v 2 wpv) |- Lo, 1)
) 0 0 2] ap
+— +— =——+pF, . 4.1.
ow)e| glapw)e S lvpw)s L wpw) =~ Lepr, 19
L'equazione (4.1) puo anche essere scritta nel modo seguente
- _du - =
pa=p§+pV°(uu)=—grad( p)+pF - (4.2)
in coordinate cartesiane si sviluppa nel modo seguente
du du du du ap
= v tw— = 4.2.
pa, pat+p(uax+vay+wazj ax+p (4.2.2)
av v dv duv ap
Pay=Po p(“ax "oy Wazj ay TP *-20)
ow ow  ow ow op
=p—-+ —+vV—tw -—+pF 4.2.
P =P p[”a "oy az] oz P 29

mentre in coordinate cilindriche si sviluppa nel modo seguente

2
par:pa_u+p(ua_u+za_u_v_+wa_uj:_a_p+pl3 (42d)

ot or rdd r Jz or Im
ov v vov uv ov 1 dp
— Sroror .2y — |=———X +pF 4.2.
Po pat“’(“ o rov 1 +Wazj rao Pm 29
ow ow Vv ow ow ap
_ oW vow  OWI__ 9P g 42.
P =P +p(u o 1 8ﬂ+wazj 3z | P me 20

Lungo una linea di corrente e in direzione ad essa normale 1'equazione (4.2) diventa

du du Jp Jz
s i TP S il 4.3.
Pt TP s T s PEGS #50
paun +pu auﬂ =_@_p % (43]3)

o "on on " %on

dove IEm = (0, 0, — g) e dove 9z/ds = cos(a,) e dz/dn = sin(a,) con o, angolo fra s e z. Se il moto & stazionario
(Quot = du,/on =0 e ug=u) si ha

du, __ﬁ
: ot R

dove R ¢ il raggio di curvatura della linea di corrente e, se si trascura l'effetto della gravita (g = 0), la (4.3.a) e la
(4.3.b) diventano rispettivamente

ou op

pu—=--=

os 0s (4.3.0)
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_p— 43.d
p R n ( )
Equazione di Bernoulli
Integrando I'equazione (4.3.a) fra due punti generici (1) e (2) di una linea di corrente si ottiene
1 »b 1 5 J‘2 dp
—u, ——u, +| —+gz,-gz,=0. 4.4
PRI R s g2, -87 4.4)
Se il fluido ¢ incompressibile (p = cost), la (4.4) diventa
2
lu12+&+gzlzlu22+p—2Jrgz2 izm—z
2 p 2 p kg s
2 2
lu;+ﬁ+zl:lui+&+zz {m:i} : 4.5)
2. g pg 2 g pg N
1 2 1 2
Epu1 +P1+Pg21=apuz +prt+tpPg7Z, [Pa]
se il fluido subisce una trasformazione isoterma, la (4.4) diventa
%u12+RTln(p])+gzl=%u22+RTln(p2)+gZZ 4.6)
e infine, se il fluido subisce una trasformazione adiabatica, la (4.4) diventa
1y 1y
lul2 +—Y P pl(Y'])/Y +gz, =lu22 +—Y P pz(y'])/Y +gz, . .7

2 vy-1 p; 2 vy-1 p;

Velocita di efflusso - Teorema di Torricelli
La velocita di uscita da un recipiente ¢ data da

u=,2gAz (4.8)
dove Az ¢ l'altezza del pelo libero (battente).

Misura della portata - Tubo di Venturi

La velocita u, di un fluido di massa volumica p nella sezione ristretta S, di un venturimetro, inserito in una
tubazione di sezione S; e collegato ad un manometro differenziale con fluido manometrico di massa volumica
P, € data da

2 2
uzz\/Z(plgpz)S; :JZ(pM —p)gazs, 4.9)
P(Sl =S, ) P(Sl =S, )

dove Az ¢ la lettura del manometro differenziale; la portata € invece data da

G :\/ZP(Pl_Pz)S12522 :JZp(pM—p)gA2812522 (4.10)
m ’ ’
5,2 -8,2 52 -8,

Misura della pressione - Tubo di Pitot
La pressione di ristagno py, cioe la pressione letta su un foro praticato nella parte anteriore di un tubicino e-

sposto alla corrente fluida, ¢ data da

1
Po =P+ PU’=p+py 4.11)
dove p e pq sono le pressioni statica e dinamica del fluido.

Misura della velocita - Tubo di Prandtl
La velocita u di un fluido di massa volumica p, che investe un tubo di Prandtl collegato ad un manometro
differenziale con fluido manometrico di massa volumica py;, ¢ data da
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u=\/5(po—p)=\/2MgAz (4.12)
[ p

dove p e py sono le pressioni statica e di ristagno del fluido e dove Az ¢ la lettura del manometro differenziale.

Lavoro e potenza
Il lavoro effettuato da/su un fluido a pressione p e a volume V costante ¢ dato da

L=pV, (4.13)

mentre la potenza, usando la (3.3), nelle stesse condizioni ¢ data da

:Lzﬂ:pGVZBGm .

t ot P

P (4.14)
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4.1.- EQUAZIONE DI EULERO

Esercizio 4.1.1

All'interno dell'intercapedine fra due lastre parallele, in cui scorre acqua con moto stazionario (du/dt = 0) e a
falde parallele (v = w = 0), vige un gradiente di pressione dp/dx = — 1000 Pa/m. Il fluido ¢ considerato ideale e
non ¢ soggetto a forze di massa. Calcolare l'accelerazione a, subita dall'acqua.

Dall'equazione di Eulero (4.2.a) si ha

_dp
an:—d—p - a, = dx :—_10002122 .
dx p 1000 S
Dall'equazione di Eulero (4.2.a) si ha anche
pa,=pu du - a, =u du
* dx * dx

e quindi l'accelerazione ¢ di tipo convettivo (cio¢ spaziale e non temporale). Il moto non ¢ uniforme e, dato che
il fluido ¢ incompressibile, il tubo deve diminuire di diametro per soddisfare la legge di conservazione della
massa (3.9).

Esercizio 4.1.2
Un campo di velocita bidimensionale (x,z) stazionario (du/dt = ow/dt = 0), relativo ad un fluido ideale, & da-
to dalla legge
u=3x1i .
Calcolare: a) la legge della componente w della velocita in z e I'accelerazione di una particella che si trova nel
punto (x =2 m, z =1 m); b) il gradiente della pressione nello stesso punto nel caso in cui non si consideri 1'ef-
fetto della gravita

g=0
e nel caso in cui si consideri l'effetto della gravita
g=—gk .
a) Poiché non esiste movimento in z, il campo fluido € monodimensionale in x con una legge della velo-

cita in z identicamente nulla w = 0. In questo caso dall'equazione di Eulero (4.2.a) si ha l'accelerazione in
direzione x nel punto dato (x =2m,z=1m)

a, =ug—“+wg—“=3x><3+0+0><0=3><2><3=18E

X Z 32

dove i gradienti della velocita sono dati da

Jdu 1 Jdu
—=3= —=0.
ox S 0z
b) Se non viene preso in considerazione il campo gravitazionale, il solo gradiente di pressione lungo la x

viene determinato dall'equazione di Eulero (4.2.a)

P pa,=-1000x18=-18000 "2 .
o0x m

se invece viene preso in considerazione anche il campo gravitazionale, dall'equazione di Eulero (4.2.c) si puo

determinare il gradiente di pressione lungo la z

@:—pg=—1()()()><9.80665=—9810& .
0z m

Da notare che il gradiente in z corrisponde al valore statico della legge di Stevin (2.5.c) per un fluido incom-
pressibile.

Esercizio 4.1.3
Un campo di velocita bidimensionale (x,z) stazionario (du/dt = ow/dt = 0), relativo ad un fluido ideale di
massa volumica p = 880 kg/m? e immerso nel campo della gravita
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g=-gk,
¢ dato dalla legge
i=2zi+3xk .
Calcolare: a) I'accelerazione e il gradiente della pressione di una particella che si trova nel punto (x =2m, z=1
m); b) la legge della pressione p = p(X, z) sapendo che nel punto (xq, yo) la pressione vale py.

Dalle equazioni di Eulero (4.2.a) e (4.2.c) si ha

pa :_a_p con a =ua—u+wa—u
* ox * ox 0z

pa =—a—p+pg con a =ua—w+wa—w.
? 0z ? ox o0z

Nel punto (x =2 m, z= 1 m) le velocita sono date da

u=2z=2x1=2.0"1 w=3x=3x2=6.0—
S S
e i gradienti sono dati da
du Jdu 1 ow 1 ow
—=0 —=2.0- —=3.0—- —=0.
ox 0z S ox S 0z
a) Pertanto le accelerazioni sono date da
g =0 w0 0%0460x2.0=12.0
ox oz s2
ow ow m
a,=u—+w—=2.0x3.0+6.0x0=6.0—
ox 0z s?

e 1 gradienti delle pressioni sono dati da

a—p:—an ——880x12.0= 106002

X m

g—p=—p (a, +g)=—880x 6.0+ 9.80665)=— 13900 2 |
Z m

Da notare che l'accelerazione, essendo una quantita cinematica, viene determinata indipendentemente dalla
massa volumica mentre la pressione, essendo una quantita dinamica, dipende dalla massa volumica.
b) 11 differenziale totale della pressione dp ¢ dato da

dp=@dx +@dz ;
X 0z

integrando nelle due direzioni tra il punto (X, zy) di pressione py e il punto generico (X, z) di pressione p, si ha

pdp: X@dx+ Za—pdz:—paxj-tix—p(az—i-g)-[zdz - Ap:—p[aXAx—i-(aZ—i-g)Az].
Po XoaX Z aZ Xq Zg

L'isobara (Ap = 0) ¢ una retta inclinata dell'angolo

a, Ax+(az+g)AZ=O - a=atan(%)=atan[— t j=atan( Lj=—37.2° .

X a,+g © 6.0+9.80665

Esercizio 4.1.4
Un campo di velocita bidimensionale (x,z), relativo ad acqua considerata ideale, ¢ dato dalla legge
i=(5x+03t)i+(-42z+020)k .
Calcolare: a) I'accelerazione e il gradiente della pressione di una particella che si trova nel punto (x =2 m, z =1
m) al tempo t = 8§ s; b) la legge della pressione p = p(x, z) sapendo che nel punto (X, yo) la pressione vale py.

Dalle equazioni di Eulero (4.2.a) e (4.2.c) si ha
B a_p Jdu Jdu Jdu

con a,=—+u—+WwW—

Pax =75 T Y TV
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Jp ow ow ow
con a,=—+u—+w—

Pa =735, a Y Vo

Nel punto (x =2 m, z= 1 m) al tempo t = 8 s le velocita sono date da

u:5x+0.3't:5><2+0.3><8:12.40E w=—4z+02t=—4x1 +0.2><8:—2.402
S S

e 1 gradienti sono dati da

Jdu Jou 1 Jdu
038 Moo %o M_o02Z Mo =
ot 2 ox S 0z ot s2 ox 0z

a) Pertanto le accelerazioni sono date da

_du Jdu Ju m

a, =—+u—+w—=0.3+1240%x5+(-2.40)x0=62.30—
X at ox 0z ( ) 52

ow ow ow m

a, = u W—=0.2+12.40%0+ (- 2.40)x (- 4)=9.80 —

ot ox 0z g2

e i gradienti delle pressioni sono dati da

P pa, =—1000x62.30 =~ 62300 F2
ox m
a—p:—paZ =—1000><9.80=—9800E .
0z m

b) 1l differenziale totale della pressione dp ¢ dato da
_9p, .9
dp dx+—dz ;
- ox 0z
per cui, integrando nelle due direzioni tra il punto (X, zg) di pressione p € il punto generico (X, z) di pressione
p, si ha
ap ap X z
" ap _I dx +I P gr=—pa, dx—paZIdz 5 Ap=-pla, Ax+a, Az) .
Po Xo Zo X0 Zo

Nell'istante t = 8 s I'isobara (Ap = 0) & una retta inclinata dell'angolo

a, Ax+a, Az=0 - Oczatan(gjzatan ~ 2 =atan(—wj=—81.l° .
Ax a 9.80

z

Esercizio 4.1.5
Un fluido ideale, immerso nel campo della gravita

g=-gk,
ha un campo di velocita bidimensionale nel piano (x,y) che segue la legge
i=mxi-n y K.
Calcolare la legge della pressione p = p(X, y, z) sapendo che nel punto (X, y, ) la pressione vale p,

I gradienti delle velocita sono dati da

Ju du v ov
—=m =0 —=0 ——=-1n
ox ay ox dy
e dalle equazioni di Eulero (4.2.a) e (4.2.c) si ha
Jdu Jdu 2 ov ov
a, =u—+v_—=m a,=u—+v_—=n ;
ox dy ox dy
pertanto dalle equazioni di Eulero (4.2.a), (4.2.b) e (4.2.c) si ha
dp dp dp
—=—-pa,=—pmx —=-pa,=—pn —=—
pag p p) pay pny 9% pg

ox

Esercizi capitolo 4 - pag. vii



e il differenziale totale della pressione dp diventa

P 4. 9P 4, P

dp=—-dx+—dy+—dz .
P ox dy P

Integrando nelle tre direzioni tra il punto (X, Yo, Zo) di pressione py e il punto generico (X, y, z) di pressione p, si

ha

p X z X z
dp= @dx+ ya—pdy+ a—pdz:—pmJ‘xdx—an.y ydy—ng.dz -
Po Xg ox Yo ay Zg Jz Xg Yo Z

- p—po:—p[m(x2—x02)+n(y2—y02)+g(22—zo2)].

Esercizio 4.1.6

Una vasca per pesci, di dimensioni X =30 cm, Y = 60 cm e Z = 30 cm e parzialmente riempita d'acqua con-
siderata come fluido ideale, viene trasportata con un'automobile. Assumendo per una vettura media il valore
massimo dell'accelerazione pari ad a, = 2/3 g, calcolare la altezza H dell'acqua che con una ragionevole certezza

(H=0.75 Hy,,,) non la faccia tracimare. Si trascurano i sobbalzi.
z A\
Yy A

€

% | ﬂi) z
g

>
>
X

<z S,
< —=>

Si deve notare come il movimento della superficie libera del liquido sia dovuto alle accelerazioni o alle dece-
lerazioni lineari della vettura perché si trascurano gli scuotimenti dovuti ai sobbalzi. Prendendo la coordinata x
in direzione del moto, bisogna decidere se allineare il lato lungo della vasca parallelo o perpendicolare al moto,
ma la scelta pud essere fatta solo dopo aver determinato la forma che assume la superficie quando il liquido ¢
sottoposto ad una accelerazione costante a,.

L'equazione di Eulero (4.2)
pa=—grad(p)+pg .
dove g & l'accelerazione di gravita, in coordinate cartesiane pud essere scritta nel modo seguente

g - g a - a - a T g - g
p(ax it+ay j+a, k):—(£1+a—5j+a—5kj+p(gx i+gyj+g, k) .

La pressione non dipende da y e quindi si ha dp/dy = 0 e contemporaneamente si ha anche a =a,=0g =g =

0 e g, =— g; larelazione precedente si semplifica nella

- op~ opr -
an1=—(§1+a—§kJ—pgk

o nelle due componenti

Il problema ¢ di trovare una espressione per p = p(X,z) che consenta di determinare 1'equazione della superfi-
cie libera. La differenza di pressione fra i due punti (x , z) e (x+dx , z+dz), cio¢ il differenziale totale, & dato da

dp=@dx +@dz
ox 0z

e, poiché la superficie libera ¢ una linea a pressione costante (dp = 0), si ha
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dp apdx+a dz=-pa,dx—-pgdz=0 ;
ox oz
di conseguenza l'equazione della superficie libera ¢ data dal piano

a z a, *
dz=-—*dx - Idz:——XJ.dx - z—zo———"(x—xo)
g Z g 9xg g
che nell'intersezione del piano (x,z) diventa una linea retta.
La soprelevazione "e"

rispetto all'altezza media H ¢ data da

e:£tgﬂ:L dz La_x perHZ£
dx ) 2 g 2

e, poiché deve essere minima per un a_ dato, la vasca deve essere caricata sulla vettura con il lato corto nella di-
rezione di marcia. Allora con L = X =30 cm si ha

_ Xa, 30 %107 —0.150 2
2 g 2 g g
con un valore massimo, quando I'acqua comincia a tracimare, pari a
e=Z-H,,, =30x10>-H,, =030-H,,
La condizione limite &
e=e,,. — 0.150%;-:0.30—Hmax - Hmu=030—0150%§=030—0150x2=020m
Lasciando il margine di sicurezza dato, alla fine si ha
H=0.75H

max =0.75%0.20=0.150m .
Esercizio 4.1.7

Un fluido ideale, immerso nel campo della gravita

g=-gk
ha un campo di velocita bidimensionale nel piano (r,%) che segue la legge
_ _cost
u=—m-1I
r
detta "legge della sorgente". Il modello matematico di una sorgente puo essere realizzato da una portata costante
nel tempo G,/2 entrante da due fori praticati su due lastre orizzontali parallele e poste alla distanza Z; il moto ¢
allora dato da

G
cost=—

2nZ
Se G, =8 mm?%s e Z =1 m, calcolare nei punti (1) e (2) di raggi R,

0.5 me R, =2 m: a) le velocita u; e u,; b)
le accelerazioni a,; € a,; ¢) i gradienti della pressione (dp/or),_g, € (dp/or),_g,. Calcolare anche: d) la pressione
pi nel punto (1), se pr = pum; €) il raggio R in cui p; = 0.

Gv
' 2222222227772 72772 )
H r
2727227222222 ¢ S SRR SN
Gy
2
a) Le componenti della velocita sono date da
4 4 m
u=—=—-=8.0—
_cost _ G, Ixm 4 R, 05 S
= -
r 2mrZ 2xmxrxl r 4 4 0m
u,=—=—-=20—
R, 20
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v=0
w=0,

mentre i gradienti delle velocita sono dati da

ou_ du_du du 4 or R 05 s
—:—:—:0 —_——— —> 1
ot 0% oz a1’ (a_uJ I R Bpe |
o g, RS 200 s
av_av_av_av_
ot or 0J0 oz
oW _ow _0w _ow _
o or J% oz
b) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha
16 16 m
A =———=———=—128—
_u_4( 416 TR 05 52
ar_uar_lr )83 16 16 m
ar2=——3=——3=—2.0—2
R, 2.0 s
aﬂZO
a,=0.

c) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha

(@J _16p _16x1000 _ o .3 Pa
r=R;

dp 16) 16p ox)_x RS 05 m
o PRTTRITE)ITSAS 7 d 16p  16X1000 Pa
g o (—p) —oh X oox10 2
o )ir, R, 2.0 m
9p
o
209
9P _
3 pg .
d) Integrando il differenziale della pressione fra i raggi R; e R, si ha
P> Ry dp Ry dr [ 1 1
dzj Pgr - —:16'[—% =y —16p| = ———||=
N P R, or P2~ P p R, P1=P2 P|: 2[R22 RIZJ]
1 1 1 1
=p, —8p| —5 —— |=101325-8x1000 > —— |=101325-30000=71300Pa .
R,” R, 0.5 20
e) Dalla relazione precedente si ha
1 1 8 8
0=pa-sp[ -] o pedRoBR
R,” R, R,” R,
> R1=’ 8p  _ | 8x1000 oo
8p 8x1000
prt—5 101325+ 5
R, 2.0

Di conseguenza la pressione, adimensionalizzata a quella atmosferica p/p,m, in funzione del raggio generico
r diventa

1 1 P 8x1000 1 1
P=8p| —5-—5| - = S
R, R, Pam 10132510278 r

e il suo andamento ¢ riportato nel diagramma seguente.
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I e s S £

Pam (9

0.8

0.5

0.4

0.1
0.0

0.3 /

o2 1]
/
l

00 02 04 06 08 1.0

Esercizio 4.1.8
Un fluido ideale, immerso nel campo della gravita

g:_gk 5

ha un campo di velocita bidimensionale nel piano (r,9) che segue la legge

. cost -
u=—-
r

14 16 1.8 20

r [mm ]

detta "legge del vortice libero". Se cost = 4 m?/s, calcolare nei punti (1) e (2) di raggi R; =0.5me R, =2 m: a)

le velocita v, e vy; b) le accelerazioni a,; e a,; ¢) i gradienti della pressione (dp/dr),_g, € (dp/r),_g,. Calcolare
anche: d) la pressione p; nel punto (1), s€ ps = Pam; €) 1l raggio Ry in cui p; = 0.

a) Le componenti della velocita sono date da
u=0
Vl - -
cost 4 !
r r vy =
w=0

k)

mentre i gradienti delle velocita sono dati da

au:au_a_u_au_o

ot or 09 oz

[éq _
ﬂ=ﬂ=a_V=o i=_i ar r=R
a9 oz | a2

8w=aw_a_w_8w=

ot o 0 oz
b) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha

ar =
v oo1(4) 16 !
B -
ar2:
a;=0
a =
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c) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha

d 16) 16 [%j =1126§=16;;(3)00=128X103%
—p=—par=—p(——j=—p > =R, Ry :

3 3

or 2) r (@) :lé_gzmzz.onwi
o)y, RS 20 m

dp

9P _9

F40)

Jp

5% PE

d) Integrando il differenziale della pressione fra i raggi R; e R, si ha

P2 R, dp R, dr 1 1 1
dp=| —dr - -p,=16 J. - - =p,—16p|——| ——-——||=
N P R, or P2 =P, p R, P1=P2 P{ 2(R22 RIZJ]

=p, —8p %—% =101325—SXIOOO(%—%j=101325—30000=71300Pa .
R,” R, 0.5 20
e) Dalla relazione precedente si ha
1 1 8 8
R,” R, R,” Ry
~  R,= | 8p _ [ 8x1000 o0
8p 8x1000
Prt—> 101325+ 5
R, 2.0

Da notare 1'analogia con I'esercizio 4.1.7 e 1'uguaglianza del comportamento della pressione

p _8><1000( 1 _L)
Pum 101325 '

0.278> 12

Esercizio 4.1.9
Un fluido ideale, immerso nel campo della gravita
g =—£g k ’
ha un campo di velocita bidimensionale nel piano (r,9) che segue la legge di rotazione attorno all'asse verticale
i=orj
detta "legge del vortice forzato". Se ® = 4 rad/s, calcolare: a) le componenti della velocita u, v e w; b) le accele-
razioni a,, ay € a,; ¢) i gradienti della pressione dp/dr, dp/d® e dp/dz. Se per R, = 0 & p, = 0, calcolare anche: d)
il raggio R, in cui py = Paym-

a) Le componenti della velocita sono date da

m
u=0 s v=r=4r— , w=0,
S

mentre i gradienti delle velocita sono dati da

Qu_du_du_du_, o Ov_ov_ov_g ov_. 1 Ow_ow_ow_odw_,
ot Jdr 0J% 0z oot 9% oz or s ot or 00 0z
b) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha

2

\ 2 m
ar:—T:—(D r:—16rs—2 , ay3=0 , a,=0.

c) Dalle equazioni di Eulero (4.2.d), (4.2.e) e (4.2.f) si ha

ap 2 Pa ap op
P pa,=—plo’r)zi6pr—= , Lo | P_
Pa: p( r) prm 20 0z

3 —-pg .
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d) Integrando il differenziale della pressione fra i raggi R; e R, si ha

p R R
Izdpz K TN p2—p1=16pj 2rdr=16p(R22—R,2) N
P1 R,

R, Or
2
S py=l6pR2_gpr,2 o R,= P2 103D g0
2 8p  \8x1000

La pressione, adimensionalizzata a quella atmosferica p/p,,, in funzione del raggio generico r diventa

p__8x1000

=8pR,’ — =
P2 =8P %2 P 101325

e il suo andamento ¢ riportato nel diagramma seguente.

o /

Pam 0.9
08 - /
07 - /
06 - /
05 /

04 1 /

03 %
02 —
0.1 “
| "
0.0 —
00 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40

r [mm ]

Esercizio 4.1.10
Un contenitore cilindrico, di raggio R = 0.25 m e di altezza Z = 0.5 m, ¢ riempito per meta altezza (Z; = Z/2)

da acqua, considerata come fluido ideale, ed ¢ messo in rotazione con velocita costante ® attorno al suo asse;
dopo un certo tempo, anche il liquido si mette a ruotare solidalmente con il contenitore. Il fluido ¢ logicamente
sottoposto anche al campo gravitazionale con g, = — g. Calcolare la velocita di rotazione o alla quale il fluido

comincia a traboccare dal bordo superiore.

] A
P 2 )

L'equazione di Eulero (4.2)
pa=—gradp)+pg ,
dove g & l'accelerazione di gravita, in coordinate cilindriche pud essere scritta nel modo seguente

g - T a = la - a - e - T
p(ar1+aﬁJ+azk):—(a—$1+;£]+8—5kj+p(gr 1+gﬁ]+gzk).
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La pressione non dipende da ¥ e quindi si ha dp/d0 = 0 e contemporaneamente si ha anche a, =—v*/rea,=a, =
0, g.,=gy=0¢g,=—g: larelazione precedente si semplifica nella

- op~ Ip- ~
= | L7y Py | pek
pa, 1= 21 +22k]-ps

o nelle due componenti

d__ v 9p
—=p—=pO°r —=- .
or P r P 0z Pe

Il problema ¢ ora di trovare una espressione per p = p(r,z) che consenta di determinare I'equazione della su-
perficie libera. La differenza di pressione fra i due punti (r, z) e (r+dr , z+dz), cioe il differenziale totale, ¢ dato
da

dp= a_p dr + @ dz
or 0z

e, poiché la superficie libera ¢ una linea a pressione costante (dp = 0), si ha
dp:g—pd1r+@dz:p0)2 rdr—pgdz=0 ;
or oz

di conseguenza l'equazione della superficie libera ¢ data dal paraboloide

2 z 2 r
dz=2"rdr - J.dz:m—J.rdr - Z—7y=—Tr
g Z, g 90

che nell'intersezione del piano (r,z) diventa una parabola.
11 volume del fluido V4 nella configurazione di equilibrio dinamico vale

R R R (2 2
Vd:J.z2nrdr:J.202nrdr+J- w—2nr3dr:nzOR2+ﬂR4
0 0 02g 4g

dove l'altezza generica z ¢ tratta dalla legge della superficie libera e dove R ¢ il raggio esterno del contenitore; in
corrispondenza dell'altezza Z si ha

2 2
Z=2+ 2 R? 5 z,=7-2R2
2g 2g

e rispettivamente
T T T
Vy=nzyR*+=—R*=nZR*-=—R*+ RY=nZR*-=—
4g 2g 4g 4g

2
Tw
— R .

Invece il volume del fluido V| nella configurazione di equilibrio statico prima del movimento vale
V,=nZ R? =n%R2 .

Infine, uguagliando i due volumi, si ha

2
Vo=V, o azR2-I2RionZrr 0 222220
’ 4¢g 2 R
m:\/zgzzz\/2x9.806625><0.5 _ppstad
R 0.25 s
Esercizio 4.1.11

Per facilitare I'ingresso dell'aria, considerata come fluido ideale, in una condotta larga 2 Y = 500 mm viene
creato un imbocco di raggio R = 1 m. Le linee di corrente si dispongono su un raggio di curvatura pari a

r:XR s

y
dove y ¢ la distanza dall'asse della condotta, e la velocita delle particelle vale u = 10 m/s su tutte le linee di cor-
rente. Calcolare la differenza di pressione Ap fra la parete e 1'asse della condotta.
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—_— Yy >

Dall'equazione di Eulero (4.3.d) lungo la direzione normale alla linea di corrente esaminata, e dalla tab. T.1,
in cui viene letto il valore della massa volumica p dell'aria, sulla sezione fra imbocco e condotta si ha

a_P_pu2 LN I p_j N
dy YRy dp= ydy
2 2 2 2
u” Y Y 107 0.25
— Ap=pyoy —Pyg =P ———= ———1294>< Xx——=16.2Pa
p py—Y py—() pYR 2 p 7 1 7

Esercizio 4.1.12

Una condotta a sezione rettangolare larga L. = 0.2 m e alta H = 0.5 m presenta un tratto curvo con raggio di
curvatura medio pari a R, = 0.5 m. La differenza di pressione fra la superficie esterna e quella interna della cur-
va corrisponde ad una altezza Az = 50 mm di colonna d'acqua e il profilo della velocita viene considerato uni-
forme. L'aria ¢ in condizioni normali ed ¢ considerata come fluido ideale. Calcolare la portata volumetrica G,.

A

—p—=— - dp= pu2d
r on r

e, integrando fra il raggio interno e quello esterno (sono posti fuori d'integrale la velocita lungo la traiettoria per-
ché considerata uniforme e la massa volumica perché il fluido viene considerato incompressibile), si ha

e dr 2 R D) R_+L/2
d u j — —> Ap = —p.=puln —& |=pu’ ln| —2—=— :
o p=p R, T P=Pe —P;i =P (Ri] p (Rm—L/ZJ
dalla legge di Stevin (2.7) si ha poi

Ap = pacqua g Az .

Quindi, dall'uguaglianza della differenza di pressione e dalla tab. T.1 in cui viene letto il valore della massa vo-
lumica p dell'aria in condizioni normali, si ha

Az
pacquagAz=puzln(R‘“+L/2J N [ Pucqua B Il()()()><9.8()665><0.050:30'572
S

u= =
R, —L/2 o1nf Rn +12 \/ 1.294X1n(0.5+o.1j
R, —L/2 0.5-0.1

3

G=uS=uLH=30.57x02x0.5=3.06
S

La portata volumetrica vale quindi
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4.2.- EQUAZIONE DI BERNOULLI

Esercizio 4.2.1
Acqua, considerata come fluido ideale, scorre lungo un tubo con velocita u = 7.2 m/s. Esprimere questa ve-
locitd in mCA e in kN/m?.

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) espressa in unita di misura corrispondenti al-
le altezze si ha

2 2 2
lu—+L+z:cost [m] - lu—:lx 7.2 =2.64 mCA
2 g pg 2 g 2 9.80665

ed espressa in unita di misura corrispondenti alle pressioni si ha

%pu2+p+ng=cost [Pa] - %pu2=%x1000x7.22=25900Pa=25.9k—1\21.
m

Esercizio 4.2.2
Acqua, considerata come fluido ideale, si trova in un tubo ad un'altezza z = 36 m sopra il livello del mare, al-
la pressione p = 410 kN/m? e alla velocita u = 4.8 m/s. Calcolare la sua energia totale per unita di peso.

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) espressa in unita di misura corrispondenti al-
le altezze, che sono uguali alle energie per unita di peso, si ha

1u> p 4.8° 410x10°

——+—+z=l>< + +36=1.175+4.181+36=4l.4l=41.4m .
2 g pg 2 9.80665 1000x9.80665 N

Esercizio 4.2.3

In un tubo orizzontale di diametro D costante scorre acqua considerata come fluido ideale. Nel punto (1) la
pressione vale p; = 0.5 bar. Calcolare: a) la pressione p, nel punto (2); b) le differenze di altezza Az, e Az, fra i
peli liberi dei tubicini piezometrici inseriti nei punti (1) e (2) e I'asse del tubo.

AN

Az Az>
Ay )y
Y
a) Poiché il tubo & orizzontale, le altezze dei due punti sono uguali z = z; = z, e, poiché il diametro ri-

mane costante, la velocita nei due punti ¢ uguale u = u; = u,; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido in-
compressibile (4.5) si ha

1 1
SPU AP Hpgz=_putEp gz > p=py=p=0.5bar .

b) Dalla legge di Stevin (2.7) o dai termini delle altezze piezometrica e geometrica dell'equazione di
Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

5
Ar=Az, = Az, =L = 0310 5450
pg  1000x9.80665

Quindi, i peli liberi nei due tubicini piezometrici raggiungono la stessa altezza.

Esercizio 4.2.4
In un tubo inclinato di diametro D costante scorre acqua considerata come fluido ideale. La differenza di
quota dell'asse fra i punti (1) e (2) vale AZ = z; — z, = 1 m per il tubo che sale e AZ = z; — z, = — 1 m per il tubo

che scende; nel punto (1) la pressione vale p; = 0.5 bar. Calcolare: a) la pressione p, nel punto (2); b) le diffe-
renze di altezza Az, e Az, fra i peli liberi dei tubicini piezometrici inseriti nei punti (1) e (2) e I'asse del tubo.
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a) Poiché il tubo ¢ inclinato, le altezze dei due punti hanno fra loro la relazione z; = z, + AZ e, poiché il
diametro rimane costante, la velocita nei due punti & uguale u = u; = u,; allora dall'equazione di Bernoulli per un
fluido incompressibile (4.5) si ha

%pu2+pl+pg(zz+AZ)=%Pu2+p2+pgzz - Py =P +PEAZ:
- per il tubo discendente

Py =p; + P 2AZ=0.5%x10" +1000x9.80665 x (+1)= 50000 + 9807 = 59800 Pa ;
-- per il tubo ascendente

P> =p; + P gAZ=0.5x10 +1000x9.80665 x (1) = 50000 — 9807 = 40200 Pa .

b) Dalla legge di Stevin (2.7) o dai termini delle altezze piezometrica e geometrica dell'equazione di
Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

p; _ 0.5x10°

=B 2 _5099m
pg  1000x9.80665

7
Az, =P2 _PitPEAZ_ DLy p, a7
pe pe pe
-- per il tubo discendente
Az, =Az, +AZ=5.099+1=6.10m ;
- per il tubo ascendente

Az, =Az, +AZ=5.099-1=4.10m .

Quindi, i peli liberi nei due tubicini piezometrici raggiungono la stessa altezza sia nel caso di tubo discendente,
perché I'aumento della pressione compensa la posizione piu bassa della sezione, sia nel caso di tubo ascendente
perché il calo della pressione compensa la posizione piu alta della sezione.

Esercizio 4.2.5

In un tubo orizzontale, in cui il diametro D; = 50 cm si allarga a D, = 70.71 cm oppure si restringe a D, =
35.36 cm, scorre acqua considerata come fluido ideale. Nel punto (1) la pressione vale p; = 0.5 bar e la velocita
vale u; = 2 m/s. Calcolare: a) la pressione p, nel punto (2); b) le differenze di altezza Az; e Az, fra i peli liberi
dei tubicini piezometrici inseriti nei punti (1) e (2) e I'asse del tubo.

x A A 7y
Az> Az,
2L TR P
p Ay | [D2] )y v o] | y@) o

Y

Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

S D,
G, =u,S,=u,S - u, =u, L =u, —— :
v %1 292 2 1S2 1D22
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-- per il tubo che si allarga

2 2
U, =u, D—12=2><L2=1.oE ;
D, 70.71 S
-- per il tubo che restringe
2 2
u2:u1D—12: X 20 2:4.0E
D, 35.36 S
a) Poiché il tubo ¢ orizzontale, le altezze dei due punti sono uguali z = z; = z,; allora dall'equazione di

Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 2 1 2 _ 1 ( 2 2),
EPU1 +P1+PgZ—EPU2 tpytpgz - Pz—p1+ap Uy —up )
-- per il tubo che si allarga
- ( 2 2)—05 105 + - %1000 (22 - 1.0% )= 50000+ 1500=51500 Pa ;
p2—p]+5p U u, J=U. X +EX X . = + = a
per il tubo che restringe
—p ( 2 2)—05 105 + L %1000 (22—402)—50000—6900—44000P
Pz—P1+2PH1 u,” )=0.5x +2>< X 0%)= = a

b) Dalla legge di Stevin (2.7) o dai termini delle altezze piezometrica e geometrica dell'equazione di
Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

5
pg 1000x9.80665
1 2 2
p]+7p(u1 —u2) 22 22
Az, =P2_ "2 DT TR AV B il
pg pg pg 2 g 2 g
-- per il tubo che si allarga
22 2 12
Azy=Az + 2879 50991 L2 107 56094 0.1530=5.25m ;
2 g 2 9.80665
-- per il tubo che restringe
22 2_ 402
Azy=Az, + L8 T 50094 Ly 2 0 5009 06118=449m |
2 g 2 9.80665

Quindi, il pelo libero nel tubicino piezometrico a valle raggiunge un'altezza maggiore nel tubo che si allarga
perché la velocita diminuisce e la pressione aumenta, mentre raggiunge un'altezza minore nel tubo che si re-
stringe perché la velocita aumenta e la pressione diminuisce.

Esercizio 4.2.6
Una pompa preleva acqua, considerata come fluido ideale, da un serbatoio aperto all'atmosfera mediante un
tubo di aspirazione che sale di AZ = 1 m su una lunghezza AL = 5 m. L'acqua ha la velocita u, = 1.8 m/s e l'aria

in essa disciolta si libera quando la pressione scende sotto quella atmosferica di Ap = 70 kN/m2. Calcolare la
lunghezza massima L del tubo che non consente questo fenomeno.

Nel serbatoio di aspirazione la velocita ¢ nulla u; = 0 e la pressione ¢ uguale alla pressione atmosferica p; =
Pamm: allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

2 _ 2 3 2
ZLw’ pawtp & lu)_ 70x10 118

patm
_+Z fp— — —_—
pe 2 ¢ pe pg 2 g 1000x9.80665 2 9.80665

=6973m .

Il tubo quindi non deve essere pill lungo di
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L=

&|E

(z, —Zl)=%x6.973=34.9m :

Esercizio 4.2.7

Il diametro di un tubo varia gradualmente da D; = 150 mm nel punto (1), alto z; = 6 m, a D, =75 mm nel
punto 2, alto z, = 3 m. La pressione in (1) € p; = I bar e la velocita ¢ u; = 3.6 m/s. Calcolare la pressione p, del-
I'acqua, considerata come fluido ideale, passante per il punto (2).

Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
G,=u,S,=u,S, — uzzu]izulD—12=3.6><1502 =14.402
Sz D, 75 S

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 2 1 2 _ 1 ( 2 2) ( )=
Epul +P1+Pg21—gpu2 tP2tpPgz, - Pz—Pl"‘EP Uy —uy J+pglz;—7z,)=

=1x10° +%x1000x(3.62 —14.402)+1000x9.80665><(6—3)=32200Pa :

Esercizio 4.2.8
Un primo tubo di diametro D; = 150 mm trasporta una portata d'acqua, considerata come fluido ideale, G, =

7500 dm3/min alla pressione p; = 820 kN/m2. Esso ¢ collegato ad un secondo tubo di diametro D, = 300 mm,
che si trova ad un'altezza Az = z, — z; = 3 m sopra il primo, mediante un terzo tubo conico. Calcolare la pressio-
ne p, nel secondo tubo.

La portata volumetrica in unita fondamentali vale

3 -3 3
dm” _7500x 10—, 125 0
min 60 S

G, =7500

e dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha
G =4GV2= 4x0.25 —7074™ ’ uz=G _ 4GV2= 4x0.25 2=1.7682 '
S D’ gx(150x107 ) s S =D’ 1x(300x1073) s

v v

u1=

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

1 1 1
EPU12+P1+Pg21=Epu22+P2+Pg22 - Pz=P1+Ep(u12_u22)+9g(_AZ)=

~820%10° +%><1000><(1.7682 —7.0742)+1000%9.80665 (~ 3)= 767000 Pa =767 -

m

Esercizio 4.2.9

Acqua, considerata come fluido ideale, scorre in un tubo T da un serbatoio aperto all'atmosfera A ad un altro
serbatoio chiuso B in cui la pressione ¢ Ap = 70000 Pa sotto quella atmosferica; il livello dell'acqua nel serba-
toio A ¢ Az =z, — zg = 6 m sopra il livello del serbatoio B. Calcolare la velocita uy dell'acqua nel tubo T.

La differenza di energia totale AE fra i due serbatoi A e B si trasforma in energia di velocita all'interno del
tubo T. Nei due serbatoi la velocita in corrispondenza dei peli liberi ¢ nulla u, = ug = 0; allora dall'equazione di

Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

2
= 700000 +9.80665x 6=128.8 5

S

—-A
AE=E, —EB=—p‘;m +g7, ——pa‘mp p—gZB =%+gAZ

e quindi

AE:%uT - up=v2AE=42x1288=160-"1 .
S
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Esercizio 4.2.10

Un tubo lungo L = 300 m passa da un diametro D; = 1.2 m ad un diametro D, = 0.6 m e scende di AZ =1 m
ogni AL = 100 m. La portata d'acqua, considerata come fluido ideale, & G, = 1 m%/s e la pressione all'estremita
superiore & p; = 69 kN/m?. Calcolare la pressione all'estremita inferiore p,.

Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

G 4G 4x1 G 4G 4x1
=== T 2088420 | u, ==t e O o3537
S; =mD” mwx1.2 s S, =D,” wx0.6 s
La differenza di altezza fra le due sezioni di riferimento vale
AZ=21—22=—£L=—LX3OO=—3m
AL 100

e dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 ) 1 2 _ 1 ( 2 2) Az=
Epul +p1+pgzl—§pu2 +Py*+pgZ, - Pz—Pl"‘Ep U, —uy J+pgaz=

=69x10° +%><1000><(0.88422 —3.5372)+1000x9.80665><(— 3)=92600Pa .

Esercizio 4.2.11

Nel punto (1) di una tubazione, in cui circola con moto stazionario acqua considerata come fluido ideale, il
diametro ¢ D; = 0.5 m, la pressione statica relativa all'atmosfera ¢ p; = 2 bar, la velocita ¢ u; = 2 m/s e l'altezza
rispetto ad un piano di riferimento & z; = 8 m; nel punto (2), a valle del punto (1), il diametro del tubo ¢ D, = 0.4
m e l'altezza ¢ z, = 1.5 m. Calcolare: a) la differenza di pressione Ap fra i due punti; b) la pressione assoluta p,
nel punto (2).

a) Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha
S D,y (05Y
uy =Ly = By, =[_) x2=3.1252
S, D, 0.4 s

e dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 1 2 Ap= _ 1 ( 2 2) ( )|=
Epu] +P1+Pg21—gpu2 +tpP2tpPgz, - P=P2 —P; =P ST +8lz,-2,)|=
= 1000><B>< (2.02 - 3.1252)+ 9.80665% (8.0 —1.50)} =1000x (—2.883+63.74)= 60860 Pa .

b) La pressione assoluta nel punto (2) ¢ data da

Py = (P + Py )+ Ap = (210° +101325)+ 60860 = 362000 Pa = 3.62 bar .

Esercizio 4.2.12
In un tubo orizzontale (z; = z,) scorre acqua considerata come fluido ideale. Nel punto (1) la velocita & u; =

90 m/min e la pressione & p; = 138 kN/m?. Il tubo gradualmente si riduce da D; = 150 mm a D, = 100 mm. Cal-
colare: a) la pressione p, nel punto (2). Se la pressione nel punto (2) si riduce di Ap = 100 kN/m?, calcolare: b) il
nuovo diametro del tubo D,'.

La velocita in unita fondamentali vale

=902 - _sm
! min 60 s

e dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha
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2 2
G,=u,S,=u,S, — u2=u1i=u1D—12=1.5><1502=3.3753.
S, D, 100 s
a) Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

%pu12+p1=%pu22+p2 - p2:p1+%p(u12—u22)=138><1()3+%><1()()()><(1.52—3.3752)2133400Pa.

b) Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha anche
—u12+&=lu2'2+—p2_Ap - u2,2=u12+2—p1—p2+Ap -
2 p 2 p p
_ 3 3
o wyefu?eoRiTRat AR :\/1.52 , 5 138x10°~133400+100x10° _ \ _ m
p 1000 s

e dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

G,=u,S,=uy'S,’ - Sy=8, 2L - D,'= D28 = (150x107 ] 2 ~0.0482m =482 mm .
v 11 2 92 2 1 i 2 1 '
u, u, 14.54

Esercizio 4.2.13

L'ugello verticale di una fontanella trasforma la differenza di pressione Ap = 0.2 bar in velocita. Calcolare
l'altezza verticale Z verso l'alto raggiunta dal getto trascurando la velocita dell'acqua nella tubazione di alimen-
tazione e la lunghezza dell'ugello e considerando il fluido come ideale.

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

L 2ﬂ=\/2><M=6.325E
2 0 1000 S

e dalle leggi della cinematica si ha

O=u+gt (=8 6325 a0
1 . g  9.80665
Z=ut——gt
HiThE Z=ut—%g % =6.325%0.6450 — - x 9.80665% 0.6450” = 2.04 m

Esercizio 4.2.14
Un getto d'acqua, considerata come fluido ideale, & diretto verticalmente verso l'alto ed esce da un ugello di

diametro D; = 25 mm con la velocita u; = 12 m/s. Calcolare il diametro D, del getto in un punto Az =z, — z; =
4.5 m sopra l'ugello. Si assume che la sezione del getto rimanga circolare.

Con riferimento alla figura, siano u;, D; e z; la velocita, il diametro e la altezza del getto, mentre siano u,,
D, e z, i corrispondenti valori del livello superiore. In entrambe le sezioni 'acqua si trova alla pressione atmo-
sferica p; = py = Pam; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

[ Patm 1 2, Pam
—u +2 gz =—u, + 2 +gz, -
p 2 p

2
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S wy=yul+2g(z —2,) =122 +2x9.80665% (— 4.5) =7.466 =
S

e dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha
D, nD,” u [12
u;S;=u,S, - Uy L=y, 2 - D, =D, |1 =25x =31.7mm .
4 4 u, 7.466

Esercizio 4.2.15
Un getto d'acqua, considerata come fluido ideale, ¢ diretto verticalmente verso l'alto e nel punto (1) ha un
diametro D| = 75 mm e una velocita u; = 9 m/s. Calcolare il diametro D, nel punto (2) che si trova sopra il pun-

to (1) di Az =z, — z; = 3 m. Si assume che la sezione del getto rimanga circolare.

In entrambe le sezioni l'acqua si trova alla pressione atmosferica p; = p, = p.m; allora dall'equazione di Ber-
noulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

lu]2+paﬂ+gzl=lu22+p“ﬂ+gz2 -
2 Y 2 Y

Sy =yu +2g(z —2,) =497 +2x9.80665 (- 3) =4.707 2
S

e dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
U S =u, S, BN ulmi :uZMZZ -  D,=D, /i:75x‘/47907 ~104mm .
u2 .

Esercizio 4.2.16

Un getto d'acqua, considerata come fluido ideale, di diametro D; = 75 mm alla sua base (z; = 0) sale verti-
calmente fino ad un'altezza Z = 18 m. Determinare la relazione del suo diametro in funzione dell'altezza. Calco-
lare il diametro del getto a z = 12 m rispetto alla base. Si assume che la sezione del getto rimanga circolare.

Dalle leggi della cinematica si ha

0=u,—gt u, =g t=9.80665x1.916=18.79

S
_l 2 —>
Z=78t = |22 | 28 g6
g V9.80665

Nella sezione di base e nella sezione generica I'acqua si trova alla pressione atmosferica p; = p = pam; allora dal-
I'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

lu]2+—patm =lu2+—pa‘m+gz - u=qu’-2gz .
2 P2 p
Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
u]slzus - ulﬂ:uﬂ - D:])1 h:D] # .
4 4 u u12—2gz

Per l'altezza richiesta, z = 12 m, si ha

u u 18.79
D:Dl,/—lle —L  =75x =98.7mm .
u Jul-2gz V18.792 — 2x9.80665x 12

Esercizio 4.2.17
Un getto d'acqua, considerata come fluido ideale, esce da un ugello inclinato, avente diametro D, =75 mm e

altezza z, = 0.5 m, di un tubo, avente diametro D; = 200 mm e altezza z; = 0, e sale fino all'altezza z; = 21.5 m
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dove raggiunge la velocita u; = 18 m/s. Si trascurano anche le perdite che il getto d'acqua incontra nell'aria. Cal-
colare: a) le velocita u, e ujy e la portata G,; b) la pressione ps.

z3

a) Nel punto (1) la velocita € orizzontale u;, = u; e la componente verticale & nulla u,, = 0, mentre nel
punto (2), in base alle leggi della cinematica, la componente orizzontale ¢ uguale a quella del punto (1) u,, =
uy,, mentre per la componente verticale si ha

1u m
7 -z=5et =2 ;y uzy=¢2g(z1—zz)=¢2x9.80665><(21.5—o.5)=20.29?
_)
20.29 '
_ _ Uy (=2 =2.07s
O=up-gt - = . ¢ 9.80665

quindi, per la velocita del punto (2) si ha

Uy = s+, ? =y18.07 +20.29° =27.12? .

Poi, dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
G,=u,S,=u3S;  — u3=uzs—2=u2D—22=27.12>< 5 S=381410
S3 D3 00 S

b) Nel punto (2) l'altezza ¢ nulla z, = 0 e la pressione & uguale a quella atmosferica p, = paum; allora dal-
I'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

1 2 1 2 _ 1 ( 2 2) _
Epuz "‘Patm"‘PgZz—EPus +p3tpgz; - P3—Patm+EP U, —Uuj +Pg(Zz—Z3)—

=101325+%><1000><(27.122 —3.8142)+1000><9.80665><(215—0.5)=668><103 Pa .

Esercizio 4.2.18
Un tubo, entro cui circola la portata massica G, = 1 kg/s di olio considerato come fluido ideale e avente

massa volumica p = 880 kg/m?, subisce una riduzione del diametro da D, = 50 mm a D, = 25 mm. Nel punto
(1), piu alto di Az = z; — z, = 2.5 m rispetto al punto (2), vige la pressione p, = 2 bar. Calcolare la pressione p,
nel punto (2).

Dalla relazione fra portata massica e portata volumetrica (3.3) si ha

3
G,=Sm_ L _go01136 ™
p 880 s
e dalla definizione di velocita media (3.5) si ha
ul:GV _ sz _ 0.0011362 _0.579m ’ u2=GV _ sz _ 0.0011362 —p3palm
S, =wD x0.050 S S, =D, 1x0.025 S
4 4 4 4

Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5), in energie per unita di volume, si ha
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1 1 1
Epulz-l-pl+ng1=§pu22+p2+ng2 - p2=p1+p{§(u12—u22)+gAz}:
=2x10° +880X[%X(0.5792 —2.3142)+ 9.80665 % 2.5:|=200000— 2209+ 21570=219000 Pa

e, in altezze, si ha

lu12 Pi 1uz2 P2 P2 1{1( 2 2) Pl}
——t—tz=——=+—=47z, - —==——\u —u, J+—|+Az=
2 g pg 2. g pg pg g2 p
5
S l><(o.5792—2.3142)+ 21071 02559423.19+25=25.4m .
9.80665 | 2 0

Nelle normali applicazioni il termine piezometrico ¢ di solito superiore a quelli cinetico e potenziale (o geome-
trico).

Poiché il teorema di Bernoulli ¢ riferito ad un fluido ideale, nei calcoli non sono state considerate le perdite
che nella realta si verificano per attrito viscoso fra i punti (1) e (2).

Esercizio 4.2.19
Acqua, considerata come fluido ideale, sale lungo un tubo verticale ,di diametro D; = 0.2 m, ed entra in una

camera anulare, di diametro massimo D, = 0.6 m e di altezza h = 0.01 m, dove si muove di moto radiale dal cen-
tro verso la periferia. La pressione relativa nel punto (1) vale p;' = 70000 Pa e la altezza del punto (2) rispetto al
punto (1) vale Az =z, — z; = 1.5 m. Calcolare le velocita u; e u, nei punti (1) e (2) e la portata volumetrica G,.

D,
| 4 | -
A eb
H Az
20
g —

ui

Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

nD,’ :
u; S =u,S, - u; 41 =u, D, h - u, =

U —.
4D, h

Nel punto (2) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica p, = p,u,; allora, sostituendo la relazione precedente
nell'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5), si ha

5 \2
lu]2+&+gzl=lu22+pai+gz2 - u’—u,’ D, =2(gAZ—MJ -
2 p 2 p p

4D, h
j 2><[9.80665><1.5—7(z)(z)000j
BN P/ _ A R TV
022 S
e
(4><0.6><0.01J
inoltre si ha
2 2
Uymu 2 —7887x— 0235
4D, h 4%0.6%0.01 s
e quindi
2 2 3
Gv=ulsl=u1mzl —7.887x X027 _ (oM

S
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3

G,=u,S,=u, 1D, h=13.15x1x0.6x0.01=0.248 .
S

Esercizio 4.2.20
Acqua, considerata come fluido ideale, esce alla velocita u, = 10 m/s da un ugello di diametro D, = 10 mm

alimentato da un tubo di diametro D; = 20 mm. Calcolare la differenza di pressione fra la posizione dell'ugello e
quella di due possibili tubi di alimentazione: il primo, posto a z; — z, = + 5 m, proveniente dall'alto e il secondo,
posto a z; — z, =— 5 m, proveniente dal basso.

Ap

<
N

Y

A
21 (1)

atm
>
—=>

z —= (2

Ao

P2
71 (D
Ap

<<
N

S
>

Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
ul:S_zuzz(%j uzz(%j x10=2.50 2
1 : S

e dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

1 1 1
Epu12+p1+PgZ1:§pu22+P2+szz - Ap:p2—p1:p{a(ulz—u22)+g(zl—z2)j|:

1000><B><(2.502 - 102)+ 9.80665% (+ 5)} =1000x (—46.88 +49.03)=+2150 Pa

1000><B>< (2.502 - 102)+ 9.80665% (— 5)} =1000x (—46.88—49.03)=-95910 Pa
La pressione p; all'interno del tubo, calcolata rispetto alla posizione dell'ugello (p, = Pam» Z> = 0), vale
1
P1=P2 ~AP=DPym +P{E (u22 _1112)_% Z1:| ;

quindi essa va diminuendo se il tubo di alimentazione viene dall'alto, mentre va aumentando se il tubo viene dal
basso.

Esercizio 4.2.21
Una portata volumetrica d'acqua, considerata come fluido ideale, pari a G, = 25 litri/s scorre alla temperatura

T, = 60 °C in un sifone avente un diametro D = 100 mm senza alterare l'altezza del fluido nel serbatoio. Calco-
lare l'altezza z,, riferita al pelo libero z;, che fa raggiungere al fluido la pressione di evaporazione e quindi la
rottura del flusso nel sifone.

(2) T Z2

Vo

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0, la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = p,y € l'altezza & nulla
7o = 0, mentre per la posizione (2) dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha
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3
4, =Cu 4G, 4x25x107 _, um

S, wD” nxfi00x107f s

allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) e dalla tab. T.10, in cui viene letto il valore
della tensione di vapore p, alla temperatura T, si ha

+Z2 — Z2:— _—U2 +

Pum _ 12" Py 1( 1 patm—pzj:
pg 2 g pg g\ 2

1 ( 1 3.1832+101325_20310

= x| ——x
9.80665

=774m .
2 1000 j

Esercizio 4.2.22

Un sifone ha un diametro uniforme D = 75 mm e consiste di un tubo curvo che ha la sommita ad un'altezza
7, = 1.8 m sopra il pelo libero e che scarica nell'atmosfera acqua, considerata come fluido ideale, alla temperatu-
ra T =70 °C e all'altezza z; = — 3.6 m sotto il pelo libero. Calcolare: a) la velocita di efflusso u;; b) la portata
G,; c) la pressione assoluta p, nel punto piu elevato (2).

Z2

(2)

(0) % I 20

BR—=
us
a) Con riferimento alla figura la pressione nei punti (0) e (3) ¢ uguale a quella atmosferica py = p3 = Pym

e la velocita nel punto (0) & nulla uy = 0; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si
ha

pa%+gzo=%u32+%+gz3 - u3=\/2g(z0—z3)=\/2><9.80665><3.6=8.403?.

b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

D? 1073 3 litri
Gv:u3 S=u3 :8403)(M:00371m_:2230 1'[.I‘l .
4 S min
c) Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0, mentre nel punto (2) la velocita ¢ uguale a quella di efflusso

u, = u3; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

1 1
palm+ng0:Epu32+p2+ng2 - Pz:_Epu32+Patm_pg(Z2_Z0):

=—%><1000><8.4032 +101325-1000%9.80665x1.8=48400Pa .

Nella tab. T.10 si legge che alla temperatura T = 70 °C la tensione di vapore vale p = 30700 Pa; di conse-
guenza l'acqua nel punto (2) non si trasforma in vapore e il deflusso nel sifone non si spezza.

Esercizio 4.2.23

Acqua, considerata come fluido ideale, ¢ estratta alla temperatura T = 70 °C da un serbatoio attraverso un si-
fone formato da un tubo curvo di diametro D = 25 mm. Prendendo come piano di riferimento il fondo del serba-
toio, l'acqua nel serbatoio ¢ alta z, = 1.5 m e l'estremita di aspirazione del sifone si trova a z; = 0.3 m. Il tratto
ascendente del sifone ¢ verticale e lungo L = 6.2 m, mentre quello discendente ¢ inclinato e scarica ad un'altezza
z3 = — 3 m. Calcolare: a) la velocita di efflusso us; b) la portata G, circolante; c) la pressione p, nel punto piu al-
to del sifone.
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Z2

()= Zo
Z]
GBR— 2
v,
a) Con riferimento alla figura la pressione nei punti (0) e (3) ¢ uguale a quella atmosferica py = p3 = Pym

e la velocita nel punto (0) & nulla uy = 0; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si
ha

pa%+gzo=%u32+pa%+gz3 - u3=¢2g(z0—z3)=¢2><9.80665><(1.5+3)=9.395? .
b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

1D’ ax(25x107 m® __litri
=9.395x X0 6 go461 ™ =077 1L
S min

G,=u3;S=u;

c) Per il punto (2) l'altezza ¢ data da
z,=2;,+L=03+62=65m

e la velocita ¢ uguale a quella di efflusso u, = us; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibi-
le (4.5) si ha

1 1
Patm"‘PgZozzp%z"‘Pz"‘PgZz - PzZ_EP%Z"‘Pmm_Pg(Zz_Zo):
=—%><1000><9.3952 +101325-1000x9.80665%(6.5—1.5)=8160Pa .

Nella tab. T.10 si legge che alla temperatura T = 70 °C la tensione di vapore vale p = 30700 Pa; di conse-
guenza l'acqua, prima di arrivare nel punto (2), si trasforma in vapore e il deflusso nel sifone si spezza.

Esercizio 4.2.24

Acqua, considerata come fluido ideale, ¢ estratta da un serbatoio attraverso un sifone formato da un tubo
curvo di diametro D = 25 mm. Prendendo come piano di riferimento il fondo del serbatoio, l'estremita di aspira-
zione del sifone si trova a z; = 150 mm. 1l tratto ascendente del sifone ¢ verticale e quello discendente ¢ inclina-
to e scarica ad una altezza z; = — 1.5 m. Assumendo che nel punto pit alto (2) del sifone il flusso si interrompa
quando la pressione assoluta equivale a Z = 1.8 mCA, calcolare: a) la posizione limite z, del punto pit alto (2) e
la lunghezza limite L del tratto ascendente del sifone; b) la pressione p; nel punto (1) di aspirazione del sifone;
c) la relazione fra la velocita limite u; dell'acqua nel sifone e I'altezza limite z, dell'acqua nel serbatoio.

Z2
(0)— 2o
Z1
(B — 2
Vo,
a) Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) espressa in unita di misura corrispon-

denti alle pressioni si ha
%pu2+p+pgz=cost [Pa] - P, =p g Z=1000x9.80665x1.8=17650Pa .

Nel punto (2) la velocita ¢ uguale a quella di efflusso u, = u; e la pressione nel punto (3) ¢ uguale a quella atmo-
sferica p3 = puuy; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

W P, L, _Pun=Py 101325217650

— = —1.5=7.032m
2 g pg 2 g pg pg ~ 1000x9.80665
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e la lunghezza limite del tubo ascendente del sifone ¢ data da
L=2,+2,=7.032-150x10 =6.88m .
b) Nel punto (1) la velocita ¢ uguale a quella di efflusso u; = u; e la pressione nel punto (3) ¢ uguale a
quella atmosferica p; = p,y; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 2 1 2
EPU1 +p1+PgZ1=EPu3 * Pam TP EZ3 - P1=Pum +P2(z3-7)=
=101325+ 1000><9.80665><(—1.5 —150><10'3)=85140 Pa .

c) La velocita limite di efflusso us dipende solo dall'altezza limite z, dell'acqua nel serbatoio e non altera
la distribuzione delle pressioni trovate. La pressione nei punti (0) e (3) € uguale a quella atmosferica py = p; =
Pam € la velocita nel punto (0) ¢ nulla uy = 0; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile
(4.5) si hanno i valori minimo e massimo della velocita in corrispondenza delle altezze minima (zy = z3) € mas-
sima (zq = z,) che il livello del fluido pud assumere nel serbatoio

Paim

p

2 + Paim

1
+gzo=5u3 +g7,5 — usz = 2g(20—13) -

U =12%9.80665%(150x107 +1.5)=5.69 2
S

Ugmin =+/2%9.80665% (7.032+1.5) =12.9?

Nel diagramma seguente ¢ riportata la legge di variazione della velocita di efflusso u; in funzione dell'altezza
del serbatoio z, variabile fra i valori possibili minimo z; e massimo z,.

13

3 I O O O O

12

11
10 ]

0 1 2 3 4 5 6 7
zo [m]

Esercizio 4.2.25

La sezione di una condotta orizzontale, attraverso cui defluisce con moto stazionario una portata massica d'a-
ria, considerata come fluido ideale, pari a G,,, = 0.5 kg/s alla pressione p = 2.5 bar e alla temperatura T = 20 °C,
subisce una diminuzione da S; = 700 cm? a S, = 250 cm?. Calcolare la variazione di pressione nel tratto in cui si
verifica la riduzione di sezione.

Dalla equazione di stato dei gas (1.10) e dalla tab. T.3, in cui viene letto il valore della costante caratteristica
R, siha

p _ 2.5x10°

p=—L_ ke
RT 287x293

3
m

2973

dalla relazione fra portata massica e portata volumetrica (3.3) e dalla legge di conservazione della massa per un
fluido incompressibile (3.9) si ha
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G, _ 01682 _, ..m

G 05 m3 u1: SV :—_4— 403_
G,=—0=—"—=0.1682— - Gl 7000T61802 .
p 2973 s Yy

S, 250x10° s

e dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
1 2 1 2
Epul +p1+pgzl=zpu2 TP, +pPgZ, -
_ _1 2 2)_ 2 2)_
- AP—Pz_P1—EP u”—u, J=x297x12.40° -6.727 )=—58.7Pa .

Poiché la velocita e quindi l'energia cinetica aumentano, l'energia di pressione e quindi la pressione diminuisco-
no.

Esercizio 4.2.26
Un flusso di ossigeno, considerato come fluido compressibile ma non viscoso, percorre un tubo orizzontale
alla temperatura costante T = 15 °C = 288 K passando da un tratto con diametro D; = 50 mm, in cui la pressione

¢ p, = 1.5 bar, ad un tratto con diametro D, = 40 mm, in cui la pressione ¢ p, = 1.2 bar. Calcolare le velocita nei
due tratti di tubo in condizioni di compressibilita isoterma.

Dalla legge di conservazione della massa (3.8) per un fluido compressibile si ha

S
u = P2 > )
P S
sostituendo la relazione precedente nell'equazione di Bernoulli in condizioni di compressibilita isoterma (4.6) e
ricordando che z; = z,, si ha

Dalla legge della trasformazione isoterma (1.15) si ha

Py P2 12 ¢

prop L

e, poiché le aree delle superfici circolari sono invece direttamente proporzionali ai quadrati dei diametri, si ha

S, (D) _(40Y’

2= =2 z(— =0.64 .

S, D, 50
Dall'equazione di Bernoulli prima trovata e dalla tab. T.3, in cui viene letto il valore della costante caratteristica
dei gas R, si ha

j 2><262x2881n(1'§)
u, = P2/ 2 013,62
1—(‘)252] 1-(0.8x0.64) s
P S
e quindi
u=P252 _08x0.64x213.6=109.40 .
P S S
Esercizio 4.2.27

In un serbatoio alla pressione di p; = 1.5 bar e alla temperatura di T, = 15 °C = 288 K si trova anidride car-
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bonica, considerata come fluido compressibile ma non viscoso, che si scarica verso 1’atmosfera attraverso una
piccola apertura della parete del serbatoio. Calcolare la velocita di efflusso in condizioni di incompressibilita e
di compressibilita adiabatica.

Dall'equazione di stato dei gas perfetti (1.10) e dalla tab. T.3, in cui viene letto il valore della costante carat-
teristica dei gas R, si ha

5
_ P _LSXIO g ke
RT, 189x288 m’

P1

La velocita nel serbatoio ¢ nulla u; = 0, le altezze all'entrata e all'uscita dell'apertura sono uguali z; = 7, e la
pressione di scarico ¢ uguale a quella atmosferica p, = p,m; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido in-
compressibile (4.5) si ha

— 5_
Pl m L 2u:\/b(uxm 101325 _ oo gm
o 2 o, o, 2756 s

Dalla equazione di Bernoulli in condizioni di compressibilita adiabatica (4.7) e dalla tab. T.4, in cui viene
letto I'esponente della trasformazione adiabatica v, si ha

1y 1y Iy
Y P pl(v»l)/vzlu22+ Y P p(v-l)/v N uzz\/Z Y P [pl(v-l)/upz(v-l)/v]:

Y=1 p 2 Y=1 p Y=1 p

1.299 (1 5><102)m'299 2)(1:299-1)/1.299 (1.299-1)/1.299 m
=\ [2x— ' [(1.5><10 f +1013250:299-/1- }:202.1—.
1.299-1 2.756 S

Dalla legge della trasformazione politropica (1.17) con n =y si ha

1y 1/1.299
P2 =p (p—2j = 2.756><(Mj _2.038X8

, 150000 m

In condizioni di incompressibilita, quindi, si sottostima il valore della velocita di una quantita pari a

187.9-202.1
202.1

=-7.0%

e si sovrastima il valore della massa volumica di una quantita pari a

2.756-2.038 143520
2.038
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4.3.- APPLICAZIONI DELL'EQUAZIONE DI BERNOULLI

Esercizio 4.3.1

Una portata volumetrica G, = 0.01 m3/s d'acqua, considerata come fluido ideale, entra in un contenitore ci-
lindrico che sul fondo presenta un foro di diametro D = 40 mm dal quale esce acqua per gravita. Calcolare 1'al-
tezza Az di equilibrio che consente di far uscire dal foro posto in basso la portata d'acqua entrante dall'alto.

La portata volumetrica entrante nel contenitore deve essere uguale a quella uscente dal foro; dalla legge della
portata volumetrica (3.4) e dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

2 2
G,=us=y2ga7 22 - Az=§( szj - 22 > |=3.23m .
4 g\nD 9.80665 " | 71 (401073

Esercizio 4.3.2
Calcolare le portate teoriche volumetrica e massica dell’acqua, considerata come fluido ideale, che deflui-
scono attraverso una bocca di diametro D = 10 cm sotto un battente Az = 10 m.

Dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

u=42g Az =4/2%9.80665x10 =14.0 =
S

e dalla relazione fra portata massica e volumetrica (3.3) e dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

2 2 3
DT 14050 g 1100™ . G, =pG, =1000x0.1100=110<E .
S S

szuS=uTE

Esercizio 4.3.3

Nel serbatoio riportato in figura le misure sono Az; =2 m, Az, = 0.5 m, Az =4 m, 3 =30 ° e D = 100 mm.
Calcolare la velocita u e la portata volumetrica G, dell'acqua, considerata come fluido ideale, che esce dall'ugel-
lo del tubo verticale.

f o

A
Pote A%

Dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

u=y28 Az =2g (Az, + Az, + Az;) = /2% 9.80665x (2 + 0.5+4) =11.29 - .
S

Da notare che la velocita di efflusso dipende solo dal battente fra pelo libero e posizione dell'ugello e non dalla
geometria del sistema, come dimensioni del serbatoio e orientazione dell'ugello, ecc.
Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

2 3 3
nD =11_29XM=0_0887H1_ )
s

G,=uS=u

Da notare che la portata non dipende dall'orientazione dell'ugello, ma solo dalla sezione di passaggio del fluido.
Esercizio 4.3.4
Un serbatoio contiene aria, su cui grava la pressione relativa p;' = 35 kPa, olio, di massa volumica p, = 800

kg/m? e di altezza Az, = 1 m, e acqua, di altezza Az, = 3 m. Tutti i fluidi sono considerati ideali. Calcolare: a) la
velocita u, di scarico dell'acqua; b) 1'energia cinetica e, per unita di massa allo scarico.
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o aria
pt' —A (1)
olio \/ Az,
acqua A
\‘ ,/ Az,
Y
— (2)
a) In corrispondenza del pelo libero la velocita vale u; = 0, la pressione assoluta vale p; = p;' + Pam €

I'energia potenziale in base all'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) espressa in unita di
pressione vale p.g.z; = p,.2.Az, + p,.g2.Az,, mentre allo scarico l'energia potenziale espressa in unita di pressione
vale p.g.z, = 0 e la pressione assoluta ¢ uguale a quella atmosferica p, = p,m; allora dall'equazione di Bernoulli
per un fluido incompressibile (4.5) si ha

1 1 1 1
Pi +palm+pOgAZ0+pa gAZaZEpa u22+palm - Epa u22:p1 +g(pOAZ0+paAZa) -

L} 3
S = 2 Pl PO A+ Az, || = 2| 2220 Lo 80665 S 143 ][ =120
0. o, 1000 1000 s

Si ottiene lo stesso risultato applicando l'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) a due
punti A e B infinitesimamente vicini, A appena all'interno e B appena all'esterno del tubo di efflusso. Le energie
potenziali sono uguali p,.g.z5 = P,.2.Zg € la variazione di energia di pressione Ap si trasforma in variazione di

energia di velocita 1/2.p,.Au?

Ap=ps —PB =Pi'* Pam T P0 8AZy +P, 2AZ, =Py =P1'+Po A2y +p, gAzZ,

%Pa Au? =%pa (u32 _qu) ;

se si prende uy = 0, si ottiene ug = u,.
b) Dalla definizione di energia cinetica per unita di massa si ha

e =1u22=lx12.02=7z.oi .
2 2 k

c
g

Esercizio 4.3.5
Due serbatoi collegati fra loro contengono aria, su cui grava la pressione assoluta p; = 150000 Pa, benzina,

di massa volumica py, = 680 kg/m? e di altezza Az, = 2 m, olio, di massa volumica p, = 800 kg/m? e di altezza
Az, =3 m, e acqua di altezza Az, = 2 m. Il diametro del tubo di scarico ¢ D = 20 mm. Tutti i fluidi sono conside-
rati ideali. Calcolare la portata volumetrica G, di scarico dell'olio.

— 2y ()53)

—

C B
p1 / \v/ aria (1 ) .
. olio Az,

benzina E Azp

(0)

Az,

acqua

I due serbatoi, collegati nella parte inferiore, si comportano come un manometro differenziale; allora in cor-
rispondenza del livello (0), al di sotto del quale si trova solo acqua, la pressione py, nel serbatoio di sinistra ¢
uguale alla pressione poq nel serbatoio di destra

Pos =Pod - p1+Pp Az, =p, +pg Az - P2=P1+g(9b AZb—PoAZo)

dove il punto (2) si trova all'interno del tubo di scarico in una posizione infinitesimamente vicina al bordo di u-
scita. Il punto (3), invece, si trova all'esterno del tubo di scarico in una posizione infinitesimamente vicina al
bordo di uscita; allora le energie potenziali dei punti (2) e (3) sono uguali p,.g.z, = p,.g.z3 € la variazione di e-
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nergia di pressione Ap fra interno ed esterno del tubo si trasforma in variazione di energia di velocita 1/2.p,.Au?
dell'acqua. Nel punto (3) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica p; = py, €, ponendo u, = 0, dall'equazione
di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

&:lu32+—p‘dtm - lu32 :&-kg(p—bAzb+Azo)——patm -
Po 2 Po 2 Po Po Po

- uy=_[2 D1~ Pam +g(p—bAzb+AZO] =
Po Po

:\/Zx{w+9.80665x(%x2+3ﬂ -9.808 2
S

800
Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

2 3P 3 ..
=D =9.808XM=0.003081’H—=185£}1,
S min

G,=u3;S=u;

Esercizio 4.3.6
Un serbatoio riempito d'acqua, considerata come fluido ideale, con pelo libero ad altezza costante Z presen-

ta all'altezza Z un foro di scarico. Calcolare 1'altezza Z del foro che consente al getto di raggiungere la massima
distanza X dal serbatoio.

<< ,I

T\

< X S
N ~

7 _
ZT ! J
v A

Dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

v

u:\/2g(ZO—Z)

e il tempo impiegato dal getto nel percorrere la distanza X con la velocita di uscita u & uguale al tempo di caduta
libera dall'altezza Z

La distanza X diventa allora

X=ut=,2g(Z,-27) /2—2 =,/4izO 7-7%)
g
e, uguagliando a zero la derivata di X rispetto a Z
%:%[JMZO 7-72 qzézo;zzz:() i
V4 iZO 7Z-7 ’
si ottiene il massimo della funzione X = X(Z)

Koo o zy-2z=0 o z=%
dz 2

Esercizio 4.3.7
Da un ugello di diametro D posto all'altezza z; esce un getto di acqua, considerata come fluido ideale, verso

il basso alla velocita u;y. Trovare la legge di variazione del diametro del getto D in funzione dell'altezza z.
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71 -7

Z1

v
<>l >
<<

Se il fluido ¢ ideale e se il flusso avviene a bassa velocita, si puo supporre che il getto rimanga compatto; al-
lora dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

2 2
G, =u, nD, =unD

v d ul D12=UD2
4 4

dove la velocita u all'altezza generica z ¢ incrementata, rispetto alla velocita u;, di una quantita calcolabile me-
diante il teorema di Torricelli (4.8)

u=u1+1/2g(zl—z) ;

sostituendo quest'ultima relazione in quella precedente si ha

u, D,>=uD? - u, D =lu +42g(z, -2z D? - D=D +.
1+1 1+1 [1 g(l )] 1\/“]*‘\/@

Teoricamente, quindi, la velocita tende progressivamente ad aumentare con legge direttamente proporzionale al-
la radice quadrata dell'altezza, mentre il diametro del getto tende progressivamente a restringersi con legge in-
versamente proporzionale alla radice quadrata dell'altezza.

Esercizio 4.3.8

Un serbatoio riempito d'acqua, considerata come fluido ideale, ha il pelo libero ad altezza costante z; =4 m e
presenta all'altezza z; = z, = 0 un tubo di scarico di diametro D = 10 mm; nel punto (3) ¢ inserito fra acqua e aria
atmosferica un manometro differenziale a mercurio il cui pelo libero (4) fra acqua e mercurio si trova alla altez-
za z, = — 0.5 m. Calcolare: a) la velocita nei punti (2) e (3) u, = us; b) la portata volumetrica G,; c) la differenza
di altezza Az nel manometro differenziale.

v
AW
Z1
z
V (3) DY 2
- = = = —> G,
z?y’ﬁ v oA
Az
(4) A
a) Dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

U, =uy =227, =/2%9.80665x 4 =8.857? .

b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

2 3\ 3 ..
G, =u,S=u, 2 =8.857XM=0.000696m—;0.7hﬂ .
4 S S
c) Il tubo ¢ orizzontale (z; = z,) e le velocita sono uguali (u, = u3); allora dall'equazione di Bernoulli per
un fluido incompressibile (4.5) si ha
P3=P2 =Pam -

Dalla legge di Stevin per un fluido incompressibile (2.7) nel ramo di sinistra del manometro differenziale si ha

Ps=p3+Pg(z3-24)=pum —P2Z4
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e nel ramo di destra del manometro differenziale si ha
P4 =Pam +Pm 8AZ ;

infine, dall'uguaglianza delle due relazioni e dalla tab. T.1 in cui viene letto il valore della massa volumica py

del mercurio, si ha

_pzy _ 1000x(-0.5)
Pm 13595

Patm —P EZ4 =Pam TPMm EAZ - Az= =0.0368 m=36.8mm .

Esercizio 4.3.9
Un serbatoio di diametro D = 70 cm riempito d'acqua, considerata come fluido ideale, con pelo libero ad al-
tezza Zy = 0.61 m presenta a z = 0 un tubo di scarico di diametro d = 2 mm. Calcolare: a) la legge dell'altezza Z

del pelo libero in funzione del tempo t trascorso; b) il tempo t di svuotamento del recipiente.

<
<
Av4

A

Zo dz \

z z _/:
v v A Ly

La portata volumetrica di acqua uscente dal foro deve essere uguale a quella corrispondente al calo di livello
nel recipiente

nd? nD?
y=uU——=W
4 4

— ud?=wD?

dove u ¢ la velocita di efflusso e w & la velocita di abbassamento del pelo libero.
a) Dalla relazione precedente e dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

2 2
J2ezd*=wD? - W= ZgZ% - dz=wdt=1/2gz%dt;

separando le variabili e integrando nell'altezza fra Z, e Z e nel tempo da 0 a t, si ha

Z dz td? ) REI 3 5 &
.[zo [2¢2 J‘0D2 /_Zg [VZEO D2 []0 - ng ,g 0752 N
2

- il e

Dalla relazione precedente si hanno la tabella e il grafico seguenti.

tempo [h] altezza [m]

0.6100
0.5126
0.4236
0.3432
0.2712
0.2076
0.1526
0.1060
0.0678
0.0382
10 0.0170
11 0.0043
12 0.0000

O X0IAN N WD —O
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0.7

[m]
0.6

0.5 \\

0.4 N\
N
0.3 AN

-~

0.2

/

0.1

/

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t[n]

b) L'altezza Z si annulla quando il tempo vale

2 2 -2
VZo- Pl iz0 5 = 2R D_2=\/2X0'610x(70><10 )2=43200s=12h .
¢ D g d 9.80665 (21073}

Da notare che il tempo di svuotamento del contenitore non ¢ infinito, perché la legge dell'altezza in funzione del
tempo ¢ quadratica e non esponenziale.

Esercizio 4.3.10

Nell'antico Egitto recipienti circolari riempiti d'acqua con un foro sul fondo erano usati come orologi; I'acqua
uscendo dal foro abbassava il livello del pelo libero di una quantita rapportabile al tempo trascorso. Consideran-
do I'acqua come fluido ideale, trovare: a) la legge del diametro del recipiente D in funzione del livello z e della
velocita w del suo abbassamento. Il foro ha il diametro d = 2 mm e il recipiente ha il diametro D = 70 cm. Cal-
colare: b) il volume d'acqua necessario a far operare 1'orologio per n = 12 ore; c¢) la posizione delle tacche nelle
12 ore.

a) La portata volumetrica di acqua uscente dal foro deve essere uguale a quella corrispondente al calo di
livello nel recipiente
nd>  nD?

y=u =w
4 4

— ud?=wD?

dove u ¢ la velocita di efflusso dal recipiente e w ¢ la velocita di abbassamento del pelo libero. Dalla relazione
precedente e dal teorema di Torricelli (4.8) si ha

2

o

,/2gzd2=wD2 - D=,\2gz

b) Con la stessa procedura si ha anche

2 2
1/2gzd2=wD2 - w= 2gz% - dz=wdt=w/2gz%dt

per cui, separando le variabili e integrando nell'altezza fra 0 e Z e nel tempo da 0 a 3600 n, si ha

z 36000 2 2 2
1 L A
02gz J D J2¢g D 2D
2 2 -3 :
- Z= \/gd—23600n = 1/9'80665>< (2X10 )2 3600x12| =0.610m
2D 2 (rox102f
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dove Z ¢ l'altezza totale del fluido nel serbatoio. Il volume d'acqua & quindi uguale a

nD? 7t><(70><10'2)2 3
V= 1 Z= x0.610=0.235m" .
c) Dalla relazione precedente per n = 12, 11, .. ., 2, 1 si hanno la tabella e il grafico seguenti. Dalla ta-

bella e dal grafico si nota che le tacche sono posizionate a distanze non costanti perché la velocita w dipende
dalla radice quadrata del battente z.

tempo [h] altezza [m]

0 0.6100

1 0.5126

2 0.4236

3 0.3432

4 0.2712

5 0.2076

6 0.1526

7 0.1060

8 0.0678

9 0.0382

10 0.0170

11 0.0043

12 0.0000
7 0.7 ] .
[m] ] C
0.6 _‘\ -
0.5 - \\ §
04 \\ :
] N C
0.3 ] \\ -
02 - ~\ -
01 I :
: \\ F
2 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
t[n]

Esercizio 4.3.11

Due dischi orizzontali di raggio R, = 0.25 m si trovano alla distanza s = 2 mm e quello superiore, tramite un
foro centrale, ¢ alimentato da un battente costante AZ = 0.5 m di acqua considerata come fluido ideale. Calcola-
re: a) la portata G; b) la velocita u; e la pressione p; nella posizione (1) di raggio R; = 0.1 m; c) la forza totale F
esercitata dal fluido sul disco inferiore fra il raggio R, e il raggio R,.

A ‘
AZ
v_SY ' (1) (2)
-— —> u»
A 'Ry
> RZ -
a) Dal teorema di Torricelli (4.8) si ha
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U, =422 AZ =4/2x9.80665%0.5 =3.132 =
S

e dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

3 o
G,=u, S, =u, 2R, s =3.132x 2 X 0.25% 2x10° =0.00984 T — 9 g4 11
S S

b) Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha
G, =y, S;=u,S, - u, 2nR;s=u,2nR,s - u, R, =u, R,
cioe la legge della sorgente esaminata nell'esercizio 4.1.7; di conseguenza si ha

=y X2 23130 9B _gg300
R, 0.10 s

La velocita, partendo dal valore di uscita, aumenta con una legge tendente all'infinito positivo quando il raggio
tende a zero.

Si verifica che z; = z, e che py = pam; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) e
dalla relazione precedente si ha

1 1 1
_pu]2+p1 =_pu22+patm - Pi =patm+_p(u22_u12)=
2 2 2
2 2
D o pus’ [ 12| 2101325+ £ x1000x3.1322 x| 1= 22 | 275600 Pa .
2 R, 2 0.10

La pressione, partendo dal valore atmosferico, diminuisce con una legge tendente all'infinito negativo quando il
raggio tende a zero. Teoricamente quindi esiste un valore del raggio in corrispondenza del quale la pressione di-
venta nulla e al di sotto del quale diventa negativa; questa seconda condizione perd ¢ impossibile che si verifichi
da un punto di vista fisico perché il valore minimo della pressione ¢ il vuoto assoluto.

Nel diagramma seguente sono riportati i valori della velocita e della pressione assunti dal fluido all'interno
dei due dischi.

pIOSOOO_""""""""""_8.5u
[Pa] ; [
100000 \ - 7.5

95000 : \ : 6.5
| VAR

90000 N : 5.5
\\u [
85000 / \ - 4.5
80000 - 3.5
75000 —t 25
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
r [m]
c) Se all'esterno grava la pressione atmosferica, la differenza di pressione che crea la forza sul disco in-

feriore ¢ data dalla relazione vista prima
1 o, R,
AP=pP—=Pum =P~ P2 =5 P (1—r—§]

dove p =p; e r =R, sono la pressione e il raggio nel punto generico; la forza totale vale quindi
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R R R 2 R R
F=I 2dF=I 2ApdS=I zlpuf[l—R—g]zmdmpuzan 2rdr—R22I 2$)=
R, R, R, 2 r R, R, T

=pu,’ 7{% (R22 - Rlz)—Rzz h{%ﬂ =1000%3.132? xan (0.25% ~0.10%)-0.25 ln[%ﬂ =-956N
1 .

ed ¢ diretta sul disco inferiore in modo da avvicinarlo a quello superiore.

Esercizio 4.3.12
In un tubo verticale scorre un liquido, considerato come fluido ideale, di massa volumica p = 830 kg/m3. Il
tubo si contrae da un diametro D; = 105 mm a un diametro D, = 35 mm e un manometro differenziale ad acqua,

collegato a due punti del tubo verticale che comprendono al loro interno il tratto conico, registra una differenza
di altezza del liquido manometrico pari a Az = 0.43 m. Calcolare la portata G, circolante.

Dalla legge della portata volumetrica (3.4) e dalla legge della velocita nel tubo di Venturi (4.9) si ha

2 2
GV:uS:\/Z(pM_‘;)gAZZDl TCDZ
P(D1 —-D, ) 4

2><(1000—830)><9.80665><0.43><(105><10'3)z nx(35><10’3)2 m’ litri
: . =0.00134—=80.5— .
830><[(105><10'3)2—(35><10'3)} s

min

Esercizio 4.3.13
In una tubazione di diametro D, = 500 mm, all'interno della quale scorre acqua considerata come fluido idea-

le, ¢ inserito un venturimetro con sezione minima di diametro D, = 400 mm. Il manometro differenziale a mer-

curio, accoppiato al venturimetro, segna un dislivello Az = 20 mm. Calcolare: a) la velocita u, nella sezione mi-
nima del venturimetro; b) la portata massica G,, dell'acqua circolante.

a) Dalla legge della velocita di un venturimetro (4.9) nella sezione minima e dalla tab. T.1, in cui viene
letto il valore della massa volumica py; del mercurio, si ha

uzz\/Z(pM—p)gAsz :\/Z(pM—p)gAle“ _
p(s2-s,?) oD, -D,")

2% (13595 -1000)x9.80665% 20x 107 ><(500><10'3
1000><[(500><10‘3)4 - (400><10'3)4]

2
) -2.8931
S

b) Dalla legge della portata massica (3.2) si ha

—364 %8
S

=1000x2.893x

nD,’ nx (400x107°
Gh=pu,S,=pu, 2 #

Esercizio 4.3.14
In una tubazione di diametro D; = 500 mm, all'interno della quale scorre aria considerata come fluido ideale,

¢ inserito un venturimetro con sezione minima di diametro D, = 400 mm. Il manometro differenziale ad acqua,

accoppiato al venturimetro, segna un dislivello Az = 20 mm. La temperatura dell’aria & di 20 °C. Calcolare: a) la
portata massica G, dell'aria; b) la velocita u, nella sezione ristretta.

a) Dalla legge della portata massica di un venturimetro (4.10) e dalla tab. T.2, in cui viene letta la massa
volumica p dell'aria, si ha

G - [2p(om-peazS’S,” _ |n*plpy —p)gAzD,’ D)’
" (512 _822) 8 (D14 - D24)
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_ |7 x1.206% (1000 —1.206)x9.80665% 20x10~* (500><10'3)4 (400><10'3)4 3555k
S

8 [(500><10'3)4 - (400><10'3)4}

b) Dalla legge della portata massica (3.2) si ha

u,=Gn _ 4Cn__ 4x3.555 oyl

pS, mpD,’ n><1.206><(400><10'3)z s

Esercizio 4.3.15
All'interno di una tubazione sta scorrendo acqua, considerata come fluido ideale, alla velocita u =2 m/s. Con
un tubo di Pitot si misura una pressione di ristagno py = 36000 Pa. Calcolare la pressione statica p del fluido in

quel punto.

Dalla legge del tubo di Pitot (4.11) si ha

P0=P+%PU2 - p=p0—%pu2=36000—%><1000><22=34000Pa .

Esercizio 4.3.16
In un manometro differenziale a mercurio, collegato ad un tubo di Pradtl inserito in aria, considerata come

fluido ideale, alla temperatura T = — 20 °C, si legge una differenza Az = 80 mm. Calcolare la velocita u dell’aria.

Dalla legge del tubo di Prandtl (4.12), dalla tab. T.1, in cui viene letto il valore della massa volumica py,; del
mercurio, e dalla tab. T.2, in cui viene letto il valore della massa volumica p dell'aria, si ha

e 2l —pleaz =\/2><(13595—1.392)><9.80665><0.080 _g7sM _y s km
p 1.392 s h

Se I’apparecchiatura & montata a bordo di un velivolo, la velocita cosi calcolata corrisponde, per effetto del
moto relativo, a quella dell’aeroplano stesso rispetto all’aria.

Esercizio 4.3.17

In un tubo orizzontale di diametro D = 20 cm scorre acqua considerata come fluido ideale. Un manometro
differenziale a mercurio, inserito nel tubo, ha un'estremita orientata contro la corrente, mentre ha l'altra estremita
orientata perpendicolarmente alla corrente; il manometro si comporta come un tubo di Prandtl. La lettura del
manometro ¢ Az = 5 cm. Calcolare: a) la velocita u dell'acqua; b) la portata G, dell'acqua; c) la pressione dina-

mica py.

a) Dalla legge del tubo di Prandtl (4.12) e dalla tab. T.1, in cui viene letto il valore della massa volumica
py del mercurio, si ha

u= 2Mgm =\/2><(lfiL_IOOO)><9.80665><5><10'2 =35142
P 1000 s

b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

=3.514x —0.1104 2%
S

G,=uS=u

nD? nx(20><10’2)2 ’
4
c) Dalla legge del tubo di Prandtl (4.12) e dalla definizione di pressione dinamica ricavabile dalla legge
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del tubo di Pitot (4.11) si ha

pd=p0—p=%pu2=%1000x3.5142=61701>a .

Esercizio 4.3.18

In un tubo orizzontale di diametro D = 20 cm scorre acqua considerata come fluido ideale. Un manometro
differenziale a mercurio, inserito nel tubo, ha un'estremita orientata contro la corrente, mentre ha 1'altra estremita
orientata con I'angolo o rispetto alla corrente; il manometro si comporta come un tubo di Prandtl. La lettura del
manometro ¢ Az = 5 cm. Calcolare 1'errore percentuale che si commetterebbe nel calcolo della velocita se, inve-
ce del manometro differenziale si mettessero due manometri che leggono separatamente la pressione di ristagno
Po € la pressione statica p.

A
Y

v

Se le linee di corrente sono rettilinee, I'angolo di inclinazione o della presa del manometro a valle non altera
la lettura della pressione statica p. Allora dalla legge del tubo di Prandtl (4.12) e dalla tab. T.1, in cui viene letto
il valore della massa volumica py; del mercurio, si ha

u= 2Mgm :\/wax9.80665x5x10'2 =35142
P 1000 s

D

N

Nel caso di due manometri la differenza fra le loro letture prenderebbe in considerazione anche la differenza di
altezza, corrispondente al raggio del tubo, fra le due prese; allora dalla legge del manometro differenziale (2.10),
modificata per quanto detto, si ha

2
Po—P=(Py —p)gAz+p g%z (13595 —1000)x9.80665x5x107 + 1000x9.80665x%:7156 Pa

e dalla legge del tubo di Prandtl (4.12) si ha

2 2 m
w'=_ = (py—p) =4/ ——x7156 =3.783 2 .
\/p(Po p) \/1000 -

L'errore percentuale e diventa allora

u'—-u 3.783-3.514
u 3.514

=0.0766=7.66% .

ec=

Esercizio 4.3.19

La pressione in un accumulatore idraulico vale p = 1250 kN/m? e un volume V = 225 m? di acqua, conside-
rata come fluido ideale, sono pompati al suo intero in un tempo t = 5 min. Calcolare: a) il lavoro L fatto dalla
pompa; b) la potenza P richiesta.

a) Dall'equazione del lavoro (4.13) si ha
L=pV =1250x10% x225=281.3x10° J=281.3MJ .
b) Dalla definizione di potenza si ha

6
P=£— 281.3x10

= =938%x10° W =938kW .
t 5% 60

Esercizio 4.3.20
Una pompa centrifuga, che trasporta acqua considerata come fluido ideale, sviluppa una potenza P = 35 kW.
Essa aspira da un tubo di diametro D; = 20 c¢m alla pressione p; = 69000 Pa e manda in un tubo di diametro D,
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= 10 cm alla pressione p, = 200000 Pa. Calcolare: la portata volumetrica G,; b) le velocita nei tubi di aspirazio-
ne u; e di mandata u,.

a) Dall'equazione della potenza (4.14) si ha

3 3
P 3I5XI0° 55670

P=pG -
p,—p;  200000-69000 s

- G, =

v

b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

o =8 46, 4x02672 _ogm Gy 4G, 4x02672 5, m

S wD’  ax(20x102f s S, =D’ gx(lox102)f s

Esercizio 4.3.21

La pompa P preleva acqua, considerata come fluido ideale, da un serbatoio tramite il tubo di aspirazione di
diametro D; = 150 mm e la spinge tramite il tubo di mandata di diametro D, = 100 mm in un secondo serbatoio.
Prendendo come riferimento il pelo libero del primo serbatoio (z, = 0), si sa che il pelo libero del secondo serba-
toio & alto z3 = 72 m, che la pompa & situata a z; = z, = — 6 m e che la portata circolante & G, = 1.2 m3/min. Cal-
colare: a) le pressioni di aspirazione p; e di mandata p, della pompa; b) la potenza P della pompa.

(3) % —

20 —% (0)

R (1)0(2)

La portata volumetrica in unita fondamentali vale

3 3
G, =120 _12_4p0m
min 60 S
e dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha
G 4G 4x%0.02 G 4G 4x0.02
== o x0.020 c=L12 gy ==t x0.020 c=2.546"0
S wD’ ax(150x107) s S; wDy® rx(100x107?) s
a) In corrispondenza dei peli liberi (0) e (3) le velocita sono nulle uy = u;z = 0 e le pressioni sono uguali a

quella atmosferica py = p3 = pam- Dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5), applicata pri-
ma ai punti (0) e (3), si ha

1 1
palm:Epu12+pl+ngl - pl:patm_apulz_pgzl:
=101325—%><1000><1.1322 —~1000%9.80665% (— 6)=159500 Pa =159.5 bar
e, applicata poi ai punti (2) e (3), si ha
1 2 1 2
Epuz +Pr+PEZy =Pym TPEZ3 - p2=patm_3pu2 +pglz;—2,)=

=101325 —%x1000x2.5462 +1000%9.80665x (72 + 6)=863000 Pa =8.630 bar .

b) Dall'equazione della potenza (4.14) si ha

P=pG, =(p, —p,)G, =(863000—-159500)x0.020=14.1x10° W =14.1kW .

Esercizio 4.3.22

Acqua, considerata come fluido ideale, esce da un serbatoio con battente costante z, = 35 m ed entra nella
turbina T presa come riferimento delle altezze z; = z, = 0. Il tubo di alimentazione (1) e di scarico (2) della tur-
bina ha diametro D; = D, = D = 50 cm, mentre nel punto (3) il tubo ha diametro D5 = 30 cm. Nello stesso punto
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(3), alto z3 = 1.5 m, gli strumenti misurano la pressione p3 = 1.1 bar e la velocita u; = 9.15 m/s. Calcolare la po-
tenza P sviluppata dalla turbina.

z0 — % (0)
(3)
A J Z3
(1),~N0)
1 2
s

Dalla legge della portata volumetrica (3.4) nel punto (3) si ha
2 2 3
G, =u, S, =u, T2 =9.15xw+my=0.6468m—

S

e nei punti (1) e (2), dove le velocita sono uguali u; = u, = u, si ha anche

A\

G, _4G, __4x06468 _ . . m
S wD® gx(s0x102f s

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0 e la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = pam, mentre nei punti
(1) e (2), oltre ad essere uguali le velocita, sono anche nulle le altezze z; = z, = 0; allora dall'equazione di Ber-
noulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

1 1
Patm +ngO=EPu2+P1 - p1=patm_3pu2+pg20=
=101325—%><1000><3.2942 +1000%9.80665%35=439100 Pa
e per il punto (2) si ha

12y 2 Lloy? 1 ( 2_ 2) _
2pu p2—2pu3 +p;+tpgz; - Pz—P3+2pu3 U, J+pgz3=

=1.1x10’ +%><1000><(9.152 ~3.294?)+1000x9.80665x1.5=161100 Pa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha
P=(p, —p,)G, =(439100-161100)x 0.6468 =180000 W =180 kW .

Esercizio 4.3.23

La portata volumetrica G, = 0.3 m3/s di acqua, considerata come fluido ideale, esce da un serbatoio con bat-
tente costante z, = 46 m ed alimenta la pompa P presa come riferimento delle altezze z; = z, = 0. Il tubo di aspi-
razione (1) e di mandata (2) della pompa hanno diametro D; = D, = D = 30 cm, mentre nel punto (3) il tubo ha
un ugello di diametro D5 = 7.5 cm. Nello stesso punto (3), alto z; = 15 m e all'interno del serbatoio di mandata,
gli strumenti misurano la pressione p; = 7 bar. Calcolare la potenza P sviluppata dalla pompa.

W= (0) ()

e (1), ()

Dalla legge della portata volumetrica (3.4) nel punto (3) si ha
u3=ﬂ_ 4G, 4x%0.3 =67.912

s wD;  x(r.5x102) ’

e nei punti (1) e (2), dove le velocita sono uguali u; = u, = u, si ha anche
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A\

u=—=4G;= 4x03 g4
S wD® gx(30x102f s

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0 e la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = paum, Mmentre nei punti
(1) e (2), oltre ad essere uguali le velocita u; = u, = u, sono anche nulle le altezze z; = z, = 0; allora dall'equa-
zione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

1 1
Patm +ngO=EPu2+P1 — p1=patm_3pu2+pg20=

= 101325—%><1000><4-.2442 +1000x9.80665x46=3.011 MPa
e per il punto (2) si ha
L 1 2 _ 1 ( 2 2) _
Epu +P2—Epu3 +p;+tpgz; - Pz—P3+EP Us —u, J+pgzy=
:7><105+%><1000><(67.912—4.2442)+1000><9.8()665><1.5:3.01lMPa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha

P=(p, —p;)G, =(3.011-0.5434)x10° x0.3=740000 W = 740 kW .

Esercizio 4.3.24

La portata volumetrica G, = 0.85 m?/s di acqua, considerata come fluido ideale, esce da un serbatoio, con
battente costante 7z, = 6 m e con pressione p, = 0.7 bar, ed alimenta la pompa P presa come riferimento delle al-
tezze z| = z, = z3 = (. Il tubo di aspirazione (1) e di mandata (2) della pompa hanno diametro D; = D, =D = 50
cm, mentre nel punto (3) il tubo ha un ugello di diametro D5 = 25 cm. Nello stesso punto (3), alto z; = 15 m e al-
l'interno del serbatoio di mandata, gli strumenti misurano la pressione p; = 4 bar. Calcolare la potenza P svilup-
pata dalla pompa.

Po
20 — [~ (0) P

7| =722 =73 — @

Dalla legge della portata volumetrica (3.4) nel punto (3) si ha
G _ 4Gv2= 4x0.85 2=17.322
S; wDy  ax(25%102) s

Vv

U3=

e nei punti (1) e (2), dove le velocita sono uguali u; = u, = u, si ha anche

G

_4G, _ 4x085 _, oom
S D’ nx(SOxlO'z)z s

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0 e la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = pam, nei punti (1) e (2)
sono uguali le velocita u; = u, = u e nei punti (1), (2) e (3) sono nulle le altezze z, = z, = z3 = 0; allora dall'equa-
zione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

Vv

1 1
Patm +ng0=Epu2+p1 - plzpatm_zpu2+ngO:
=101325—%><1000><4.3292 +1000%9.80665x 6 =68210Pa
e per il punto (2) si ha

1 1 1
EPUZ+P2=EPU32+P3 - P2=P3+Ep(u32_u22)=
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=4x10° +%><1000>< (17.322 —4.3292)=540600 Pa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha
P=(p, —p,)G, = (540600 - 68210)x 0.3 = 402000 W =402 kW .

Esercizio 4.3.25
La turbina T di figura ¢ alimentata dall'acqua, considerata come fluido ideale, di un serbatoio avente il pelo
libero all'altezza z, = 30 m e, tramite un tubo di diametro costante D; = D, = 150 mm, la getta nell'atmosfera at-

traverso un ugello di diametro D5y = 0.075 m alla velocita u; = 10 m/s; l'altezza della turbina fa da riferimento z,
= 7, = 0 m. Calcolare la potenza P sviluppata dalla turbina.

20— (0)
(1), ~\@) ()
1 2 3) us
7| =23 =173 — @ *—>
Dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha
2 3 3
G, =uy Sy =u; T3 =10an(75><10 ) =0.04418 ™
S
u2=&= 4GV2 __ 4x0.04418 _osoM
S D’ ax(150x10°f s

Nel punto (0) la velocita & nulla uy = 0, la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = p,m € 1'altezza ¢ nulla z,
= 0, mentre nel punto (1) la velocita ¢ uguale a quella del punto (2) u; = u,; allora dall'equazione di Bernoulli
per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

1 1
Pam TPEZg =Epu22+pl - p1:Patm_§Pu22+PgZ0:
=101325—%><1000><2.502 +1000x9.80665%x30=392400Pa .

Nei punti (2) e (3) le altezze sono uguali z, = z3 e nel punto (3) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica p; =
Pawm: allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (2) si ha

1 1 1
Epu22+p2:zpu32+patm - pzzpatm+5p(u32_u22):
=101325+%><1000><(102 —2.502)=148200Pa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha
P=(p, —p,)G, =(392400 - 148200)x 0.04418 =10800 W =10.8 kW

Esercizio 4.3.26

La turbina T di figura ¢ alimentata da una portata massica G, = 500 kg/s di acqua, considerata come fluido
ideale, proveniente da un serbatoio con pelo libero di altezza z, = 30 m e, tramite un tubo di diametro costante D
=D, =D, =0.5 m, la scarica in un serbatoio con pelo libero di altezza z; = 0 m; l'altezza della turbina si trova a

7, = 7, = — 20 m. Calcolare la potenza P sviluppata dalla turbina.

20 —[~% (0)

(1) @) » 7 &)
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Dalla legge della portata massica (3.2) si ha
u =y =Sm - 4Cn 4x500 5 s46m

pS pxD? 1000x7x0.5> s

Nel punto (0) la velocita & nulla uy = 0 e la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = p,m; allora dall'equazio-
ne di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

1 1
Patm +PgZO=EPu12+P1+Pg21 - p1=patm_5pu12+pg(20_zl)=
:101325—%x1000x2.5462 +1000%9.80665x (30 +20)=588400 Pa .

Nel punto (3) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica p; = p,y, € 1'altezza ¢ nulla z; = 0; allora dall'equazione
di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (2) si ha

1 1
Epu22+p2+pgz2:palm - pzzpalm—zpuzz—pgzzz

=101325—%><1000>< 2.546% —1000%9.80665% (—20) = 294200 Pa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha

p_Pa=Pi o _ 588400294200

. x500=147000 W =147 kW .
P 1000

Esercizio 4.3.27

La pompa P di figura ¢ alimentata dall'acqua, considerata come fluido ideale, di un serbatoio chiuso avente il
pelo libero all'altezza z, = 15 m e sul quale grava la pressione relativa py' = 35 kPa e, tramite un tubo di diametro
costante D; = D, = 150 mm, la getta nell'atmosfera attraverso un ugello di altezza z; = 1.5 m e di diametro D5 =
0.075 m con un'inclinazione o = 45 °; l'altezza della pompa fa da riferimento z; = z, = 0 m. Il getto dell'ugello fa
giungere l'acqua fino all'altezza z, = 7.5 m. Calcolare la potenza P che la pompa deve sviluppare.

us — 74
Usy A /Cl)

0 ~u
70 — ¥ P (0) 3 =, 2

o (1){_)\](2) %

Dalle leggi della cinematica si ha

2

Z4—Z3=%gt2=%ui u3y:\/Zg(z4—z3)=\/2><9.80665><(7.5—1.5)=10.85?
: w0 M 1085
O=uz—gt - Ty g 9.80665

e, quindi, per la velocita assoluta di uscita si ha

u =—u3y = 10.85 =1534E .
7 sina sin(45°) S

Dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile (3.9) si ha

1D’ Tt><(75><10'3)2 m’
G,=u;S;=u; —> :15.34><f20.06777?
" _G, _ 4Gv2 _ 4x0.06777 i _3g3s™

S D’ nx(i50x10°?) s

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0 e la pressione assoluta vale py = pam + Po'» mentre nel punto (1) la veloci-
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ta ¢ uguale a quella del punto (2) u; = u, e l'altezza ¢ nulla z; = 0; allora dall'equazione di Bernoulli per un flui-
do incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

Al 1 ] 1
Pam TPo TP &% ZEpu22+p1 - P1:Patm+P0_Epu22+PgZOZ
=101325+35000—%X1000X3.8352+1000><9.80665><1.5=77500Pa .

Nel punto (2) l'altezza ¢ nulla z, = 0 e nel punto (3) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica p; = p,y,; allora
dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (2) si ha

1 2 1 2 B 1 ( 2 2) B
Epuz +P2—Epu3 +Pam TPE7Z;3 - p2_patm+5p U  —u, J+pgz3=
=101325+%><1000><(15.342 —3.8352)+1000><9.80665X1.5 =226300Pa .

Dall'equazione della potenza (4.14) si ha
P=(p, —p,)G, =(226300—77500)x 0.06777 =10080 W =10.1kW .

Esercizio 4.3.28
La pompa P di figura preleva acqua, considerata come fluido ideale, da un serbatoio avente il pelo libero al-
l'altezza z, = 0 e, tramite un tubo di diametro costante D; = D,, la getta nell'atmosfera attraverso un ugello di

diametro D5 = 0.075 m; l'altezza della pompa ¢ z; = z, = 1.5 m. Trovare la legge che lega la velocita allo scarico
u; e la potenza P sviluppata dalla pompa e diagrammare la potenza P con la velocita u; che varia da 0 a 10 m/s.

71 =122 =73 — /-\ L J
) 5)

P
20 — % (0)

Nei punti (2) e (3) le altezze sono uguali z, = z5 e nel punto (3) la pressione ¢ uguale a quella atmosferica ps
= Pam; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (2) si ha

1 1 1
EPU22+P2=EPU32+Patm - P2=Patm+EP(u32_u22) .

Nel punto (0) la velocita ¢ nulla uy = 0, la pressione ¢ uguale a quella atmosferica py = p,m € 1'altezza ¢ nulla z,
= 0, mentre nel punto (1) la velocita ¢ uguale a quella del punto (2) u; = u,; allora dall'equazione di Bernoulli
per un fluido incompressibile (4.5) per il punto (1) si ha

1 1
patmzzpu22+pl+pgzl - p1:Patm_EPu22_Pg21 .

Dall'equazione della potenza (4.14) e dalla legge della portata volumetrica (3.4) si ha

1 1 nD,’
P:(Pz _pl)Gv :|:palm +Ep(u32 _u22)_palm __pu22 —ng1:|U3 =

2 4

2
= “23 peuf +ez, u3j=4.418x(%xu33 +14.71><u3j .

Dalla relazione precedente per uy =1, 2, ..., 9, 10 si hanno la tabella e il grafico seguenti.

velocita [m/s] potenza [W] velocita [m/s] potenza[W]
1 0 6 867
2 148 7 1213
3 255 8 1651
4 401 9 2195
5 601 10 2859
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4.4.- LIMITI DELL'EQUAZIONE DI BERNOULLI

Esercizio 4.4.1
Aria in condizioni normali (p = p,,, € T =0 °C) e considerata come fluido non viscoso si muove alla velocita

u = 100 m/s. Calcolare: a) il numero di Mach locale; b) la pressione dinamica pg; c) le variazioni percentuali del-
la pressione p e della massa volumica p fra condizioni indisturbate e condizioni di ristagno.

a) Il numero di Mach locale corrisponde al rapporto fra la velocita del fluido in quel punto e la velocita
del suono nel fluido in quello stesso punto. Dall'equazione della velocita del suono per una trasformazione adia-
batica (1.26), dalla tab. T.3, in cui viene letto il valore della costante caratteristica R dell'aria e dalla tab. T.4, in

cui viene letto I'esponente della trasformazione adiabatica v, si ha

c=YRT =1402x287x273.15=331.52 & M=2=19 _g30 .
s c 3315
b) Dalla definizione di pressione dinamica (4.11) e dalla tab. 1.2, in cui viene letto il valore della massa
volumica p, si ha
I 5, 1 2
Pd =Ep u =E><1.294><100 =6470Pa .
c) La variazione della pressione dalle condizioni indisturbate p,, a quelle di ristagno p, vale

Po _ Pam TPg _ 101325+6470
Patm Patm 101325

1.064

e corrisponde ad un incremento percentuale del 6.4 %. La variazione della massa volumica dalle condizioni in-
disturbate p,, a quelle di ristagno p, in conseguenza alla variazione di pressione, nel caso di trasformazione a-
diabatica, vale invece

1y
Po_Pum  , Po =(—p0 j —1.064"14 =1.048
pOY path Paim Patm

e corrisponde ad un incremento percentuale del 4.8 %. Le due variazioni percentuali trovate possono essere con-
siderate al limite dei valori accettabili da un punto di vista ingegneristico.

Esercizio 4.4.2
Aria in condizioni normali (p = py, € T = 0 °C) e considerata come fluido non viscoso viene portata con una

trasformazione adiabatica alla temperatura T, = 100 °C. Calcolare la variazione percentuale della massa volumi-
ca.

Dalla legge della trasformazione politropica (1.18) con n =y e dalla tab. T.4, in cui viene letto il valore del-
I'esponente v, si ha

1/(y-1) 1/(1.402-1)
Tp, " =Tp > P2o [%J _ [%j =2.173
Py 1 :

con un aumento percentuale pari a

P2a=Pi_P2 45 173-121.1732117% .
P P

La variazione percentuale trovata non puo essere considerata accettabile da un punto di vista ingegneristico.

Esercizio 4.4.3
Un flusso stazionario e a bassa velocita di aria passa attraverso un ugello orizzontale e si scarica nell'atmo-
sfera. La sezione di ingresso dell'ugello & S; = 0.1 m2, mentre quella di uscita & S, = 0.02 m2. All'uscita si vuole

creare una velocita media u, = 50 m/s. Calcolare la differenza di pressione Ap fra ingresso e uscita necessaria a
mantenere il flusso.
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Dall'equazione della velocita del suono per una trasformazione adiabatica (1.26), dalla tab. T.3, in cui viene
letto il valore della costante caratteristica R dell'aria e dalla tab. T.4, in cui viene letto I'esponente della trasfor-

mazione adiabatica v, si ha

c=4/YRT =+/1.402x287x273.15 =331.5 - M:E:%:O.Ul
C .

Poiché il numero di Mach ¢ inferiore a 0.3, il fluido puo essere considerato incompressibile e la portata volume-
trica puo essere considerata costante; dalla legge di conservazione della massa per un fluido incompressibile
(3.9) si ha

S, 002 m

u S =u,S, - u1=uzs—=50xW 10 5
) .

Considerando trascurabili gli effetti dell'attrito, si puo applicare il teorema di Bernoulli sulla linea di corrente
corrispondente all'asse dell'ugello, dove le altezze geometriche nelle due sezioni sono uguali z; = z, e dove p, =

Pawm; allora, dalla tab. T.2., in cui viene letto il valore della massa volumica p dell'aria, si ha

%pu12+p1:%pu22+palm - Ap:pl+palm:%p(u22—ulz):%X1.294x(502—102)21550Pa .

Sui risultati ottenuti & opportuno fare alcune osservazioni:

a) le linee di corrente sono rettilinee e si restringono dall'ingresso verso l'uscita seguendo la forma dell'ugel-
lo;

b) poiché le linee di corrente sono rettilinee la pressione non varia in direzione a loro perpendicolare e quin-
di la pressione rimane circa costante su ogni sezione;

c) se si fosse applicato il teorema di Bernoulli a linee di corrente non orizzontali sarebbe successo che:

cl) nel caso in cui si fosse considerata costante la pressione sulle sezioni iniziale e finale, la differenza
di altezza avrebbe modificato il campo della velocita accelerando le particelle piu alte della mezzeria e rallen-
tando quelle pit basse;

¢2) nel caso in cui si fosse considerata costante la velocita sulle sezioni iniziale e finale, la differenza
di altezza avrebbe modificato il campo della pressione (in contrasto con il punto b) aumentando quella delle par-
ticelle piu alte della mezzeria e diminuendo quella delle particelle piu basse;
d) solo trascurando 1'effetto della gravita il comportamento sarebbe stato uguale su tutte le linee di corrente
rendendo il problema monodimensionale.

In conclusione, il teorema di Bernoulli ¢ applicabile solo ad una tubazione considerata monodimensionale e

coincidente con il suo asse geometrico; quindi per problemi pluridimensionali il teorema di Bernoulli non ¢ pit
valido.

Esercizio 4.4.4
Nel sifone, costituito da un tubo a U, il gomito si trova ad un'altezza z; = 1 m sopra il pelo libero, mentre 1'u-

scita si trova ad un'altezza z, = — 7 m sotto il pelo libero. Calcolare: a) la velocita u, del getto d'acqua, conside-
rata come fluido incompressibile, all'uscita; b) la pressione assoluta p; del fluido nel gomito.
3) 7
ZT A )
Z3
A4 Y

ey

@)

a) Nel punto (1) sihau; =0, p; = pam» 21 = 0 € nel punto (2) si ha p, = p,yy,; allora dall'equazione di Ber-
noulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha
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%=%u22+pa%+gzz - u2=\/2g(—22)=J2><9.80665x(—7)=11.7?.

b) Nel punto (1) si hau; =0, p; = pam» Z; = 0 e la velocita nel punto (3) ¢ uguale a quella nel punto (2)
U3 = Uy; allora dall'equazione di Bernoulli per un fluido incompressibile (4.5) si ha

] ]
pam=gpu32+p3+pg23 R p3=pm—gpuz2—pg23=

= 101325+%IOOOX1 1.72% +1000x9.80665x 1 =22800 Pa .

Sui risultati ottenuti ¢ opportuno fare alcune osservazioni:

a) affinché sia valida I'applicazione dell'equazione di Bernoulli deve avvenire che le perdite siano trascura-
bili;
b) le perdite che si verificano nell'esempio citato sono:

bl)  continue su tutta la lunghezza della tubazione;

b2) localizzate nell'imbocco, nelle curve e nello sbocco;
c) se l'imbocco ¢ arrotondato, se le curve sono ampie, se la lunghezza totale della tubazione ¢ esigua e se lo
sbocco ¢ fatto all'atmosfera, si possono ritenere le perdite di energia piccole rispetto alle altre energie in gioco e
quindi, da un punto di vista ingegneristico, ritenere accettabili i risultati ottenuti;
d) pero, se si verificano separazioni di vena nell'imbocco e nelle curve, se la lunghezza della tubazione ¢ e-
levata e se si verificano contrazioni di vena allo sbocco, le perdite di energia diventano confrontabili e, in taluni
casi, anche superiori alle altre energie in gioco e quindi possono rendere del tutto inaccettabili i risultati ottenuti.

Esercizio 4.4.5
Un flusso d'acqua, considerata come fluido ideale, scorre sotto una paratia su un letto orizzontale all'ingresso
di un canale; prima della paratia il livello dell'acqua ¢ Z; = 45 cm e la velocita pud essere considerata nulla u; =

0 m/s, mentre dopo di essa il livello ¢ Z, = 5 cm. Il flusso ¢ stazionario e in ogni sezione si pud considerare che
la pressione possegga una distribuzione idrostatica. Calcolare: a) la velocita u, del fluido a valle della paratia; b)
la portata volumetrica g, per metro di larghezza (Y = 1 m) di paratia.

v €))
linea di
corrente
74 — (2)_
A A
z z|, A 7
Y Y VY Y

Il fatto che la pressione idrostatica possegga una distribuzione idrostatica significa che in qualsiasi sezione al
di sotto del pelo libero ¢ valida la legge di Stevin

dp

Lo Pe o P=Pum+Pg(Z-2)
VA

dove Z ¢ l'altezza generica della vena e z ¢ l'altezza generica della linea di corrente lungo la quale viene applica-
ta I'equazione di Bernoulli; allora, sostituendo la relazione precedente, si ha

%pu12+p]+ng]=%pu22+p2+ng2 -
- %Puf+Patm+Pg(Zl_Zl)+szl:%pu22+Patm+Pg(Zz_Zz)+Pglz -
- %Pu12+PgZ1:%pu22+szz;
di conseguenza lungo ogni linea di corrente rimane costante la quantita

lu2+gZ=cost .
2
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a) Poiché ¢ u; = 0, dalla relazione precedente si ha

ngzéuzz—i-gZz - Uy =428 (2, —7,) =y2x9.80665x (45— 5)x102 =2.80?.

b) Dalla legge della portata volumetrica (3.4) e dalla definizione di portata per unita di larghezza si ha

3

g =0y WS _wYZ ) 80xsx102=0.140"
Y Y Y sm
Sui risultati ottenuti ¢ opportuno fare alcune osservazioni:
a) affinché sia valida l'applicazione dell'equazione di Bernoulli deve avvenire che siano perfettamente indi-
viduabili le linee di corrente;
b) le linee di corrente sono ben definite solo nel moto laminare;
c) pero, se il flusso ¢ costituito dal salto di alimentazione di una turbina idraulica o dal passaggio attraverso

una macchina idraulica o aeraulica, il moto ¢ fortemente turbolento e impedisce di definire nella pressione una
distribuzione idrostatica.
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