CAPITOLO 6

EQUAZIONI IN FORMA INTEGRALE

6.0.- RICHIAMI TEORICI
6.1.- BILANCIO DELLA MASSA

6.2.- BILANCIO DELLA QUANTITA DI MOTO
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6.0.- RICHIAMI TEORICI

Bilancio della massa
In caso di fluido compressibile (p # cost), se la massa volumica viene considerata uniforme in ogni istante
dentro volume di controllo V, la relazione del bilancio della massa € data da

v, v

=— u dg, 6.1
ot P ot .LUp ©.1)

se il moto & stazionario, ciog se la massa volumica p non varia nel tempo (dp/dt = 0) e se il volume di controllo
V non varia nel tempo (dV/dt = 0), la (6.1) diventa

J'ﬁpd§=0 . 6.2)
S
In caso di fluido incompressibile (p = cost), la (6.1) diventa
a_Vz—Iﬁd§; (6.3)
ot S
se il moto & stazionario, cio¢ se il volume di controllo V non varia nel tempo (dV/dt = 0), 1a (6.3) diventa

Lﬁ aS=0 . (6.4)

Bilancio della quantita di moto (seconda legge della dinamica)
La relazione del bilancio della quantita di moto ¢ data da

ij ﬁpdv+jﬁpﬁd§=—jpd§+jé*d§+m§—ma—ii+ﬁ (6.5)
at v S S S

i ‘[ u p dV = variazione nel tempo della quantita di moto nel volume di controllo V
v

ot

j upu dS = flusso della quantita di moto attraverso la superficie esterna S del volume V
S

j p dS = forza di pressione sulla superficie esterna S

S

J.czs* dS= ‘[ 2u € dS = forza viscosa sulla superficie esterna S
S S

G= m g = forza di gravita sul volume V (peso)

ma= I padV = forza d’inerzia sul volume V
v

F = forza di azione del volume V

R = forza di reazione sul volume V

dove u rappresenta la velocita del sistema collegato al volume di controllo V, che pud essere un sistema non -
inerziale che si muove rispetto ad un sistema inerziale, dove a rappresenta ’accelerazione del sistema non - i-

nerziale rispetto al sistema inerziale e dove G rappresenta il tensore delle tensioni deviatoriche.
In caso di fluido non viscoso si ha

jé*dﬁzjzuédézo

N N

e la (6.5) diventa
3] ﬁpdV+Iﬁpﬁd§=—Ipd§+é—m5—15+ﬁ : (6.6)
ot v S S

se il moto & stazionario e se il sistema € fermo, si ha

o
Il
S

%.[VﬁpdV=0 ., m

e la (6.6) diventa
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jﬁpﬁd§=—jpd§+é—ﬁ+ﬁ. (6.7)
S s
Infine, se il sistema ¢ immerso in un ambiente a pressione costante, si ha
I pdS=0
S
e la (6.7) diventa
jﬁpﬁd§=é—f:+ﬁ (6.8)
S
Bilancio del momento della quantita di moto
Moltiplicando vettorialmente l'equazione di conservazione della quantita di moto per la distanza T da un as-

se di rotazione, si ottiene l'equazione di bilancio del momento della quantita di moto. Nel caso in cui il fluido sia
non viscoso, il moto sia stazionario, il sistema sia fermo e la forza peso venga trascurata, dalla (6.7) si ottiene

jf><ﬁpﬁd§=—j?><pd§—Ma+Mr (6.9)
S S

dove M, e M, rappresentano rispettivamente i momenti di azione e di reazione. Se il sistema ¢ immerso in un
ambiente a pressione costante, la (6.8) diventa

j?xﬁpﬁdéz—MaJer . (6.10)
S
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6.1.- BILANCIO DELLA MASSA

Esercizio 6.1.1
Determinare le condizioni in cui un fluido scorre all’interno di una tubazione generica fra le sezioni (1) e (2)
in caso di moto stazionario.

7.

— SZ
(1) U2
y 'S’ (2)
|
<
X

Per prima cosa ¢ indispensabile scegliere un volume di controllo che consenta di effettuare i calcoli nel mo-
do pit semplice e nel tempo pit veloce; per questa ragione esso viene preso con alcune superfici esterne corri-
spondenti alle pareti solide del sistema contenente il fluido e con altre perpendicolari alle linee di corrente.

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura & riportata con linee di colore rosso la possibilita pit
semplice e istintiva che presenta le superfici parte lungo le pareti della tubazione e parte normali alle linee di
corrente che entrano ed escono dal tratto di tubazione preso in considerazione), dal bilancio della massa (6.2) in
caso di moto stazionario per un fluido compressibile si ha

J.Sﬁpd§: ﬁpd§+jS ﬁpd§=0
2

S

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, per la sezione (1) si ha

J'Sl ﬁpdgz—J-Sl updS=—u,p,S, ,
perché il prodotto scalare € negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde)
i dS=udScosf, =udscos(180°)=—uds ,
e per la sezione (2) si ha

J ﬁpd§:+J. updS=+u,p,S, .
SZ SZ

perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde)

idS=udScosp, =udscos(0°)=+uds .

[Nota.- Se il volume di controllo fosse stato scelto in modo tale da non avere le superfici perpendicolari alle velocita, si sa-
rebbero dovuti conoscere anche gli angoli compresi fra i due vettori S, e u, e fra i due vettori S, e u,.

-
us
e
Sa
-»> -
S <1 7u
La scelta effettuata semplifica invece la procedura di calcolo.]
Sostituendo si ha
—u;p; S +uypy S, =0
e quindi
u; P Sy =uyp, S, - Ghi=G» - G,, =cost (A)

che assicura la costanza della portata massica all’interno di un tubo di flusso. Nel caso in cui il fluido sia consi-
derato incompressibile (p, = p,), dal bilancio della massa (6.4) facendo gli stessi ragionamenti si ha

u; Sy =u, S, - G, =G, - G, =cost (B)
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che assicura la costanza della portata volumetrica all’interno di un tubo di flusso. In quest’ultimo caso il rappor-
to fra le velocita

Gv TCD12 2
Y _ S, =iziz(&j (©)
u Gy S, =D’ (D

S, 4

¢ inversamente proporzionale al rapporto fra le sezioni dei tubi e quindi fra i relativi quadrati dei diametri.

Se si verificano le condizioni rappresentate nella figura successiva, con u; = 10 m/s, S; = 0.1 m2, o; = 30 °,

S, =0.08 m*> e a, = — 60 °, trovare la velocita u, e le componenti delle velocita uy;, uyl, uy,, uy, relative a un
fluido incompressibile.

uylA ‘

/ Uxi e Y uz2

Si

S
Dalla relazione (B) si ottiene

u_ZZi - uzzu]i:10x£:12.52
0 S, S, 0.08 s

e quindi per le componenti (da notare che o rappresenta 1'angolo fra il vettore u e l'ascissa x) si ha
m . . m
u,, =u, cosa; =10xc0s(30°)=8.66 — , Uy =u; sinoy =10x5in(30°)=5.00 —
S s

Uy, =U, cost, =12.5xcos(—60°)=6.25 = , Uy, = U, sinc, =12.5%sin(-60°)=—10.8
S S

Esercizio 6.1.2
In una tubazione, costituita da un tratta di diametro D, = 20 cm e da una tratta di diametro D, = 10 cm, scor-

re una portata volumetrica d’acqua pari a G, = 90 litri/min; calcolare le velocita medie nelle due tratte.

Premesso che la portata volumetrica in dimensioni fondamentali vale

.. 3
G =901 _p00150™ |
min S

dalla relazione (B) dell’esercizio 6.1.1 rispettivamente si ha

4 =Cu 4Gy _4x000150_, oom
S

G, 4G, 4x0.00150 m
. : = = =19.1
S, =wD, mx0.02

S, @D, wx0.01? Ts
Dopo aver determinato la velocita u,, dalla relazione (C) dell’esercizio 6.1.1 si sarebbe potuto ottenere per la ve-
locita u, lo stesso risultato

2 2
wy=u, | 2u] 24775 22| —4775%4=101 |
D 10 S

2

Esercizio 6.1.3
Nella sezione a monte (1) di una tubazione di diametro D = 5 c¢m, in cui vige la pressione p; = 2 bar e la

temperatura T, = 20 °C, passa azoto alla velocita u; = 6 m/s, mentre nella sezione a valle (2) della stessa tuba-
zione vige la pressione p, = 1.5 bar e la temperatura T, = 40 °C. Calcolare: a) la velocita nella sezione (2); b) le
portate volumetriche e massiche nelle sezioni (1) e (2).
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Dalla tab. T.3 per la costante caratteristica dell’azoto si ha R = 297 J/(kg.K) e dalla legge di stato dei gas
(1.10) per la massa volumica nelle due sezioni (1) e (2) si ha

5 5
p =Ll = 2x10 —2203 X8 o o P2 LxIO 16122
RT, 297x(273.15+20) RT, 297x(273.15+40) m
a) Poiché la sezione del tubo rimane costante
2 2
S, =S, :n4D _7x0.05" _ 001963 m° |
dalla relazione (A) dell’esercizio 6.1.1 si ha
P, 2.298 m
u P S =u S - U, =u; —=6xXx——-=8511—.

1P =Uy Py 2 1p2 1612 S

b) Per le portate massiche, ovviamente uguali nelle due sezioni (1) e (2), si ha
kg
S

G,y =u,p,S,=8.511x1.612x0.001963=0.0271

Gi=u;p; S, =6.0x2.298%x0.001963=0.0271
kg

s
mentre per le portate volumetriche, ovviamente differenti a causa della variazione della massa volumica, si ha

3
G, =u, S, =6.0x0.001963=0.0118
S

3

G, =u,S, =8.511x0.001963=0.0167— .
S

Esercizio 6.1.4
Nel nodo a tre imbocchi di una rete idrica si sa che dal ramo (1) di sezione S; = 0.2 m? entra acqua alla velo-

cita u; = 1 m/s, mentre dal ramo (3) di sezione S; = 0.25 m? esce acqua alla velocita u; = 2 m/s. Determinare la
situazione del ramo (2) se la sezione & S, = 0.6 m?.

U2 (2)
b Sz
1) —=<== -
- u
Si ’
S, (3)

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

Jﬁd§: ﬁd§+'[ﬁd§+.[ﬁd§:0
S S, S, S,

in quanto il fluido passa solo attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

jﬁdﬁ:—juds:—uls1
S, S,

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde),

*d§=+j dS=+u, S
JgaS=+ [nas=ru,s,

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde) e
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“d§=+J dS=+u, S
[as=+[uas=+u,s,

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha

~ - - 3
JﬁdS=—JﬁdS— §dS = Gu=+u,Sy=+u; S, —u;3S;=1x0.2-2x0.25=-0.30 " ;
S, S, S, S

dall'imbocco (2) quindi & necessario che entri una massa fluida pari 0.3 m3/s con una velocita

~, |G u,S, 03 m
ol s 03y on
S, S, 06 s
Infatti, avendo scelto arbitrariamente il verso della velocita u, (uscente e quindi positivo), il segno negativo ot-
tenuto per il prodotto u,.S, indica la necessita di cambiare il segno effettivo del flusso (la procedura ¢ identica a

quella usata nelle reazioni vincolari di un problema di meccanica statica: dapprima si sceglie per l'incognita il
verso e dopo si controlla che sia effettivamente corretto dai risultati algebrici del calcolo).

Esercizio 6.1.5
Un fluido considerato incompressibile fluisce con moto stazionario attraverso il sistema a tre rami riportato
in figura. Se le sezioni conosciute valgono S, = 0.1 m? e S, = 0.05 m? e se le velocita conosciute valgono u, = 1

m/s e u, = 3 m/s, calcolare la portata volumetrica G, ; che passa attraverso il ramo (3) e determinare se essa entra

oppure esce dal sistema.
-
s;;1

us
/>
Sl
[ o T >
! —L —=
BB
X

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura sono riportate con linee di colore rosso due possibili-
ta), dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

Jﬁd§: ﬁd§+Jﬁd§+Iﬁd§:0
S S, S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

jﬁd§=—judS=—u1&
sl Sl

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e

“d§=+J dS=+u,S
Jads=s [pas=rus,

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha

- 3
jﬁdS:—jﬁdS— idS = Gu=+u,S;-u,S,=1x0.1-3x0.05=-0.05 2 .
s, S, S, S

Poiché nella sezione (3) il prodotto scalare ¢ negativo, il fluido entra nel sistema.
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Esercizio 6.1.6
Si consideri il moto stazionario dell’acqua attraverso il sistema riportato in figura. Le aree sono: S| = 0.019

m?, S, =0.046 m?, S; =S, = 0.037 m?; la portata massica in uscita dalla sezione (3) & G ; = 55 kg/s; la portata
volumetrica in entrata dalla sezione (4) € G, = 0.028 m3/s; la velocita del fluido nella sezione (1) € u; = 3 m/s.
Calcolare la velocita attraverso la sezione (2).

y %
=
Si
X
- -
S» us

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura sono riportate con linee di colore rosso due possibili-
ta), dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

J'ﬁdéz ﬁd§+jﬁd§+_|'ﬁd§+jﬁd§=o
S S, S, S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1), (2), (3) e (4).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

jﬁc@:—judsz—u1 S,
S, S,

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde),

[Gas=[uds=u;s,=G,, ~Sms
S3 S; p

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde) e

jﬁd§=—J'uds=—u4s4=—Gv4
S, S

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde).
In base ai dati del problema allora si ha

3

szzjﬁd§:—Jﬁd§— idS—- udS 8 =Sm LG 23%0.019- 2 1+.0.028= 0030—
Sy Sy S5 p 1000

Poiché nella sezione (2) il prodotto scalare & positivo, il fluido esce dal sistema e la velocita in valore assoluto ¢

o] |G 2| _ 0.030
= 0.046

—=0. 65()—

Esercizio 6.1.7
Un fluido di massa volumica p = 1050 kg/m? defluisce con moto stazionario attraverso il sistema riportato in
figura; le sezioni conosciute valgono S, = 0.05 m2, S,=0.01 m2, S;=0.06 m?, e le velocita conosciute valgono

u, =4 m/s e u, = 8 m/s. Calcolare la velocita u, e le sue componenti lungo x e lungo y e determinare se il fluido
entra o esce dal sistema nel ramo (3).
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S, | | v
(2
y 1_1’1 (3) D o3 =—30:
< (1) S3
Si
X 1_1’3

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura sono riportate con linee di colore rosso due possibili-
ta), dal bilancio della massa (6.2) in caso di moto stazionario per un fluido compressibile si ha

J.Sﬁpdﬁzjs ﬁpd§+jS ﬁpd§+J.S ﬁpd§:0
1 2 3

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha

j ﬁpdéz—j updS=—|u, p$||

Sl Sl

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
j ﬁpdéz—j updS=-u,pS,
S, S,

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde).
In base ai dati del problema allora si ha

kg

Gm3=j ﬁpd§:—j apd§—j GpdS=u, pS, +u, pS, =4x1050%0.05 +8x1050x 0.01 = 294.0 -
s, S, S, S

Poiché nella sezione (3) il prodotto scalare € positivo, il fluido esce dal sistema e la velocita in valore assoluto ¢

lis|= Omy __ 2940 _, 667 .
pS; 1050x0.06 s
le componenti sono
— m — . . m
u; =[] cosa; =4.667x cos(-30°)=4.04 — , vs =[i5|sinot; =4.667 xsin(-30°)=-2.33 —
S S

Esercizio 6.1.8

Il recipiente riportato in figura ha le entrate (1) e (2) e l'uscita (3), tutte di sezione circolare. Il flusso ¢ sta-
zionario e la massa volumica rimane costante. Le velocita nelle sezioni (1) e (3) sono assunte costanti, mentre la
velocita nella sezione (2) presenta una distribuzione parabolica. I diametri delle sezioni sono: D; = 80 mm, D, =
40 mm e D5 = 100 mm; le velocita invece sono: u; =2 m/s e uy = Uy [1 — (1/R)?] con Uy, = 4 m/s. Trovare
la velocita della sezione (3).

!

| [
(1) 3)

|
e

2

LA

)
|

]

%]
)

1
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Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una possibilita),
dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

J'ﬁdéz ﬁd§+J'ﬁd§+J'ﬁd§=0
S S, S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Nelle sezioni, in cui la velocita viene considerata costante, si ha

2
JﬁdSz—judSz—ulslz—ul D,
S, S, 4

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e

nD32
4

idS=|udS=u;S,=
Lu S131 us; S;=ujy

3

perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde); nella se-
zione, in cui la velocita varia in modo parabolico, invece si ha

- 2 (R, ) R, 1 (R: 4
judS:—J'udsz—J' j Uy | 1= — | |rdrde=—2nU,,,, j rdr——zj 2 dr|=
S S, 0 Jo R 0 R, 70

2 2

4 2
RZ

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde).
In definitiva si ha

D> Uy, TD, 1D’
1 - +U3 =
4 2 4 4

2 2 2 2
N Uy =u, & +U2maX_ & =2 & +4 ﬂ =1.62.
D, 2 D, 50 100 S

Iﬁd§=—u
s

Esercizio 6.1.9
Un fluido incompressibile entra in un tubo di diametro D = 600 mm con velocita costante u; = 2 m/s. Al suo

interno un tubo concentrico di diametro D/2 e con una parete di spessore trascurabile divide il flusso in una zona
interna cilindrica e in una zona esterna anulare aventi rispettivamente le seguenti distribuzioni della velocita

e O R G RO

Se il moto ¢ stazionario e se le masse volumiche sono p; = p; = p = 1000 kg/m3 e p, = p/2, calcolare la portata
massica G, che deve passare (in entrata o in uscita) dall'apertura laterale.

=
u

%)

W

~
S
>

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una possibilita),
dal bilancio della massa (6.2) in caso di moto stazionario si ha

Lﬁpd§=L ﬁpd§+.|.S ﬁpd§+J'S ipdS=0

in quanto il flusso passa attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Nella sezione (1), in cui la velocita viene considerata costante, si ha
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2
nD,

4

ISIﬁpd§=_Is]updS=_ul plsl=_u1p

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde); nelle se-
zioni (2) e (3), in cui la velocita varia, invece si ha

ipdS=| u,p,dS= ” Rlzéll]p 1-4| = ’ rdrde=
Isz Is2 Io .[0 2 R

5 R/2 4 (R2 R2 4 R* 15 , 5 ,
=—u,p2T J.rdr—— cdrl=5u, ol ——— 2 |=— 4. 0tR*=—"u. oD
2P (0 R2 J ] 1P [8 R2 64 ) 16'° 61 1P

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde) e

L3 2m R rY rY
L}updS—L}u3p3dS—J-0 jmzu,p[—lw(ﬁj —6&) ]rdrd(p—

R R R
=2u;p2m —Irdr+l r3dr—ij rtdr|=
R2  RZ%Jrn R2 Jr2

+_ —
8 R? 64 R? 160

( 3R? 7 15R* 6 31R5J 33
=4u,pw| ——r =

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In definitiva si ha

.= 1 > 5 , 33 2

updS=——u,pnD°+—u,pnD°+—u, paD " +G_ =0 -

L p 1 1P o4 1P 30 1P m

kg

S

=(—————j u, pnD? =—£u1 pnD? =—%x2x1000xnxo.62 =—544

Poiché il segno ottenuto & negativo, la portata ¢ entrante.

Esercizio 6.1.10
11 fluido, a contatto diretto con una parete solida ferma, ha velocita nulla (condizioni di non scorrimento); di
conseguenza il moto in vicinanza di una lastra sottile forma uno strato limite. Se il fluido ¢ aria con massa vo-

lumica p = 1.24 kg/m? e con velocita indisturbata U_ = 30 m/s e se in una certa posizione lo spessore dello stra-

to limite & 8 = 5 mm, calcolare in condizioni di moto stazionario la portata massica in direzione perpendicolare
ad una lastra larga Z = 0.6 m.

- —>
U —>

S
—=>

—

strato
limite

B

w77
A D

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura il rettangolo di vertici ABCD colorato in rosso), dal bi-
lancio della massa (6.2) in caso di moto stazionario per un fluido compressibile si ha
Iﬁpd§=.[ ﬁpd§+I ﬁpd§+J. ﬁpd§+J. ipdS=0 -
S Sas S

BC Sep Spa

- GmBC:L ﬁpd§:—J.

BC SAB

ﬁpd§—.[s ﬁpd§
CD

poiché attraverso la superficie DA per definizione non passa fluido.
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha
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~ 5=5
j ﬁpdS:—j updsz—jy U, pZdy=-U, pZlayP=-U.pZ5
SaB ya=0

SAB

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso discor-
de) e

- — ye=0
I updS=J. updS=I pZudy
Scp Scp yp=0

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso concor-
de). Sostituendo nell’ultima relazione la legge di distribuzione della velocita in uno strato limite di una lastra
sottile

si ricava

p=0

]
yo=b 5 ’ 2 4
J. ¢ pZudy:J- Uoopz El_l(lj dy:UmpZ iy__Ly_ :éUmpZS
y 0 0
In base ai dati del problema allora si ha

Al

3

=§ U, pZS=%X30X1.24X0.6X0.005=0.0419 ke .

S

Il segno positivo indica che il fluido esce attraverso la superficie BC.

Esercizio 6.1.11

Un recipiente di volume V = 0.5 m? contiene aria di massa volumica p = 11 kg/m3. Al tempo t = 0 inizia a
entrare aria con massa volumica p, = 16.5 kg/m? attraverso una sezione S, = 0.018 m? con una velocita u, = 4.5
m/s e a uscire aria con massa volumica uguale a quella vigente nel recipiente attraverso una sezione S, = 0.036
m? con una velocita di u, = 1.5 m/s. Calcolare la variazione di massa volumica nel recipiente all’istante t = 0.

- -
u | U2
f—_ 3
S1 S

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura sono riportate con linee di colore rosso due possibilita:
una lungo le pareti interne del recipiente e la seconda che comprende I’intero recipiente), dal bilancio della mas-
sa (6.1) nel caso in cui il volume di controllo V non dipende dal tempo si ha

ap - op I Ls
V—+ dS=V—+ dS+ dS=0
ot J-Sup ot J.sl “P ISZUp

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha

J' ﬁpdgz—j updS=—u,p, S,

Sl S]

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
J' ﬁpd§=J' updS=u,p, S,
S, S,

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema al tempo t = 0 allora si ha
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9 _up S Uy, S, _45x165x0.018-15x11x0.036 _ o ke
ot A% 0.5 T mds

La massa volumica tende quindi ad aumentare.

Esercizio 6.1.12
Una tubazione di sezione S; = S, = 1 m? contiene una camera d’espansione con una superficie libera pari a

S; =2 m% Ad un certo istante la velocita di ingresso dell’acqua & u; = 3 m/s e la portata volumetrica di uscita &
G,, =4 m?/s; trovare in questo istante la velocita di spostamento della superficie libera.

— -
u3T TSg
\v4

ur | us
a1} o=
Si S2

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura € riportata con linee di colore rosso una possibilitd), dal
bilancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile si ha

a—V+J.ﬁd§:a—V+J.ﬁd§+J.ﬁd§:0
ot Js ot Js, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

J'ﬁdﬁz—judsz—ulsl
Sl S]

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e

idS=|udS=u, S
LZ s, 292

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema al tempo t = 0 allora si ha

3
N S, —u, S, =, S, ~G o, =3x1—d=—1™ .

ot S

la velocita di uscita dalla sezione (2) &

—4
S

u2 =—=

Gv2 i
s, 1

Il volume all’interno della camera di espansione tende quindi a diminuire e, dato che la variazione di volume nel
tempo ¢ la portata volumetrica passante attraverso la sezione (3) in cui i versori della velocita e della sezione
sono presi concordi, si ha una velocita di entrata pari a

3
GV3=8_V=_1m_ — u3=%=——=—0.5— .
ot s S; 2 §

Esercizio 6.1.13
Il meato mostrato in figura, lungo L = 1.5 mm, largo Z e di altezza iniziale hy = 1.25 mm, ¢ riempito di flui-
do incompressibile. La parete superiore si muove verso il basso con velocita v = 0.25 mm/s, mentre la distribu-

zione della velocita nelle uscite laterali €
2
y y
u=4U ==
max [ h [ h \J ]

Calcolare la velocita massima U,,, in funzione di L, v, h; determinare la legge dell'altezza generica h in fun-
zione di v, hy, t e sostituirla nella relazione della velocita massima; discutere 1'andamento della velocita massima
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nel tempo ed effettuarne un diagramma fino al momento in cui la parete mobile tocca quella fissa.

. -
\% St
Y
— —
LU y > U
0o =

5, € X >3
S ) Sd

-

B L N

' P |

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una possibilita),
¢ possibile scegliere: a) un sistema di coordinate che si muove con la parete mobile; b) un sistema di coordinate
fisse.

a) Nel caso di un sistema di coordinate che si muove con il pistone, dal bilancio della massa (6.4) in ca-
so di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

[aas=[adS+[adS+ [adS=0
S S, Sq S,
in quanto il fluido passa attraverso la superficie superiore S;, la superficie di sinistra S, e la superficie di destra
Sa-
Nella superficie superiore, in cui la velocita v ¢ costante, si ha

Iﬁ §=—IVdS=—VSt=—VZL
S, S,

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde); nelle se-
zioni laterali sinistra e destra, in cui la velocita varia, invece si ha

Z ¢h 2 2 3
Lo y y ly ly 2
J‘SudS:—Lsust:J‘O jo4Uma"[H_[Hj ]dzdy:4UmaXZ{ET—§F} =3 Ups Zh

s

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
L'equazione del bilancio della massa si riduce allora a

2 2 4
—VZL+§UmaXZh+§Umeh:0 - —vL+§UmaXh:0 . (A)
b) Nel caso di un sistema di coordinate fisse, dal bilancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile

si ha

oV (- .z oV . = [. =
So+ [dS=+ [udS+[udS=0.
ot Js ot Js, S
in quanto il fluido passa attraverso la superficie di sinistra S, e la superficie di destra Sg.
Dato che la variazione di volume nel tempo ¢ la portata volumetrica passante attraverso la sezione S, in cui i
versori della velocita e della sezione sono presi discordi, si ha

v

—=G,,=-vS;=-vZL .
ot

vt

L'equazione di bilancio della massa, in base a quanto gia visto nel punto precedente, si riduce a

vzL+2u, Zh+2U,. Zh=0 -  -vL+2u_ h=0 (B)
3 3 3

e diventa uguale all'espressione (A).
A questo punto, sia per la scelta a) che per la scelta b), integrando 1'equazione differenziale del moto della
parete superiore

gh _

h t
=-vV - dh=-vdt - th—VIdt - h-—hy=-vt,
dt h,

0
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si trova la legge dell'altezza del meato in funzione del tempo
h = hO -Vt .

In definitiva 1'equazione di bilancio della massa, (A) o (B), diventa

—VL+%UmaXh=0 - —VL+§UmaX (hg—vt)=0
e la velocita massima, in base ai dati del problema, vale
3 Lv A 225

" g hg—vt B-Ct S5-t
dove
A=3Lv=3x1.5%x0.5=2.25 ; B=4h,=4x125=5 ; C=4v=4x0.25=1.

Dalla relazione precedente si constata che la velocita massima tende all'infinito quando 1'altezza del meato
tende a zero. Tuttavia, nella realta la parete superiore non pud muoversi verso il basso con una velocita costante
v in corrispondenza della parete inferiore.

Nella figura seguente ¢ riportato 1'andamento della velocita massima; con i dati del problema la parete mobi-
le tocca la parete fissa quando il tempo e t=15s.

Umax 10 4 . . . . . -
m - 5
S . -

8

6

E /o

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
t[s]

Esercizio 6.1.14
Una portata di aria G, = 20 m*/min entra in un compressore in condizioni atmosferiche standard e ne esce

alla pressione p, = 800 kPa e alla temperatura T, = 60 °C. Se la velocita nella tubazione di distribuzione
dell’aria compressa deve avere un valore massimo u, = 20 m/s, determinarne il suo diametro.

compressore

La massa volumica dell’aria all’ingresso del compressore (condizioni standard: p, = 1 bar e T, = 0 °C) vale

A
1% &\L‘\L.f‘

p_ 101325 _ o kg

P =

" RT, 287x273  m®’
mentre all’uscita dal compressore vale
p,=—bz o SN000 ¢4 ke
RT, 287x333 m’
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Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura € riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dal bilancio della massa (6.2) in caso di moto stazionario per un fluido compressibile si ha

Lﬁpd§=L ﬁpd§+L ipdS=0

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha

j ﬁpd§=—j updS=—|u, p, 8

Sl Sl

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
j ﬁpdé:—j updS=—u,p,S,
SZ SZ

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha

Gm2=j ﬁpd§=—J' ipdS=u, p, S, =p, G,y =1.293x 20 —0.4310 K&
S, Sy 60 S
e quindi

G 04310

=m _ P00 0002574 m? ;

T u,p  8371x20

il diametro della tubazione deve quindi essere

D:\/4SZ =\/4X0'002574 —0.0572m=6cm .
T T

Esercizio 1.1.15
Il pistone mostrato in figura si muove con velocita W = 10 mm/s all'interno di un cilindro riempito di olio,
avente un diametro pari a D = 20 mm. La superficie superiore del pistone presenta un foro di diametro d, = 10

mm attraverso cui la velocita dell'olio uscente, misurata rispetto alla velocita del pistone, presenta una distribu-
zione pari a

ww=wmxv{if

Calcolare la velocita massima W con: a) un sistema di coordinate che si muove con il pistone; b) un sistema di

coordinate fisse.
w(r — - — -
WWWH() s s AR
‘|| pistone
| —- |
u?2

N )

%)\2 i\\\\\\\\\
§§§§x

I \ cilindro I I
| D >§ oA s
|
a) b)
a) In un sistema di coordinate che si muove con il pistone, la parete inferiore del volume di controllo si

muove verso l'alto con la velocita u, = W e, quindi, ¢ come se attraverso essa il fluido entrasse alla stessa veloci-
ta; attraverso la parete superiore del volume di controllo il fluido esce alla velocita u; = w(r), mentre attraverso
la parete laterale del volume di controllo non passa fluido.

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura a ¢ riportata con linee colorate in rosso una possibili-
ta), dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha
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Iﬁd§= ﬁd§+_[ﬁd§=0
S S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2). Nella sezione in cui la velocita varia in modo parabolico
si ha

e r ’ To 1 (% 5
IudS: W [1-| =] [2nrdr=27W,, J' rdr——zj dr |=
S, 0 I, 0 r,” 90

1, 1 1t ' w
=2 W, | - — =2nwmax‘jT=§d02w

2 max
2 g 4

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde), mentre
nella sezione, in cui la velocita viene considerata costante, si ha

jﬁdéz— wWds=—Tp2w
S S, 4

2

perché il prodotto scalare & negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde).
L'equazione di bilancio della massa si riduce allora a

2 2
%dozwmax_%D2W=O - \W% =2[dBJ W=2x(%) x0.010=0.0802=80m. (A)

max
0 S S

b) In un sistema di coordinate fisse, la parete inferiore del volume di controllo ¢ ferma e, quindi, attra-
verso essa non passa fluido; la parete superiore del volume di controllo si muove con la velocita W e, quindi, ¢
come se attraverso essa il fluido uscisse alla velocita relativa u; = w(r) — W; la parete laterale del volume di con-
trollo si muove con la velocita W e, quindi, attraverso la parte di superficie, la cui normale non ¢ perpendicolare
all'asse del cilindro e dello stantuffo, il fluido entra con la stessa velocita u, = W.

Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura b & riportata con linee colorate in rosso una possibili-
ta), dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

J’ﬁd§= ﬁd§+J.ﬁd§:0
S S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2). Nella sezione in cui la velocita varia in modo parabolico
si ha

2
Iﬁd§= OWInax 1—{LJ 2nrdr=27erax(jordr—%joﬁdr}—2nWIordr=
S, 0 Iy 0 1y~ 90 0

I . 1 1 4 T 2 T, 4 2 T, W
=2nwmax £ 0 _ZTCWO_=27TJW, O——ﬂ:r() W=—d0 max. _ W
2 2 4 4 2

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde), mentre
nella sezione, in cui la velocita viene considerata costante, si ha

Iﬁd§=—des=—E(D2—d02)w
S, S, 4

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde).
L'equazione di bilancio della massa si riduce allora a

T Vm | T2 _g?jw=0 - Tg2Vm Tqow TpiwiTglw=0 -
4 2 4 4 2 4 4 4

DY 20’
> W, =2|— W=2x(—j x0.010=0.080 2 =80 ™™ ()
dgy 10 S S

Le due soluzioni (A) e (B), ovviamente sono indipendenti dal sistema di coordinate usate e, di conseguenza,
sono uguali.

[Nota. Dal bilancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile, in base a quanto visto nei punti a) e b), si ha anche

Esercizi capitolo 6 - pag. xvii



J' dS——+J.udS GV2+u151——u2$2+uISl:—%D2W+§d02 w =-DT Wdy? =0 o

uguale alla (A) e alla (B).]

Esercizio 6.1.16
L’acqua in un serbatoio cilindrico di diametro D = 0.3 m sta uscendo attraverso un foro sito sul fondo. Ad un
certo istante la portata massica all’uscita ¢ G, ; = 4 kg/s; trovare la variazione di livello in questo istante.

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee ingrossate una possibilitd), dal bi-
lancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile si ha

j s =—+ dS:O

in quanto il fluido passa attraverso la sezione (1).

Y

(1)
-
E’lw Si

Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

Iﬁdgz.[udS:ulsl
S] S]

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema al tempo t = 0 allora si ha

Il volume di acqua all’interno del serbatoio tende quindi a diminuire e il livello tende a calare con una velocita

_oh _dV/ot_ dV/ot _ —0.004
ot S  wD?/4 =wx03%/4

——0.0566 2 |
S

Esercizio 6.1.17

L’acqua in un serbatoio cilindrico di diametro D = 50 mm esce attraverso un foro di diametro D, = 5 mm si-
to sul fondo. La velocita con cui I’acqua lascia il serbatoio puo essere data dalla legge di Torricelli u; =4/2gh
dove h ¢ I'altezza fra il pelo libero e il fondo del serbatoio e al tempo iniziale t, = 0 s I’altezza vale h, = 0.4 m.
Trovare: a) il livello h all’istante t = 12 s; b) il tempo t necessario a vuotare completamente il serbatoio.

Y

(1)
-
E’lw Si
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Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura € riportata con linee ingrossate una possibilita), dal bi-
lancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile si ha

8_V+ u
at Js ot

in quanto il fluido passa attraverso la sezione (1).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

jad@:juds:uls1
S] Sl

perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
a) Con la sostituzione della legge di Torricelli e con I’integrazione del tempo fra t, e t e delle altezze fra

h, e h, siricava
2 .h 2
a(sth)=_@sl > —”4D L 2 dh=—@—’”:1 jtdt S p22p2|h —— gDl -
0 to

N \/K=\/E—(%j2\/%(t—to)=M—(%j2XJ&Z%SX(H—OFO.%M\/;

h=0.134m .

e quindi

Il livello dell'acqua h in funzione del tempo trascorso viene riportato nel diagramma della figura seguente

0.40
h

ol o5

0.30 4 \
025 \\
020 4

0.15 \\
0.10 -
0.05 - \

0.00

T

0 5 10 15 20 25

30
t[s]

[Nota.- Invece di usare la relazione (6.3), si potrebbe fra ricorso alla relazione (6.4) valida per il moto stazionario, per un
fluido incompressibile e per un volume non variabile nel tempo

jﬁdézo
S

avendo pero l'accortezza di inserire nell'integrale anche la variazione nel tempo dell'altezza del pelo libero per la sezione
come una portata passante attraverso il diametro D del serbatoio

uS+u,; S, =0 - %S:—,ﬂghs1

le due procedure sono infatti identiche perché danno luogo alla stessa relazione.]

b) Lo svuotamento del serbatoio si verifica quando I’altezza h si annulla cioé quando
D, 2h, (DY [2x04 _(50)
Jhy =| = g(t—to) - t—ty=.—2|—| =,]———x|—=| =286s .
D 2 g |\ D 9.80665 5
Esercizio 6.1.18

Un imbuto di angolo ¥ scarica il fluido attraverso un foro, posizionato nel suo vertice, di sezione S; con una
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velocita approssimabile con la legge di Torricelli u; =4/2gh dove h & I'altezza fra il pelo libero e il foro

dell’imbuto. Se inizialmente I’altezza del fluido € h, trovare la legge di fuoriuscita del fluido in funzione dei

tempi ty e t, delle altezze hy e h e delle portate volumetriche G, =u,S=4/2gh, S, ¢ G,;=u,;S=,/2ghS,.

AN v/ /
/ A
/| A
h|ho
Y VY

WS,

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita), dal
bilancio della massa (6.2) per un fluido incompressibile si ha

ot su ot

in quanto il fluido passa attraverso la sezione (1).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

Ll? dS= Ll juds|=|u S|

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
Il raggio, trascurando ’altezza fra vertice dell’imbuto e sezione di uscita Sy, ¢

.Y
r=hsin—
2
per cui il volume infinitesimo di un tronco di cono di altezza infinitesima assume il valore
2 2. 20
dV=nr“dh=mh*sin Edh ;

con la sostituzione della legge di Torricelli e con I'integrazione dell’altezza fra il valore iniziale h, e il valore
generico h e del tempo fra il valore iniziale t, e il valore generico t, si ha

2 U
Tsin® —

t
i|:7551n —h? dh} -4J2ghS$,; - 2 h3/2 dh=—|dt N
ot w[ Sl hy

ty

Tsin? T Sin 3 3
2 h h
- M=t - S 203 0 o (et -
V2 Sl [ k [ S y2gs, {\/E MJ ( 0)
3 3 3
- E7tsm2§ h B =—(t—t,) - (t—to)zznssz h—— L
5 2(2gns, 2gh, s, 5 2(Gyy Gy

Dalla relazione precedente si nota che il tempo dipende direttamente dal quadrato del seno del semiangolo e
dal cubo delle altezze (dimensionalmente dai volumi) e inversamente dalla portate volumetriche.

Esercizio 6.1.19
Un recipiente contiene un volume di salamoia con massa volumica p_ pitl grande di quella dell’acqua p, (p,

> p,)- Ad un certo istante inizia ad entrare una portata volumetrica G, di acqua che si mescola con la salamoia,

ma il livello rimane costante perché nella parte superiore ¢ sistemato uno sfioro che scarica una portata volume-
trica G, uguale a quella di entrata. Trovare: a) un’espressione della variazione della massa volumica p della mi-

scela salamoia - acqua; b) il tempo richiesto affinché la massa volumica raggiunga un valore generico p, com-
preso frap e p, (P> p, > p,)-
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u?
v @) I—-—>> G,
- S2
up_ | | V = cost
el

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura € riportata con linee di colore rosso una possibilita), dal
bilancio della massa (6.1) nel caso in cui il volume di controllo V non dipende dal tempo si ha

op .= op L - -
V— dS=V — ds dS=0
8t+J.sup at+.|.s]“p +L2up

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha

J. ﬁpd§=—j updS=—-u,p; S,
S, S,
perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
ipdS=[ upds=lu,p,s
J.SZUP SZUP |u2 P> 2|

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).

a) Poiché la portata volumetrica entrante ¢ uguale a quella uscente (G,; = G, = G,), si ha
ap ap ap G
V—-u,p;S +u S, =V—-p,G,+pG,=0 - —=—p- >
F P1orTU P2 o Pa Gy PG, o (P-p.) v

dove la massa volumica all’ingresso corrisponde a quella dell’acqua p; = p, e all’uscita corrisponde a quella
della miscela salamoia - acqua p, = p.

b) Separando le variabili e integrando la massa volumica fra i valori iniziale p; e finale p, della salamoia
e il tempo fra t, e t, dalla relazione precedente si ha

g t o — t
d_pj Gy IMG_ RN
t

Pe PP o V . P—Pa vV
- ln(u]=—(}v (t—t,) - t—t, A -l
Ps =Pa v GV pg_pa

Dalla relazione precedente si nota che il tempo dipende direttamente dal volume e dal logaritmo naturale del
rapporto fra le differenze delle masse volumiche iniziale e finale della salamoia rispetto a quella dell’acqua e in-
versamente dalla portata volumetrica.

Esercizio 6.1.20
Un recipiente ha due aperture: dalla (1) entra una portata volumetrica d’acqua G, = 0.5 m%/s mentre dalla
(2), di diametro D, = 50 mm, esce acqua ad una velocita approssimabile con la legge di Torricelli

u,=42gh

dove h ¢ I’altezza all’interno del recipiente. Trovare I’altezza di equilibrio.

\v4
- A
uj 1 |
Gy <—E._(1) h

Sl —_
Y @ —:;“2
=
S2
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Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita), dal
bilancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile si ha

a—V+Iﬁd§=a—V+Iﬁd§+Iﬁd§=0
ot Js ot Js, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

Llli §=—Ll]1ds=—|u1 S|

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
GdS=[uds=u,$
Jaas=Juds=us,

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha

aa—\t/—ulsl+u252=0 - S%—T=GV]—1/2ghS2 .

e, poiché la condizione di equilibrio si ha quando dh/dt = 0, si ottiene

G, 0.5%
G, —+2gh$,=0 - h= vl v ; >=3.31m .
2g nD,” 2%9.80665X 7x0.057
4 4

Esercizio 6.1.21

Una portata volumetrica continua di acqua di mare G, = 0.015 m%/s & assicurata ad una soluzione di salamoia
in un impianto di desalinizzazione. Nel bollitore il volume V = 30 m? della salamoia rimane costante perché vie-
ne asportata una portata volumetrica di vapore prodotto uguale a quella della salamoia entrante G,. Se la massa
volumica iniziale della salamoia & uguale a quella dell’acqua di mare p, = 1025 kg/m?, calcolare il tempo
necessario a raddoppiare la percentuale di sale nella salamoia.

|| v
v @ 1>,
- S2
up_ | | V =cost
Gy <= ()
=T
Si

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura € riportata con linee di colore rosso una possibilitd), dal
bilancio della massa (6.1) nel caso in cui il volume di controllo V non dipende dal tempo si ha

ap - op I s
V—+ dS=V—+ dS+ dS=0
ot Lup ot J.sl “P ISZUp

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2).
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, si ha

J' ﬁpdgz—j updS=—u, p, S,

S, S,

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e
J' ﬁpd§=J' updS=u,p,S,
S» S>

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha
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) J d Gv
Va—‘t)—lllplsl-i-uzpzszzva_‘t)_pva+pa GVZO - a_‘t):(pm_pa) Vv (A)

dove la massa volumica all’ingresso corrisponde a quella dell’acqua di mare p; = p,,, e all’uscita corrisponde a

quella dell’acqua desalinizzata p, = p,.
Poiché la percentuale di sale nell’acqua di mare vale

Pa Pa 1000

Pn=Pa _Pu ;1925 _40ps5-259
e poiché la percentuale della salamoia diventa doppia quando la massa volumica assume il valore
25=Ps g - P =P, (1+2s)=1000><(1+2><0.025)=1050k—g3 ,
Pa m

integrando la relazione (A) si ottiene

Ps G t
dp=(pp—p)=2|dt =  pi—pn=[(n-p),
Pm V Ji,

PP V. _1050-1025 30
Pm—P. G, 1025-1000  0.015

- t= =2000s .

Esercizio 6.1.22
Un recipiente di volume V = 0.5 m? contiene aria alla pressione p = 350 kPa (assoluti) e alla temperatura T,

=— 15 °C. Al tempo t, = 0 I’aria comincia ad uscire attraverso una valvola di sezione S, = 130 mm? con una ve-
locita di u,, = 300 m/s. Calcolare: a) la variazione di massa volumica all’interno del recipiente nel momento in
cui la valvola viene aperta; b) il tempo t; impiegato dall’aria per raggiungere le condizioni esterne a p, = 1 bar e

T, =15 °C sapendo che la legge della velocita di uscita ¢ lineare u, =w ; ¢) la legge della massa vo-
15}
lumica p dal tempo t, fino al tempo t,.
A%
-
Uy
—=
Sy
a) Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura sono riportate con linee di colore rosso due pos-

sibilita: una lungo le pareti interne del recipiente e la seconda che comprende 1’intero recipiente), dal bilancio
della massa (6.1) nel caso in cui il volume di controllo V non dipende dal tempo si ha

op = op | B
vE—_ ds i . ds A
ot js“p A VJ-SVup (A)

in quanto il fluido passa attraverso la sezione della valvola S, .
Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nella sezione, si ha

L ﬁpc1§=jS updS=u, ps, .

v

perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde), e la rela-
zione (A) diventa

op u,pS
Y Py v B
ot \Y ®

La massa volumica iniziale p,, dell’aria all’interno del recipiente vale
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0, =_Po__ 350000 :4.7271(_%
RT, 287x258 m

e di conseguenza dalla (B) si trova che al tempo t = 0 la sua variazione vale

a_p __UyPoSy __300><4.727><O.000130__0369 kg
at|._ A% 0.5 T m’s
Poiché il segno & negativo, la massa volumica tende a diminuire.
b) La massa volumica dell’aria esterna rimane costante
5
P :L:Lzl_zlok_g ,
RT, 287x288 m’

mentre quella dell’aria interna varia con una legge che puo essere ricavata dalla relazione (B) separando le va-
riabili e integrando fra il punto iniziale O e il punto finale 1

ot \Y p v Y \% t

P t t
J.ld_pz_s_"uvo ]dt+s—vMJ‘1tdt N
to

Po P Vv to Vot

P _ upS,  dp_ S, L Sow(ti-9,

di conseguenza il tempo necessario affinché la massa volumica passi da p, a p; vale

(oo 2V [ P 2x05 n[l.zloj:%gs '
S,uy \Po 0.000130%x300 \ 4.727
c) Lalegge (C), che da la massa volumica p in funzione del tempo t, assume la seguente espressione
In| 2 :—S—"uvo L - pP=po exp{— Sy Uy tj=4.727><exp(——0'000130X300xtj -
Po v 2 2V 2x0.5

- p=4.727xexp(-0.0390xt) ;

il suo andamento ¢& riportato nel diagramma della figura seguente.

p 3

=EN
|\

2 —_
\
1
0
0 5 10 15 20 25 30 5

3
t[s]

Esercizio 6.1.23

Il movimento di un cilindro idraulico ¢ ammortizzato dall’estremita del pistone che entra in una cavita. Se la
massa volumica del fluido idraulico rimane costante, trovare 1’espressione della velocita u con cui il fluido esce
dalla cavita in funzione dello spostamento x del pistone.
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X\ Y VY |&9|
D.
>

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita), dal
bilancio della massa (6.3) per un fluido incompressibile si ha

a—V+Iﬁd§=a—V+ idS=0
ot Js ot Js,

in quanto il fluido passa attraverso la sezione (1).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

Llli dS= .Ll]l dS=|u, S|

perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde).
In base ai dati del problema allora si ha

v
ot

oV
E+|ulsl|=0 =—u S,

e, poiché il volume di controllo ¢ dato dalla differenza del volume della cavita e del volume spazzolato dal pi-
stone nel suo spostamento di entrata nella cavita

2
V=V, -V =V, —%(Di +A7dj x=V, —%[

C

2
Di2x+Di£x2+l£ x>
L 4 L

dove V_ ¢ il volume della cavita, V, ¢ il volume del pistone entrato nella cavitd dopo uno spostamento x e Ad &
la variazione rispetto a quello minimo D; del diametro del pistone in corrispondenza della sezione S, dopo uno
spostamento x (vedi figura)

Ad=£x
L

e poiché la sezione di passaggio assume il valore

2
b T AD AD
S, =S, —S, =Z[DC2 - (D, +Ad)2]=Z[DC2 -D;” -2D; X (T) x2]

dove S, ¢ la sezione della cavita e S, ¢ la sezione del pistone in corrispondenza della sezione S, dopo uno spo-
stamento x (vedi figura), dopo aver derivato il volume di controllo rispetto al tempo si ottiene

2
av dvy Di2+2DiADx+3[ADj x?
S, S.-S, 2
! D2-D?-2D, AP _[AD) (2
L L

dove U ¢ la velocita del pistone definita come derivata dello spostamento del pistone lungo 1’asse rispetto al
tempo
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_dx
dt

La velocita di uscita del fluido u, dipende dalle geometrie della cavita D, e del pistone D;, AD, L e dalla ve-

locita del pistone U, cio¢ dalla legge dello spostamento in funzione del tempo; se la velocita dello stantuffo U
rimanesse costante, la velocita del fluido u, tenderebbe ad aumentare con I’incremento di S, fino a raggiungere

un valore infinito per S, = S_, ma bisogna tener presente che in realta la velocita U tende a diminuire, perché lo

stantuffo incontra sempre maggior resistenza nello entrare nella cavita, fino ad annullarsi nel momento in cui lo
stantuffo chiude completamente I’entrata della cavita.
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6.2.- BILANCIO DELLA QUANTITA DI MOTO

Esercizio 6.2.1

Una certa portata d’acqua esce con moto stazionario da un ugello e colpisce una lastra sottile. La velocita
con cui ’acqua lascia I'ugello vale d; = 15 m/s e la sezione dell’ugello vale S; = 0.01 m2. Assumendo che
I’acqua colpisca la lastra in direzione normale e che il deflusso scorra lungo la lastra, calcolare la forza orizzon-
tale sul supporto considerando I’acqua come fluido ideale.

!
=
i

s = s=eEey s =

X X X
R |

a) b) <)

Per quanto riguarda il volume di controllo sono possibili diverse scelte: nella figura sono rappresentate tre di
esse colorate in rosso. In tutti tre i casi I’acqua entra nel volume di controllo attraverso una superficie pari a
quella dell’ugello ed esce dallo stesso volume in direzione tangente alla lastra nel verso positivo e negativo della

y.
Dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.7) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario,
per un volume di controllo fermo e se si trascura 1’influenza del peso del fluido, si ha

Jﬁpﬁdgz—j pdS+R .
S S

a) In questo caso si ¢ scelto che il volume di controllo attraversi il supporto, che la superficie di sinistra
sia uguale alla superficie di destra (S, = S ) e che la componente R, della reazione del supporto lungo la superfi-

cie di intersezione sia positiva; poiché la pressione esterna ¢ costante e corrisponde alla pressione atmosferica
(le forze ad essa relative sono dirette in senso concorde al versore della superficie), lungo x si ha

J.S ulpﬁdgzpalmss_palmsd+Rx - Rx:J.S ulpﬁd§
1 1

dove u; ¢ la componente lungo x della velocita u,; poiché la velocita e la superficie infinitesima hanno verso

discorde se il fluido entra nel volume di controllo e se la massa volumica e la velocita vengono considerate co-
stanti nella sezione, sostituendo i dati del problema, si ha

Rx=j u, p(-u,dS)=—pu,*> S, =—1000x15%>x0.01=—2250 N .
S1

La reazione del supporto ¢ quindi diretta in senso contrario al getto d’acqua.
b) In questo caso si ¢ scelto che il volume di controllo non attraversi il supporto ma lo avvolga, che la
superficie di sinistra sia uguale alla superficie di destra (S, = S ) e che la componente R, della reazione del sup-

porto lungo la superficie di contatto sia positiva; si trovano gli stessi risultati del caso a. A questo proposito si
puo notare che, se la pressione esterna ¢ costante, qualsiasi aspetto geometrico assuma la superficie S del volu-
me di controllo, si verifica sempre che

jpd§=o
S

c) In questo caso si ¢ scelto che il volume di controllo sia a contatto con la lastra, che la superficie di si-
nistra sia uguale alla superficie di destra, che entrambe siano uguali alla superficie della lastra (S, =S;=S,) e

che la componente R, della reazione totale della lastra sia positiva; poiché la pressione esterna corrisponde al-

totx
la pressione atmosferica, lungo la x si ha allora

-[S Uy pﬁds:patm Ss +Rtolx - Rtolx =_L Uy pads_palm SL
1 1
e, poiché la pressione atmosferica agisce sul retro della lastra, la reazione netta R, diventa

Rx =Rt0tx +patm SL =J’S Uy P u d§
1
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come nei casiaeb.
La forza sul supporto ¢ uguale e contraria alla reazione R, e vale quindi

F, =—R_=2250N .

Esercizio 6.2.2

Un recipiente metallico, alto 60 cm e con una sezione cilindrica S = 0.1 m?, pesa a vuoto 25 N. Acqua entra
attraverso ’apertura superiore di sezione S, = 0.01 m? alla velocita u; = 6 m/s ed esce attraverso le aperture la-
terali aventi la stessa area S, = S; = 0.01 m?. Poiché il contenitore & posto su una bilancia, calcolare la lettura

della bilancia quando in condizioni stazionarie la altezza dell’acqua nel contenitore ¢ H = 55 cm. Il fluido puo
essere considerato ideale.

F—
g (1
A
z - H -
P i3
<— ) Y (3 S

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.7) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario, per
un volume di controllo fermo e nel caso in cui la pressione esterna sia costante (integrale della pressione nullo),
si ha

dove le forze esterne rappresentano rispettivamente: R la reazione della bilancia, éc il peso del contenitore e

éa il peso dell’acqua in esso contenuta.

Lungo la z si ha

j w pidS=R,+G,+G,  — RZ=I —w,pidS-G, -G,
S S

dove — w; ¢ la componente lungo z della velocita di entrata u, e dove le velocita di uscita sono perpendicolari
alla z (w, = w3 = 0); poiché la velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel vo-

lume di controllo, poiché i pesi sono diretti lungo il verso negativo della z e se la massa volumica e la velocita
vengono considerate costanti nella sezione, sostituendo i dati del problema, si ha

R, =J' ~w,p(-w,dS)+G, +pgSH=pw,’S,+G, +pgSH=
S
=1000x6%x0.01+25+1000x9.80665%0.1x0.55=360+25+539=924 N .
La reazione della bilancia ¢ diretta verso 1’alto, mentre la lettura della bilancia
F,=—R,=-924N

¢ diretta verso il basso.

Esercizio 6.2.3

La diramazione a tre vie, mostrata in pianta nella figura, ¢ collegata a tre tubazioni mediante flange flessibili.
Le tubazioni, di diametri D; = D, = D = 100 mm e d3 = 25 mm e nel cui interno scorre acqua, considerata fluido
non viscoso, con velocita u; = 2 m/s e uy = 4 m/s, possono muoversi senza attrito solo lungo la direzione x e
presentano le seguenti pressioni assolute: p; = 1.2 bar, p, = 1.1 bar e p; = 1.5 bar. Calcolare: a) la velocita u, nel
caso in cui le velocita siano considerate costanti in corrispondenza delle sezioni (1), (2) e (3); b) lo spostamento
Ax della diramazione rispetto alla posizione di partenza (u; = u, = uy = 0) e con flange flessibili, non precaricate
(forza iniziale nulla), aventi una rigidita complessiva pari a K = 50 N/mm; c) la forza agente sulla diramazione
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nella direzione y.

Wil Iw
u > u>
. S =1 0) Sl
1 2
4441 1IVVY
us handl 3
- W
S3 '
a) Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una pos-

sibilita), dal bilancio della massa (6.4) in caso di moto stazionario per un fluido incompressibile si ha

JﬁdS: ﬁdS+JﬁdS+IﬁdS:0
S S, S, S,

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1), (2) e (3).
Se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, si ha

- 2 - 2
IﬁdS=—j u dS=—u, S, = —u, X2 : jrms:-j Uy dS=—u, Sy =—u, *4
S, S, 4 S, S, 4

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso discor-
de) e

nD?

idS=| u,dS=u,S,=u
Lz S, 2 292 =y

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso concor-
de).
L'equazione di bilancio della massa si riduce allora a

2 2 2 2 2
- 7c4D +u, 11',4D —u3 Tt;i =0 - u2=u1+(%j u3=2+(%j x4=2252
S

b) Dal bilancio della quantita di moto (6.7) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per un
volume di controllo fermo si ha

F:—J' ﬁpﬁd§—J' pdS+G
S S
dove F ¢ la forza esercitata dal fluido sulle pareti e G eil peso del fluido.

Il primo integrale, se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, lun-
go la x diventa

I u pﬁd§=j u, cosol, p (—u, dS)+I u, cosol, p (+u, dS)+I u; cosai; p (—us dS)=
S S, S, S;

=—cosa,; p ul2 S; +cosa, p u22 S, —cosoly pu32 S, zgp [(—ul2 +u22)D2 —u32 dz]

perché a; = o, = 03 = 0° e quindi cosal; = costl, = cos; = 1.
Il secondo integrale, se la pressione viene considerata costante nelle singole sezioni, lungo la x diventa

~ o
ISPdS=—COS“1 p1 Sy +cosa, py S; —cos0ls p3 S; =Z [(_ P1 "‘Pz)D2 —P3 dz]

perché a; = 0, = 03 = 0° e quindi cosol = cosal, = cosz = 1.
L'equazione del bilancio della quantita di moto in direzione x, perché G, = 0, si riduce allora a

F =_%P [(—u12 +u22)D2 —uy’ d2]‘%[(‘P1 +p,)D’ ~p; d2]=

:g[(p u12 +py —pu22 _Pz)Dz +(pu32 +p3)d2]=

L [1000>< 22 +(120000-101325)—-1000x 2.25% — (110000 — 101325)]>< 0.1 +
+ [1000>< 4% + (150000 - 101325)]>< 0.025

—102N .
4 }
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In conclusione lo spostamento Ax ¢ dato da

F, 102

Ax=2=——=204mm .
K 50
c) L'equazione di bilancio della quantita di moto in direzione y, invece, si annulla

F, =%{[(P 0, +p,Jsingy —pu,? = pyJsinat, D2 + (o uy? +p, )2+ G, =0

perché o = 0, = 03 = 0°, e quindi sinQ; = sinal, = sino = 0, € perché G, = 0.

Esercizio 6.2.4

Come rappresentato in figura, 1’acqua scorre al di sotto di una paratoia. Il fluido puo essere considerato idea-
le e il moto stazionario con una distribuzione idrostatica della pressione nelle sezioni di passaggio 1 e 2. Calco-
lare la forza per unita di larghezza esercitata dal fluido sulla paratoia, se u; = 0.2 m/s, U, =533 m/s,Z, = 1.5
m e Z, = 0.0563 m. (N.B. Distribuzione idrostatica della pressione significa che la pressione all’interno del flui-

do dipende esclusivamente dalla legge di Stevin, cioe dalla colonna d’acqua sovrastante.)

A
A
Z G’l H 9 Rx
<) Z
N Y u>2
Zo] (2) >

* Y

=
S>

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura € riportata con linee colorate in rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.7) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario, per
un volume di controllo fermo e se si trascura I’influenza del peso del fluido, si ha

Iﬁpﬁdéz—j pdS+R
S S

dove R ¢ lareazione della paratoia.
Il primo integrale, se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, lun-
go la x diventa

J.ﬁpﬁd§=.|. u p - dS)+I wp(Cuy dS)=—pulYZ +pu,2 YZy=p Y [uz +u,22,)
S S, S

2

dove Y ¢ la larghezza della paratoia, dove u; e u, sono le componenti lungo x delle velocita u, e u, e dove la

velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e verso con-
corde se il fluido esce.
Il secondo integrale lungo la x diventa invece

. . . Z Z
J-pdS:J. pds+J' pdsz—J' ]pleZ+j "p, Ydz
S s, S, 0 0

dove le forze della pressione sono dirette in senso concorde al versore della superficie e dove la pressione atmo-
sferica dell’ambiente esterno circostante & considerata costante

[ Pum dS=0 .
S
Poiché la distribuzione idrostatica della pressione, relativa alla pressione atmosferica, vale

p=—pglz-2).

le forze dovute alla pressione diventano
- Z, Z,
j pdSZI pg(z—zl)de—J' pe(z-2,)Ydz=
S 0 0
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Z Z,

22 Z2 ng( 2 2)

=ng T—ZIZ —ng ?_ZZZ =T Z2 _Zl .
0 0

Infine la reazione per unita di larghezza diventa
Rx:PY(_u12 7, +u,’ Zzﬁ%(zzz_zf) - %:P(_ul2 Z,+u,’ Z2)+p7g(zz2_zlz):

=1000><(— 0.2%x1.5+5.33 ><0.0563)+Mx(0.05632 —1.52)=1539—11020=—9480E
m

ed ¢ diretta verso sinistra, mentre la spinta per unita di larghezza della paratoia diventa

F—"=—&=9480E
Y Y m

ed ¢ diretta verso destra.

Esercizio 6.2.5
Determinare le forze che un fluido non viscoso esercita sulla tubazione generica fra le sezioni (1) e (2) in ca-

so di moto stazionario.
@ _ -
u> S,

(0%)
(1)
y I
<

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura & riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.8) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per
un volume di controllo fermo, si ha

?:—J‘ ﬁpﬁdg—.[ pdS+G
S S

dove F ¢ la forza esercitata dal fluido sulle pareti e G eil peso del fluido.
Il primo integrale, se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nelle singole sezioni, lun-
go la x e lungo la y rispettivamente diventa

S S S,

Lﬁ pidS= L uy sinoy py (—u, dS)+ L W, SinLy P, (+u, dS)=—sinay, p; u,” S, +sinc, py u,> S,
1 2
dove u;.cos(0) € u,.cos(0,) sono le componenti lungo la x e uy.sin(0l) e u,.sin(0,) lungo la y della velocita Te
dove la velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e ver-
so concorde se il fluido esce.
Il secondo integrale, se la pressione viene considerata costante nelle singole sezioni, lungo la x e lungo la y
rispettivamente diventa

J. pdS=-cosa, p; S; +cost, p, S,
S
J. pdS=-sino, p; S, +sina, p, S,
S
dove le forze della pressione sono dirette in senso concorde al versore della superficie e dove si ¢ considerata
costante la pressione atmosferica dell’ambiente esterno; le pressioni p; e p, sono quindi relative, cioe riferite

all’atmosfera.
Le componenti della forza esercitata sulla tubazione diventano allora

in x F, =- [— cosoy (pl ul2 +p1)Sl + cosal, (pz u22 +p2)Sz] (A)
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iny F =- [— sinol (pl ul2 -+-p1)S1 +sinot, (p2 u22 +p2)Sz] . (B)

Esercizio 6.2.6
II tubo a gomito di 90 ° rappresentato in figura viene percorso da acqua. All’ingresso la pressione vale p, =

221 kPa assoluti e la sezione ¢ S; = 0.01 m?, mentre all’uscita la pressione corrisponde a quella atmosferica, la
velocita vale u, = 16 m/s e la sezione & S, = 0.0025 m?. Calcolare la forza necessaria per mantenere il tubo a
gomiti al suo posto.

—_
u1E
ea] :OO
-

y
S
o =-90°

x VYV

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della massa (6.4) per un fluido incompressibile e dalla equazione di bilancio della
quantita di moto (6.8) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per un volume di controllo fermo e
non dipendente dal tempo, si ha

jﬁdézo , ﬁ=—jﬁpﬁd§—jpd§+é
S S S

dove F 2 la forza esercitata dal fluido sulle pareti e G il peso del fluido.
Il bilancio della massa, se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, da

S, 0.0025

ﬁd§+jﬁd§=—u S +u,S,=0 = 1 u
.L 1%1 292 1 2 001

= x16=42
1 SZ Sl S

dove la velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e ver-
so concorde se il fluido esce.

L’equazione di bilancio della quantita di moto, in base alle (A) e (B) dell’esercizio 6.2.5 e se la massa volu-
mica e la velocitd vengono considerate costanti nelle singole sezioni, nelle due direzioni da invece

=~ 1x(1000% 42 + (221000~ 101325))x 0.01 +0|=1360 N

E =- [— sinaQ, (pl ul2 +p; )Sl +sinot, (p2 u22 +p2)82]+ G, =
=— [—o+ (- 1)><(1000><162 + 0)>< 0.0025]+ 1000 (—9.80665)x V = (640 —9800x V) N
dove V ¢ il volume (non conosciuto) dell’acqua contenuta nel tubo. L’azione del fluido spinge quindi il tubo

senza dubbio verso destra e verso 1’alto solo se il volume del fluido ¢ trascurabile.
La forza necessaria per mantenere il tubo a gomiti al suo posto vale invece

R, =-F =-1360N ., R, =-F =(-640+9800xV)N

Esercizio 6.2.7
II nastro di un trasportatore orizzontale si muove alla velocita costante u, = 0.9 m/s e riceve da una tramoggia

una portata massica G, = 250 kg/s di sabbia che cade verticalmente (vedi figura). Se si trascurano gli attriti e se
inizialmente il nastro trasportatore ¢ vuoto, trovare la forza necessaria per spingerlo mentre si riempie di sabbia.

k ) tramoggia
ey

-
ug Si

/=4

u
/ sabbia \é (2) X

@) o) =
O nastro trasportatore u? O
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Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura & riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.6) per un fluido non viscoso, per un volume di controllo
fermo e se la pressione esterna ¢ costante (integrale della pressione nullo), si ha

%IvﬁpdV+Lﬁpﬁd§:T

dove T @ la forza di trazione agente dall’esterno sul volume V.
Se attraverso la sezione (2) non passa ancora sabbia, lungo la x si ha

d
Tx—g.[vulpdv

dove u; = 0 perché perpendicolare alla x, dove u, = 0 perché non c’¢ ancora portata e dove u, ¢ la velocita della
sabbia all’interno del volume di controllo. La forza di trazione diventa allora

d d m,
Tx _gJ’Vul pdV—g(ut ms)_ut ot

dove la velocita u, ¢ costante e dove my ¢ la massa della sabbia nel volume di controllo.
Se attraverso la sezione (2) esce la sabbia che entra attraverso la sezione (1), lungo la x si ha

=u,G,, =0.9x250=225N

szj' u, piidS
Sy

dove la quantita di sabbia all’interno del volume di controllo non varia nel tempo (il moto diventa stazionario),
dove u; = 0 perché perpendicolare alla x e dove u, = u, ¢ la velocita della sabbia che lascia il volume di control-

lo. Se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti nella sezione, la forza di trazione diventa
T, =I u, pidS=u, I pidS=u, G, =0.9x250=225N
S, S,

in base alla definizione di portata massica e perché la velocita e la superficie infinitesima hanno verso concorde
se il fluido esce dal volume di controllo.
In entrambi gli approcci si ottiene lo stesso risultato.

Esercizio 6.2.8

Una paletta si muove con velocita costante u, = 10 m/s e riceve un getto d’acqua che esce da un ugello di

p
sezione S, = 0.003 m? con moto stazionario e con velocita i = 30 m/s. Calcolare la forza che deve essere appli-
cata alla paletta per mantenere la sua velocita costante.

y -
Si
TN~___ U <
X _/_ -
Uy
Fx Fy

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione bilancio della massa (6.4) per un fluido incompressibile e dalla equazione di bilancio della
quantita di moto (6.8) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per un volume di controllo in moto
con la paletta e non dipendente dal tempo, se la pressione esterna ¢ costante (integrale della pressione nullo) e se
si trascura il peso del fluido, si ha

J'de§=0 , F:—J'fjpfjcﬁ
S S

dove F ¢ la forza esercitata dal fluido sulla paletta e U ¢ la velocita del fluido rispetto al volume di controllo in
moto solidale con la paletta.
L’equazione di bilancio della massa, se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, da
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_S

=2Ly, =1,
Sy

Lﬁd§+Lﬁd§:—UISI+UZSZ:O S U,
1 2

dove la velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e ver-
so concorde se il fluido esce e perché, trascurando le dissipazioni, risulta S, = S; la velocita relativa € quindi

U,=U;=u-u,=30-10=20" .
S

L’equazione di bilancio della quantita di moto, in base alle (A) e (B) dell’esercizio 6.2.5 e dopo aver tolto la
pressione e aver trascurato il peso del fluido, se la massa volumica e la velocita vengono considerate costanti
nelle singole sezioni, nelle due direzioni da invece

F, = (- cosa, py U, S, +costty py Uy® S, J=— (- 1x1000% 20% x 0.003 +0.5x1000x 20% x 0.003)= 600 N
F,=- (-sine p, U,2 S, +sin0ty py Uy S, J=— (0+0.866x 1000 207 X 0.003 )= 1040 N .

La forza necessaria per mantenere costante la velocita della paletta (e che corrisponde alla forza assorbita dal
sistema collegato alla paletta) vale invece

R,=-F =-600N , Ry=-F =1040N .

Esercizio 6.2.9

Una paletta ¢ resa solidale ad un carrello che puo scorrere su un binario orizzontale. Se si trascurano gli attri-
ti e la resistenza dell’aria, se la massa del sistema carrello piu paletta € m = 75 kg e se la paletta viene spinta da
un getto d’acqua orizzontale uscente alla velocitd di u = 35 m/s da un ugello di sezione S = 0.003 m?, trovare la
velocita u, del carrello in funzione del tempo e diagrammare il risultato.

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura & riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della massa (6.4) per un fluido incompressibile e dalla equazione di bilancio della
quantita di moto (6.8) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per un volume di controllo in moto
con la paletta e dipendente dal tempo, se la pressione esterna ¢ costante (integrale della pressione nullo) e se si
trascura il peso del fluido, si ha

Iﬁd§:0 : UpUdS=-m3a
S S

dove U 2 la velocita del fluido rispetto al volume di controllo in moto solidale con la paletta e a & la accelera-
zione del sistema.
L’equazione di bilancio della massa, se la velocita viene considerata costante nelle singole sezioni, da

_S

=2Ly, =1,
Sy

UdS+|UdS=-U,S,+U,S,=0 - U,

SI SZ
dove la velocita e la superficie infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e ver-
so concorde se il fluido esce e perché, trascurando le dissipazioni, risulta S = S| = S,; la velocita relativa ¢ allora
U=U1 =U2 =u_up .

L’equazione di bilancio della quantita di moto, se la massa volumica e la velocita vengono considerate co-
stanti nelle singole sezioni, nella direzione x da invece

I U, coso, p (- U, dS)+I U, cosa, p (+ U, dS)+maX =—cos0, pUl2 S, +cosot, pU22 S,+ma, =
S, S,
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d
:P(u—up)2 S(—cosoc1 +cosa2)+m%:0

dove Uj.cos(0) e U,.cos(0,) sono le componenti lungo la x della velocita U, dove la velocita e la superficie
infinitesima hanno verso discorde se il fluido entra nel volume di controllo e verso concorde se il fluido esce e
dove a, & I’accelerazione del sistema carrello - paletta lungo la x

du
a, =—% .

bodte
Separando le variabili si ha

du,  pS (cosoc1 —COSO(Z)

T

dt=Adt ;

poiché la velocita u & costante, si ha

uA=u pS(cosoc1 —cosocz) _35x 1000x0.003><[cos(0 )—cos(60 )]20‘7
m 75
e, integrando fra i limiti u,=0pert=0eu,=u pert=t si ha
u
u, —dlu—u t ’
prodbos) g o [ o o Lt S
0 fu-u, 0 —up u-u, u
u u
N P At N Y _ uAt _ 0.7t ‘
ulu—u, u l+uAt 1+0.7t

La legge della velocita u, del carrello, rapportata a quella u del getto, ¢ riportata nel diagramma seguente.

1.0

Up

u 09

0.8

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

10 15 20 25 3
t[s]

o
W

0

Esercizio 6.2.10

Il moto dell'acqua che scorre all'interno del tubo convergente mostrato in fugura ¢ laminare. Le dimensioni
sono: diametro di entrata D; = 220 mm, diametro di uscita D, = 120 mm e lunghezza L = 500 mm; le pressioni
assolute sono: all'entrata p; = 0.103 MPa e all'uscita p, = p,m; infine la portata volumetrica circolante ¢ G, =
0.025 m3/s. Si chiede di: a) calcolare le velocith medie (Wy,|, Wyp) € Massime (Woay 1, Wimaxo) Nelle sezioni di en-
trate e di uscita; b) trovare la legge della velocita w(r,z) in funzione della porta e delle dimensioni geometriche;
¢) calcolare la velocita w(1/2,L./2) a meta del tubo e a meta del raggio; calcolare la forza che 1'acqua, considerata
come fluido non viscoso, esercita sul tubo.
[Suggerimenti: la legge del diametro in funzione della distanza z dalla sezione di entrata ¢
D(Z): D, - (Dl -D, )% ;

la legge della pressione in funzione della distanza z dalla sezione di entrata ¢
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z
plo)=G )12
la legge della velocita in funzione della distanza dall'asse r e della distanza z dalle sezione di entrata &

wlee) = 61 ) | =1 (o) |

la relazione fra velocita media e velocita massima in una data sezione &

W (2)=2w,,(2) ]

D(z) A z
Dy - -
D2y
—— | ‘
= L >|
a) Dalla definizione di portata volumetrica (3.4) si ha
Wm1=GV= GV2 _ 0.0252 —0.6577 ™ ’ sz:sz sz _ 0.0252 T
S, =D,” wx0.22 s S, wD,” mx0.12 S
4 4 4 4
e quindi
m m
Wil =2 W =2X%0.6577=1.32— , Waxo =2 W =2X2.210=4.42— .
S S
b)

Sempre dalla definizione di portata volumetrica (3.4) si ha

G, = Wm(Z)S(Z): W nax (Z) S(z) w(r,z) 1tD(z)2 ; {1 _(2%3(2)) } .

:2{1—(%@91 e e

c) In corrispondenza della coordinata assiale

=£=5—(2)0=250mm s

in cui il diametro vale
z 250
D(z)=D, - (D, =D, )—=220-(220-120)x —=170 ,
(z)=D, - (D, 2)L ( ) 500 mm

e in corrispondenza della coordinata e radiale

1D()_1 17045 im
2 2 272

r=

si ha

8 {1_(2 %)(Z)ﬂ o SX[I _ (2><0.0425%‘17)1

w(r,z)=G TCD(Z)2

m
v

=1.65— .
1x0.170° s

d) Dapprima si sceglie un volume di controllo (nella figura & riportata con linee colorate in rosso una
possibilita).

- —
<—|/|—>
—
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Dal bilancio della quantita dei moto (6.7) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per un volume
di controllo fermo, si ha

F:—I ﬁpﬁdﬁ—J' pdS+G
S S

dove F @ la forza esercitata dal fluido sulle pareti e G eil peso del fluido. Data la simmetria del sistema, si svi-
luppa una forza solo lungo la direzione z.
Il primo integrale lungo la z diventa

J'Sﬁpﬁd§=js ﬁpﬁd§+L ipids
1 2

in quanto il fluido passa attraverso le sezioni (1) e (2). Se la massa volumica viene considerata costante nelle
singole sezioni, si ha

27 pR 5
I u,"rdrdo=
0

2 )’

_|2r

2 R, G 81! (Alj d

=— npcos(x.[ — ¢ rdr=
"o : Tch2

L ﬁpﬁdgzjs u, cosa; p (—u, dS)=—p cosa, J.o

2 02 R R R
=—2Tpcosoy G,’8 {J‘ lrdr—%j ]r3dr+§‘|‘ ]rSer=
0 0 0
1

n*D,* .
128pcosa,, G,> D2 16 G,? 16 0.025°
=— oy 2L o — peosoy —5 =———x1000xcos(0°)x———-=-21.92N
nD, 24 3 D, X T 22

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso discor-
de) e

0.025°

2
16 G 16 %1000 x cos(0°)x 0

GpudS=rr=—2pcosol, ¥ = =73.68N
jszuPu STEPCOS ’D 3XT 122

2
2

perché il prodotto scalare ¢ positivo (i versori della velocita e della superficie infinitesima hanno verso concor-
de).

[Nota. Se si fosse presa costante nelle singole sezioni anche la velocita, si sarebbe ottenuto
- g D2 202
J.u pidS=|u,, cosa, p(-u,, dS)=—pcosar, u,,’ “T': 1000 cos(0°)x0.6577° x%:— 16.44N
S, S,

perché il prodotto scalare ¢ negativo (i versori della velocita e della superficie hanno verso discorde) e

2 2
%: +1000x cos(0°)x 2.210° x#:+55.24 N

J-ﬁ pidS=|u,,cosa, p(+u,,dS)=+pcosa, u,,’
S, S,
perché il prodotto scalare & positivo (i versori della velocita e della superficie hanno verso concorde). Gli errori percentuali
sono quindi rispettivamente
—21.92—(—16.44):25% , 73.68-5524 ]
-21.92 73.68

Il secondo integrale lungo la z diventa

Ipd§=I pd§+j pd§+ pd§
S S S, Sm

in quanto il fluido agisce sulle sezioni (1) e (2) e sul mantello M del tubo. Se la pressione viene considerata co-
stante nelle sezioni (1) e (2), si ha

pdgz—gcosal p, D =—gst(w)x(102000—101325)>< 0.222=-25.66N
Sy

pdS= +§cos(x2 p, D,’ = +%xcos(0°)><(101325 ~101325)x0.122=0N .
S,
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p(z)

z=0 z

L
Sul mantello, invece, dove 1'angolo di inclinazione B (vedi figura) & dato da

D, -D, 022-0.12
2L 2%0.5

sinf = 010 —  Pp=574°,

si ha

LM p(z)dS= _[OLP(Z)SinB nD(z)dz= J'OL (b1~ o )(1 —%] sinp |:D1 ~(D, - Dz)%} dy =

. L 2D -D, (L D, -D, (L
=(p]—patm)51an[D]jodz— lL szdZ-‘r ]L2 zjo zzdz}=

0

=\p; = Pam JSinfTL| D —2Dl_D2+Dl_D2 =P = Pam )SINPTL &+& =
1 atm 1 2 3 1 atm 3 6

= (102000—101325)x0.10xnx0.5x(%+%j =9.896N .

L'equazione del bilancio della quantita di moto in direzione z, perché G, = 0, si riduce allora a
F:—jﬁpﬁd§—jpd§+é 5 E,=21.92-73.68+25.66-0-9.896=—36.0N .
S S

L'azione esercitata dall'acqua sul tubo convergente ¢ quindi diretta lungo l'asse del tubo stesso nel verso contra-
rio al flusso; € ben noto, infatti, che le lance antincendio tendono a portare all'indietro i pompieri che le sorreg-
gono.

Esercizio 6.2.11

Il tubo mostrato in figura ha nella sua parte orizzontale una fessura, partente dalla posizione a = 50 mm, di
altezza h = 5 mm e di larghezza 2 a, attraverso cui esca una portata d'acqua pari a G, = 0.25 litri/s con una velo-
cita linearmente proporzionale alla coordinata x. Nel caso in cui le forze viscose siano trascurate, calcolare: a) la
velocita massima V,,,; b) il momento torcente M, rispetto all'asse z esercitato dal fluido sul tubo; c) la forza F
esercitata dal fluido sul tubo; d) il braccio b della forza.

[Suggerimento: 1'equazione di bilancio del momento della quantita di moto ¢ semplicemente ottenuto moltiplicando I'equa-
zione di bilancio della quantita di moto per il braccio rispetto all'asse.]

z z
<< Pl I - -’I

E = —Y%X S: < o = :}ﬁx
N A 0,
A " A
4Rl _ A CIN [ _ 9_5,
\/ /

_ 1

sl\b\bﬁ’l

a) La legge della velocita, essendo lineare, all'uscita della fessura ¢ data dalla relazione
V(X)=—(pX+q) per a<x<3a,

in cui le costanti p e q sono determinate dalle condizioni al contorno
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V,

_ max
V|X=3a=0 _(P3a+q)=0 —-p3a—V,, tpa=0 P—‘X

\ V 3
V|X:a:_vmax _(pa+q):_ ¥ max q=Vmax P2 q=V 4 max _ =y

max max
2 2

la legge della velocita assume allora 'espressione seguente

V(x)=—(px+q)=%x—%me =%(£—3j .

La portata volumetrica diventa allora

G, fj x)dx dy = hj G—:&jdx:

3a 3a
Vi 1y ljxdx—?a dx =hh(l4a2—6aj=—vmaxha.
2 a Ja a 2 a

[Nota. Dato I'andamento lineare della velocita, la portata puo essere trovata come prodotto della velocita media V,, per 1'area
S della sezione di passaggio

Vi + Vi
G, ==V, S=-—m_—mih2a=-V, ha ]

Allora la velocita massima diventa

_G,__ 000025 _ m

X T ha o 0.005%0.05 s

e la legge della velocita puo essere scritta anche in funzione della portata volumetrica

\Y
v(x)=—max 2 3|=- Gy X3,
2 \a 2hala
b) Dopo aver scelto un volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una pos-

sibilita), dal bilancio del momento della quantita di moto (6.10) per un fluido non viscoso, per un moto staziona-
rio e per un volume di controllo fermo e se la pressione esterna & costante (integrale della pressione nullo), si ha

J.ixﬁpﬁd§+l\7[a=0
S

dove X & la distanza dell'elemento infinitesimo di area dS dall'asse di rotazione. Considerando I'equilibrio at-
torno all'asse z, l'integrale ¢ differente da zero solo nel tratto di superficie esterna corrispondente alla fessura §1 ,
perché nel tratto corrispondente alla tubazione §2 il momento attorno a z ¢ nullo dato che il seno dell'angolo «,

compreso fra X e u, vale

sino=sin(180°)=0 .

S s V.2 eafx )
jxxupudS=J jsm( 90°)x u(x p[u dx]dz=—p%hJ‘ [——3] xdx =
S a a

2 2
max ha

3af x3 Vi 2 2 2
hj ——6—+9x dx:—p%h(zoa ~52a2+36a%)=—pV,

e quindi

M, =—j XxipidS=pV,, > ha>=1000x1%>x0.005x0.05* =0.0125N.m ;
S

il momento ¢ positivo e farebbe ruotare in senso orario attorno all'asse z.

c) Utilizzando lo stesso volume di controllo, dal bilancio della quantita di moto (6.8) per un fluido non
viscoso, per un moto stazionario e per un volume di controllo fermo e se la pressione esterna ¢ costante (integra-
le della pressione nullo), si ha
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Iﬁpﬁd§+i=o .
S

Considerando l'equilibrio attorno all'asse y, 1'integrale ¢ differente da zero solo nel tratto di superficie esterna
corrispondente alla fessura S,, perché nel tratto corrispondente alla tubazione S, il contributo ¢ nullo dato che
la velocita giace lungo l'asse x. Allora

IS S Voo o (2% L) .
LupudS—L L—u(x)p[u(x)dx]dz-—pThL [;—3) dx =

2 gl 2 2
:—pvn‘%h";a(z—z—6§+9}dx:—me%h(?a—24a+18aj:—§meax2ha

e quindi

F:—J' ﬁpﬁd§=§meax2 h a=§><1000><12 %0.005%0.05=0.167 N ;
S
la forza ¢ positiva e farebbe ruotare il tubo in senso orario attorno all'asse z.
d) 1l braccio della forza F & dato da
2, .2
%:Mzéa:%xo.%:O.mSm :

b:
2 2
—pV ha
3P

max

Esercizio 6.2.12
Un piccolo razzo, di massa iniziale m, = 400 kg (di cui una parte ¢ data dalla tara m, = 200 kg e il restante

dal combustibile e dal comburente m, = 200 kg), & lanciato verso I"alto. Se la portata massica dei gas ¢ G, = 5
kg/s, se i gas escono alla velocita relativa fJu = 3500 m/s e se si trascura la resistenza dell’aria, calcolare
I’accelerazione iniziale del razzo a, e la sua velocita w dopo il tempo t = 10 s.

Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee di colore rosso una possibilita),
dalla equazione di bilancio della quantita di moto (6.8) per un fluido non viscoso, per un moto stazionario e per
un volume di controllo in moto con il razzo e non dipendente dal tempo, se la pressione esterna ¢ costante (inte-
grale della pressione nullo), si ha

Iﬁpﬁd§=m§—mﬁ .
S

dove U @ la velocita del fluido rispetto al volume di controllo in moto solidale con il razzo, g & I’accelerazione

di gravita e a & I’accelerazione del sistema razzo.
Il primo termine, se la velocita viene considerata costante nella sezione S, dell’ugello, diventa

Iﬁpﬁd§ - —Wuj pIﬂJd§=—WuGg
S Sy

dove — W, ¢ la componente lungo la z della velocita Ue G, ¢ la portata massica dei gas; il secondo e il terzo
rispettivamente diventano

mg - —mgz=—(m0—th)gZ , ma - maz=(m0—Gg t)aZ

perché la componente dell'accelerazione di gravita g, ¢ diretta nel verso negativo della coordinata z e dove la
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massa m all’interno del volume di controllo nel tempo varia con la legge
m=m, -G, t .
In definitiva la legge dell’accelerazione del razzo ¢ data da

-W,G, +g, (mO—Gg t)+aZ (mO—Gg t)=0 - a,=—g, +——=— (A)

e al tempo t =0 si ha

W, G
a,=—g, + 't 2080665 +200xD 33910
m, 400 s
Per la velocita si puo scrivere
dw Wu Gg
—Q—=4,=-g, t—
dt m, -G, t

e, separando le variabili e integrando, la legge della velocita del razzo diventa

b2 ‘ ¢ W, G t ¢ —dlm,-G,t
W:J. duZ:J._gzdt—‘f-'[#dt:'[_gzdt‘l‘jwu—( 0 g ):
0 0 om, —Gy t 0 0 m, —G, t

=—[e, th = [W, Inlmy + G, o} =g, =W, ln(mor;Gg tj (B)
0

e al tempo t =10 s si ha

mO_th

w=-g, t—W,In =-9.80665x10-3500x1n 400=5x10 =—08.1+467=369 " .
‘ ! 400 s

my

Le leggi (A) e (B) sono valide fino all’esaurimento del combustibile e del comburente, cioe¢ fino a quando la
massa del sistema diventa uguale a quella della tara m = m,; il tempo necessario a bruciare tutto il combustibile
con il comburente di bordo vale

my,—m, 400-200

m.=m, -G, t - t= s 40s
G, 5
e fino a tale tempo le leggi assumono i valori riportati nel diagramma seguente.
a, 100 e s e e e b b ud- 90000
°EE o 5]
.2 90 i / - 1800 | g
80 // 1600
70 7 1400
60 / 1200
J - B
50 1000
] A7 g / L
40 800
4 — _9W -
30 7 = 600
20 < 400
10 200

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t[s]

I risultati sono puramente indicativi ed anche lontani dalla verita perché alle velocita riscontrate (2000 m/s)
le resistenze d’avanzamento nell’atmosfera sono molto elevate; tutt’al piti I’impostazione teorica potrebbe anda-
re bene fuori dall’atmosfera terrestre.
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Esercizio 6.2.13

Il carrello mostrato in figura possiede posteriormente un getto, contiene un fluido di massa volumica costan-
te, ha una massa m, = 200 kg e al tempo t = 0 ha una massa totale (carrello + fluido) m, = 400 kg. II lento mo-
vimento di un peso crea attraverso il foro una portata massica G,,, = 5 kg/s e una velocita relativa di uscita rispet-
to al carrello U, = 1 m/s costanti nel tempo. Se si trascurano la resistenza dell'aria e I'attrito delle ruote, calcola-
re: a) le espressioni della accelerazione a, e della velocita u del carrello in funzione del tempo; b) il tempo di
svuotamento del carrello; ¢) la velocita e I'accelerazione nell'istante in cui il carrello € vuoto.

%

peso
u(t)<—
-
U
A~ —> A~ 3 -
O) kO) O ) { O/‘ Se
7 7 777777, 7/ 72077
a) Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una possi-

bilita), dal bilancio della quantita di moto per un fluido non viscoso (6.8), per un moto stazionario e per un vo-
lume di controllo in moto con il carrello e non dipendente dal tempo, se la pressione esterna & costante (integrale
della pressione nullo), si ha

j6p6d§+ma=o .
S

dove U 2 la velocita del fluido rispetto al volume di controllo in moto solidale con il carrello e a & la accelera-
zione del sistema carrello.

II primo termine, se la velocita e la massa volumica vengono considerate costanti nella sezione S, del getto,
diventa

Iﬁpﬁd§ - UgJ. pfjd§=UgGm
S S,

dove U, ¢ la componente lungo la x della velocita Ue G,, ¢ la portata massica dell'acqua, mentre il secondo di-
venta

ma - -ma_=—(my -G, t)a,

perché I'accelerazione a, ¢ diretta nel verso negativo della coordinata x e dove la massa m all'interno del volume
di controllo nel tempo varia con la legge

m=m,—-Gt.

In definitiva la legge dell'accelerazione del carrello ¢ data da

U, Gy ~(my+G, t)a, =0 - a,;ﬁ (A)
Per la velocita si puo scrivere
du_ o UgGn
dt * my-G,t
e, separando le variabili e integrando, la legge della velocita del carrello diventa
J.OL(liu =U, J:mo (_}rém - jdu U Jtd mOO - [uy =-U, [In(m, -G, t)]z) -
- u=-U, ln(mo;—f“’tJ =U, ln(ﬁj . (B)
b) Le leggi (A) e (B) sono valide fino all'esaurimento dell'acqua, cioe fino a quando la massa del sistema

diventa uguale a quella del carrello m; il tempo necessario a vuotare il liquido di bordo vale
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(_mg+m, _ 400200 _

m,=m,+Gt - 40s
Gn 5
e fino a tale tempo le leggi assumono i valori riportati nel diagramma seguente.

u 08 g s - 0,040 ay
[&] - - m
$40.7 4 /: 0.035 Ls?
0.6 - v = 0.030
3 u o
] <— C
0.5 4 — 0.025
0.4 4 ,/ E 0.020
3 % ax C
0.3 > - 0.015
0.2 - = 0.010
0.1 4 - 0.005
0.0 =+ttt 0.000
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t[s]
c) Al tempo t = 40 s, quando il carrello ¢ vuoto, 1'accelerazione e la velocita assumono i valori seguenti
U,G
a=—tom DX _ggsm
my—G,t 400-5x40 s

u=U, In| —"0 =1><111(Lj=0.693E :
my— Gy t 400-5x50 s

Esercizio 6.2.14

Per diminuire la velocita di atterraggio u, = 50 m/s di un velivolo di massa totale pari a m = 40000 kg, gli
invertitori di spinta mostrati in figura dividono il getto in due getti simmetrici e li dirigono verso 1'avanti ruotan-
doli di un angolo pari a 180° — 3 con § = 30°. Trascurando i momenti della quantita di moto dovuti alla resi-
stenza dell'aria e all'aria di alimentazione del motore e sapendo che la portata massica dei gas € G, = 300 kg/s e
che la loro velocita relativa di uscita rispetto al velivolo ¢ U, = 400 m/s, calcolare: a) la decelerazione a, del ve-
livolo; b) il tempo t di frenata e lo spazio s percorso. Si trascura il consumo di carburante durante la frenata.

-

Su
y \ -> Uu
Se Z 1
X <
ul0)<— » SC
Ue AN \ —
Uy %
Su
a) Dopo aver scelto il volume di controllo (nella figura ¢ riportata con linee colorate in rosso una possi-

bilita), dal bilancio della quantita di moto per un fluido non viscoso (6.8), per un moto stazionario e per un vo-
lume di controllo in moto con il velivolo e non dipendente dal tempo, se la pressione esterna ¢ costante (integra-
le della pressione nullo), si ha

J-I—Jpﬁd§+mﬁ=0 .
s

dove U & la velocita del fluido rispetto al volume di controllo in moto solidale con il velivolo e a & la accele-
razione del sistema velivolo.
Il primo termine, se la velocita e la massa volumica vengono considerate costanti nella sezione S, degli in-
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vertitori, diventa

jﬁpﬁdg - U, cos(n—[.’))'[ prdgz—cos[_’)UuGg
S S,

dove U,.cos(n—P) & la componente lungo la x della velocita Ue G, ¢ la portata massica dei gas, mentre il se-
condo diventa

ma - —ma,

perché l'accelerazione a, ¢ diretta nel verso negativo della coordinata X.
In definitiva la legge dell'accelerazione del velivolo ¢ data da

U,G
u g=—cos(30°)><M——2.59822. (A)
m

—cospU, G, -ma, =0 - a, =—cosf 20000
s

Per la velocita si puo scrivere

e, separando le variabili, integrando e trascurando la diminuzione della massa del velivolo dovuta al combustibi-
le bruciato, la legge della velocita del carrello diventa

u Uu Gg t Uu Gg
Jdu = —cosp I dt N u=u,—cosf t. (B)
u, m 0 m

b) Le leggi (A) e (B) sono valide fino alla fermata del velivolo, cioe fino a quando u = 0; allora il tempo
di frenata diventa

U, G, (. uym 50x 40000

cospU, G, cos(30°)x400x 300

0=u, —cosp

e lo spazio percorso diventa

s=u, t+%ax t* =50><19.25+%><(— 2.598)x19.25* =481 m .
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