


•

•

•



𝐸
𝑋 𝐸 𝐸

𝑋𝑥1 𝑥3𝑥2 𝑥4 𝑥5 𝑥6



•

•

𝑋 𝑥𝑖 𝑖 =
1,2, … , 𝑗, …



𝑋 𝑋

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑗 , . . 𝑋

𝑝 𝑥𝑖 𝑝 𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,2, … , 𝑗, …

෍

𝑖

𝑝 𝑥𝑖 = 1

𝑋:Ω → 𝑆 ⊆ ℝ
𝑝:ℝ → 0,1

𝑝 𝑥 = ቊ
𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑃 𝜔 ∈ Ω:𝑋 𝜔 = 𝑥 𝑥 ∈ 𝑆
0 𝑥 ∈ ℝ\𝑆

𝑥 𝑋
𝑋



Ω
Ω = 𝐶, 𝑇 𝑋 ∶ Ω → 𝑆 ⊆ ℝ

𝐶 𝑇 𝑋 𝐶 = 0
𝑋 𝑇 = 1

𝑆 = 0,1

𝑝 𝑥 = ൞

𝑝 0 = 𝑃 𝑋 = 0 = 1/2 𝑝𝑒𝑟 0 ∈ 𝑆

𝑝 1 = 𝑃 𝑋 = 1 = 1/2 𝑝𝑒𝑟 1 ∈ 𝑆
0 𝑝𝑒𝑟 𝑥 ∈ ℝ\𝑆



Ω2 = 𝑇, 𝑇 , 𝐶, 𝑇 , 𝑇, 𝐶 , 𝐶, 𝐶
𝑋 𝑇 𝑋 ∶ Ω2 → 𝑆 ⊆ ℝ

𝑋 𝐶, 𝐶 = 0
𝑋 𝐶, 𝑇 , 𝑇, 𝐶 = 1

𝑋 𝑇, 𝑇 = 2

𝑃 𝑋 = 0 = 𝑃 𝐶, 𝐶 = 1/4

𝑃 𝑋 = 1 = 𝑃 𝐶, 𝑇 = 𝑃 𝑇, 𝐶 =
2

4
= 1/2

𝑃 𝑋 = 2 = 𝑃 𝑇, 𝑇 = 1/4
𝑆 = 0,1,2

𝑝 𝑥 =

𝑝 0 = 𝑃 𝑋 = 0 =
1

4
= 0.25 𝑝𝑒𝑟 0 ∈ 𝑆

𝑝 1 = 𝑃 𝑋 = 1 =
1

2
= 0.50 𝑝𝑒𝑟 1 ∈ 𝑆

𝑝 2 = 𝑃 𝑋 = 2 =
1

4
= 0.25 𝑝𝑒𝑟 2 ∈ 𝑆

0 𝑝𝑒𝑟 𝑥 ∈ ℝ\𝑆



𝑋
ሺ𝑥, ሿ𝑥 + 𝑑𝑥

𝑋
𝑎, 𝑏

𝑃 𝑋 = 𝑥 =
𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑖 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑖

𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑖 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖
=

1

∞
= 0



𝑋 𝑎, 𝑏 −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞
𝑑𝑥

ሺ𝑥, ሿ𝑥 + 𝑑𝑥 𝑑𝑥

𝑝:ℝ → [0,1ሿ 𝑥 → lim
𝑑𝑥→0

𝑃 𝑥 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝑑𝑥

𝑑𝑥

La funzione di densità in 𝑥 rappresenta quanto vale la probabilità intorno ad 𝑥 in rapporto
all'ampiezza di tale intorno. Il termine funzione di densità, serve proprio ad evocare quanto è densa
la probabilità.



Ogni evento deve essere ricondotto all'unione, negazione o intersezione di intervalli

𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑍 𝑥

𝑎, 𝑏 −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = න
𝑎

𝑏

𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑍 𝑏 − 𝑍 𝑎

𝑝 𝑥 ≥ 0
L'area totale sottesa alla funzione è uguale a 1, ossia:

න
−∞

+∞

𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 1

𝑍 𝑥



𝑋

𝑐 𝑐

∞−׬
+∞

𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 1 𝑐

2𝑐 = 1 𝑐 = 1/2 𝑋

𝑓 𝑡 = ൞

0 𝑝𝑒𝑟 𝑡 < 16
1

2
𝑝𝑒𝑟 16 ≤ 𝑡 ≤ 18

0 𝑝𝑒𝑟 𝑡 > 18

𝑃 16: 45 ≤ 𝑋 ≤ 17: 00 =
1

4

1

2
=



𝑋

𝑥𝑖 𝑖 = 1,… , 𝑗, … 𝑝 𝑥𝑖
𝑋 𝑋 𝐸 𝑋

𝐸 𝑋 =෍

𝑖

𝑥𝑖𝑝 𝑥𝑖

𝑋
𝑝 𝑥 .

𝐸 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥𝑝 𝑥 𝑑𝑥



 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 𝐸 𝑌 = 𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏

 𝑎 𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 = 1 𝐸 𝑋 ≥ 𝑎
 𝑏 𝑃 𝑋 ≤ 𝑏 = 1 𝐸 𝑋 ≤ 𝑏

 𝑎 𝑏 𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 1 𝑎 ≤ 𝐸 𝑋 ≤ 𝑏

 𝑋𝐴 𝑋𝐵 𝐸 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝐸 𝑋𝐴 + 𝐸 𝑋𝐵

 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 , … 𝐸 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 +⋯ = 𝐸 𝑋𝐴 + 𝐸 𝑋𝐵 +⋯



𝐸 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑋𝑛 = 𝑎1𝐸 𝑋1 + 𝑎2𝐸 𝑋2 +⋯+ 𝑎𝑛𝐸 𝑋𝑛



𝑋 𝑝 𝑥

𝜇 ≡ 𝐸 𝑋 𝑉𝑎𝑟 𝑋

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 2

 𝑐 𝑃 𝑋 = 𝑐 = 1

 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 𝑉𝑎𝑟 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑎𝑋 + 𝑏 = 𝑎2𝑉𝑎𝑟 𝑋

 𝑋
𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2



𝑋𝐴 𝑋𝐵

𝐶𝑜𝑣 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 ≡ 𝐸 𝑋𝐴 − 𝐸 𝑋𝐴 𝑋𝐵 − 𝐸 𝑋𝐵 = 𝐸 𝑋𝐴𝑋𝐵 − 𝐸 𝑋𝐴 𝐸 𝑋𝐵

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝐸 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 − 𝐸 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵
2
=

= 𝐸 𝑋𝐴 − 𝐸 𝑋𝐴
2
+ 𝐸 𝑋𝐵 − 𝐸 𝑋𝐵

2
+ 2𝐸 𝑋𝐴 − 𝐸 𝑋𝐴 𝑋𝐵 − 𝐸 𝑋𝐵

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐴 + 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐵 + 2 𝐶𝑜𝑣 𝑋𝐴, 𝑋𝐵



𝑋𝐴 𝑋𝐵

𝐸 𝑋𝐴 ∙ 𝑋𝐵 = 𝐸 𝑋𝐴 ∙ 𝐸 𝑋𝐵

𝐶𝑜𝑣 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 = 0

𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐴 + 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝐵



𝑘
𝑛

𝑝
𝑞 = 1 − 𝑝

𝑓𝑏 𝑘 𝑛, 𝑝 = ൝
𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 𝑝𝑒𝑟 𝑘 = 0,… , 𝑛

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

𝜇 = 𝑛𝑝 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝑘
𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞





𝑛 𝑋

𝑋 ∶ Ω → ℝ Ω = 𝐶, 𝑇

𝑝 = 𝑞 = 𝑥 = 0, … , 7

𝑝
𝑞

𝑋 𝑋 ∶ Ω → ℝ Ω = 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑜𝑙𝑝𝑖𝑡𝑜, 𝑐𝑒𝑟𝑡𝑟𝑜 𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑙𝑝𝑖𝑡𝑜

𝜇 = 𝑛𝑝
𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞

x f(x) Z(x)

0 0.008 0.008

1 0.055 0.063

2 0.164 0.227

3 0.273 0.500

4 0.273 0.773

5 0.164 0.938

6 0.055 0.992

7 0.008 1.000

0.000

0.100

0.200

0.300

0 1 2 3 4 5 6 7

Probability function

0.000

0.200

0.400

0.600

0.800

1.000

0 1 2 3 4 5 6 7

Cumulative function



𝑘

𝑘 ∼

𝑓𝑏 𝑘 10,0.02 = ቐ
10
𝑘

0.02𝑘0.9810−𝑘 𝑝𝑒𝑟 𝑘 = 0, … , 10

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

𝑘 = 0
𝑘 = 1

𝑘 = 2
𝑘 ≥ 3



𝑟
𝑛 ℎ

𝑛
𝑟

𝑟 𝑛

ℎ
𝑘

𝑘 ℎ

𝑛 − ℎ
𝑟 − 𝑘

𝑟 − 𝑘 𝑛 − ℎ



𝑓𝑖 𝑘 𝑛, ℎ, 𝑟 =

ℎ
𝑘

𝑛 − ℎ
𝑟 − 𝑘
𝑛
𝑟

𝑝𝑒𝑟 𝑘 = 0,… , ℎ

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

𝜇 =
𝑟ℎ

𝑛

𝜎2 =
𝑟 𝑛 − 𝑟 ℎ 𝑛 − ℎ

𝑛2 𝑛 − 1

ℎ 𝑛 − ℎ

𝑘 𝑟 .



𝑛
ℎ

𝑟

𝑘

𝑘 ∼

𝑓𝑖 𝑘 100,2,10 = ൞

2
𝑘

98
10−𝑘
100
10

𝑝𝑒𝑟 𝑘 = 0, … , 10

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

𝑛 ≫ 𝑟
𝑘 = 0

𝑘 = 1
𝑘 = 2

𝑘 ≥ 3



𝑛 𝑛𝑝

𝑛 ≥ 20 𝑝 ≤ 1/20
𝑛 ≥ 100 𝑛𝑝 ≤ 10.



λ

𝑓𝑝 𝑘 𝜆 = ቐ
𝜆𝑘

𝑘!
exp −𝜆 𝑝𝑒𝑟 𝑘 = 0, 1,…

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖

𝜆 = 𝑛𝑝 > 0

𝜇 = 𝜆

𝜎2 = 𝜆



Nel suo studio, analizzò i verbali di 10 reggimenti relativi ad un periodo di 20 anni, constatando che in

totale 122 soldati erano morti a seguito di un calcio di cavallo. Quindi, in media, in ciascun reggimento ogni anno il numero di

decessi per calcio di cavallo è stato pari a 0.61 (122/200 dove 200 sono il numero di reggimenti totali). La varianza è 0.6079.

La varianza di questa distribuzione sperimentale è quasi identica alla sua media, come atteso in una distribuzione poissoniana

teorica. E’ una buona indicazione che questi eventi seguono la legge di Poisson. Si calcoli la distribuzione di Poisson con 𝜆=0.61.



𝜆













𝑓𝑔 𝑥 𝜇, 𝜎 =
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥 − 𝜇 2

2𝜎2

𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎

𝑓𝑔 𝑧 0,1

𝑓𝑔 𝑧 0,1 =
1

2𝜋
exp −

1

2
𝑧2

𝜙𝑔 𝑧

𝜙𝑔 𝑧 = න
−∞

𝑧

𝑓𝑔 𝑡 0,1 𝑑𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

𝑧

exp −
1

2
𝑡2 𝑑𝑡

Densità di probabilità normale, o gaussiana, con μ =

0. Le tre curve corrispondono a σ = 0.5 (la campana

più alta e stretta), a σ = 1 (la densità normale

standard) ed a σ = 1.5 (la campana più bassa e

larga)



ത𝑋 − 𝜎 ത𝑋 + 𝜎
ത𝑋 − 2𝜎 ത𝑋 + 2𝜎
ത𝑋 − 3𝜎 ത𝑋 + 3𝜎



ത𝑋 𝜎

o

o

ത𝑋 − 2𝜎
ത𝑋 + 2𝜎

o

o



ത𝑋
𝜎

𝑧 =
𝑥− ത𝑋

𝜎
=

𝑥−75

8
𝑥 𝑧

𝜙𝑔 − = 𝜙𝑔

𝑧 =
𝑥− ത𝑋

𝜎
=

𝑥−75

8
𝑥 𝑧

𝜙𝑔



Un ingegnere controlla la lunghezza di perni metallici prodotti da una macchina CNC.
Il disegno tecnico richiede: L=50.00±0.10 mm quindi il pezzo è accettabile se:
49.90≤ L ≤50.10 mm 
Dalle misure sperimentali risulta che la lunghezza dei perni segue una distribuzione normale:
L∼N(μ=50.02, σ=0.04)

Calcoliamo i limiti in unità standard (z-score) 𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎

Per il limite inferiore (49.90 mm): 𝑧1 =−3.0 
Per il limite superiore (50.10 mm): 𝑧2 ​=2.0

𝜙𝑔 −3.0 = 0.0013 𝜙𝑔 2.0 = 0.9772

49.90≤ L ≤50.10 mm è 𝜙𝑔 2.0 − 𝜙𝑔 -3.0 =0.9759

✅ Il 97,6% dei pezzi è conforme
❌ Il 2,4% è fuori tolleranza





𝜈 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝜈
𝜇 = 0 𝜎2 = 1 𝜒2

𝜒2 = 𝑌1
2 + 𝑌2

2 +⋯+ 𝑌𝜈
2

𝜒2

𝑓𝜒2 𝑡 𝜈 =
1

2
𝜈
2Γ

𝜈
2

𝑡
𝜈
2
−1 exp −

𝑡

2

Γ
𝜈

2
=

𝜈

2
− 1 ! 𝜈

Γ
𝜈

2
= 𝜋

𝜈−2 !!

2
𝜈−1
2

𝜈

𝜒2



𝜒2



 𝜈 𝜈

 𝜒2



𝜇 = 𝜈

𝜎2 = 2𝜈



𝑋 𝐸 𝑋 = 𝜇 Var 𝑋 = 𝜎2 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 − ത𝑋 2

𝑠 = 𝑠2





𝜒2



𝜒2



𝑍 𝜇 = 0 𝜎2 = 1

𝑌 𝜈

𝑇 =
𝑍

𝑌

𝜈

𝑓𝑆 𝑡 𝜈 =
1

𝜈𝐵
1
2
,
𝜈
2

1 +
𝑡2

𝜈

−
𝜈+1
2

𝐵

𝐵
1

2
,
𝜈

2
=
Γ

1
2

Γ
𝜈
2

Γ
1
2
+
𝜈
2



 𝜇 = 0.
 𝜈
 𝜈 𝜈 → ∞ campioni di

praticamente coincidono
 𝜈






𝜎2

• 𝑛 𝜎2 𝑠2

•
𝜇 𝑛 ത𝑋

s

𝑇 =
ത𝑋 − 𝜇

s/ 𝑛
𝜈 = 𝑛 − 1











𝐹 𝜒2 𝑋1
𝑋2 𝜈1 𝜈2 𝐹 𝜈1, 𝜈2 :

𝐹 𝜈1, 𝜈2 =
𝑋1/𝜈1
𝑋2/𝜈2

𝑓 𝑥 = 0 𝑥 ≤ 0 𝑥 > 0

𝑓𝐹 𝑥 = 𝜈1
𝜈1
2 𝜈2

𝜈2
2

Γ
𝜈1 + 𝜈2

2

Γ
𝜈1
2

Γ
𝜈2
2

𝑥
𝜈1−2
2

𝜈1𝑥 + 𝜈2
𝜈1+𝜈2

2

Γ

𝜈1 𝜈2



𝜇 𝜎2 𝐹

𝜇 =
𝜈2

𝜈2−2
𝜈2 ≥ 3

𝜎2 =
2𝜈2

2 𝜈1+𝜈2−2

𝜈1 𝜈2−2
2 𝜈2−4

𝜈2 ≥ 5



𝑎, 𝑏

𝑓𝑟 𝑥 𝑎, 𝑏 =
1

𝑏−𝑎
𝑎, 𝑏 𝑓𝑟 𝑥 𝑎, 𝑏 = 0

𝐹𝑟 𝑥 𝑎, 𝑏 =
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
𝑎, 𝑏 𝐹𝑟 𝑥 𝑎, 𝑏 = 0 𝑥 < 𝑎 𝐹𝑟 𝑥 𝑎, 𝑏 = 1 𝑥 > 𝑏

𝜇 = 𝑎 + 𝑏 /2 𝜎2 = 𝑏 − 𝑎 2/12

0,1 𝑢 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎 𝑥

𝑓𝑟 𝑢 0,1 = 1 0,1 𝑓𝑟 𝑢 0,1 = 0

𝐹𝑟 𝑢 0,1 = 𝑢 0,1 𝐹𝑟 𝑢 0,1 = 0 𝑢 < 0 𝐹𝑟 𝑢 0,1 = 1 𝑢 > 1

𝜇 = 1/2 𝜎2 = 1/12



𝑓𝑡 𝑥 𝑎, 𝑏, 𝑐 =

2

𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
𝑠𝑒 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐

2

𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑐
𝑠𝑒 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒



𝐹𝑡 𝑥 𝑎, 𝑏, 𝑐 =

1

𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎 2

𝑐 − 𝑎
𝑠𝑒 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐

1 −
1

𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥 2

𝑏 − 𝑐
𝑠𝑒 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0
1

𝑠𝑒 𝑥 < 𝑎
𝑠𝑒 𝑥 > 𝑏

𝜇 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

3

𝜎2 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐

18



±Δ

𝑓𝑡 𝑥 Δ =

1

Δ
+

1

Δ2
𝑥 𝑠𝑒 − Δ ≤ 𝑥 ≤ 0

1

Δ
−

1

Δ2
𝑥 𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 ≤ Δ

0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒

𝐹𝑡 𝑥 Δ =

1

2Δ2
𝑥 + Δ 2 𝑠𝑒 − Δ ≤ 𝑥 < 0

1 −
1

2Δ2
Δ − 𝑥 2 𝑠𝑒 0 < 𝑥 ≤ Δ

0
1

𝑠𝑒 𝑥 < −Δ
𝑠𝑒 𝑥 > Δ

𝜇 = 0

𝜎2 =
Δ2

6




