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Esplicitazione del concetto di calcolabilità
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Computazioni sui naturali

Sia π un programma1 la cui esecuzione
0 ricevendo come dato di partenza un qualsiasi x ∈ N . . .

1 . . . giunga a termine, fornendo un risultato y ∈ N; oppure

2 . . . si protragga per sempre, nel qual caso il risultato manca

Nelle rispettive situazioni scriviamo:
1 ψπ(x) = y
2 ψπ(x) = ⊥

1In un linguaggio Turing-completo, i.e., a versatilità completa
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Esempio: Valutazione di un polinomio

Se P ∈ Z[x ], possiamo implementare un programma π tale che per
ogni x ∈ N,

x ψπ7−→ {
P(x) quando P(x) > 0
⊥ altrim.
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Computabilità parziale ed Elenchi

Ogni funzione parziale

ψπ : N ⇀ N

associata c.s. a un programma π vien detta computabile

Se inoltre ψπ è iniettiva e, per ogni x ∈ N,

ψπ(x + 1) 6= ⊥ =⇒ ψπ(x) 6= ⊥ ,

allora diciamo che ψπ è un elenco
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Ins. enumerabili ricorsivamente ed elencabili

Si chiama:

1 enumerabile ricorsivamente ogni insieme che sia dominio,

{ x ∈ N |ψπ(x) 6= ⊥ } ,

di una funzione parziale computabile;

2 elencabile (per quanto alla rinfusa) ogni insieme-immagine

{ψπ(0), ψπ(1), ψπ(2), . . . } \ {⊥} ,

di un elenco
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Conseguenze della completezza di Turing

Alan Mathison Turing (1912-1954)
Le nozioni di insieme

enumerabile ricorsivamente (r.e.)
elencabile

si equivalgono !

Esistono insiemi D r.e. per i quali N \ D non è r.e.
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Semidecidibilità e Decidibilità

Quando D è r.e., allora possiamo

accertare, di ogni suo elemento x , che davvero gli appartiene

Se D ed N \ D sono entrambi r.e. allora, interfogliandone gli
elenchi, possiamo

stabilire, di ogni x in N, se appartenga o meno a D
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“ · · · tantalizingly close to my conjecture · · · ”

[Dav10]
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Insiemi r.e. multidimensionali

Esercizio. Individuare una una schiera Kn(a1, . . . , an) di polinomi a
coefficienti in Z che per tutti gli n ∈ N soddisfino le condizioni:

1 0 6 ai 6 Kn(a1, . . . , an) per ogni 〈a1, . . . , an〉 ∈ Nn ed
i = 1, . . . , n ;

2 iniettività della funzione ~a 7→ Kn(~a) per ~a ∈ Nn a

A che scopo? Potremmo caratterizzare gli r.e. n-dimensionali come
quegli R ⊆ Nn per i quali

{Kn(~a) : ~a ∈ R }

è un insieme r.e.
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Esplicitazione del concetto di universalità

“It is possible to invent a single machine which can be
used to compute any computable sequence. If this
machine I is supplied with a tape on the beginning of
which is written the S .D of some computing machine
M, then I will compute the same sequence as M. In
this section I explain in outline the behavior of the
machine. The next section is devoted to giving the
complete table for I .” Alan Mathison Turing, 1936
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Teorema di universalità ( �Guarda )

Teorema (Turing, 1936)

Per ogni n si può esibire un programma Un tale che, indicate con

ψ
(n)
π (x1, . . . , xn) e con

ψ
(n+1)
Un

(x1, . . . , xn, xn+1)

la funzione n-aria computata da un programma π

la funzione n + 1-aria computata da Un

e con #π il numero di Gödel che compete a π, risulti

ψ
(n)
π (x1, . . . , xn) = ψ

(n+1)
Un

(x1, . . . , xn,#π)

per ogni 〈x1, . . . , xn〉 ∈ Nn ed ogni π
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