
ROTAZIONI in 2 dimensioni

Lerotazioni su un piano sono date dalle matrici

Ra
cosa send

send Cosa

a dipendono da un parametro reale 2

b soddisfano la relazione RINTRAI RG RAI 1
c dato un vettore te Y il suo trasformato
sotto votazioni è

1 E
d le rotazioni formano un gruppo detto so 2 Yitiasin

La proprietà b è equivalente a dire che la norma

del vettore è invariante sotto votazioni delvettore
Hell T.TT RET RE ET RIRE ETE

Infatti le Rotazioni sono definite come gli
trasformazioni sui vettori che preservano la norma e

hanno determinante unitario per distinguerle da simmetrie
assiali

SOLA REM R RTR L detR 1

Rilassando condizione detta ho gruppo 0121



Il gruppo 5012 è uno spazio che può
essere parametrizzato da una variabile reale α

cosa _sen αme

gia sana cosa
TIÈ

ed è f c g an g d g dtd g attgta
glan gia g ditte g d g α

sono funz continue e infinitam differenziabili

Inoltre So 2 C Max A I IERI11 4 ER

Gli elementi di 5012 sono tali che
dato 1 XIX XX 1

E 1
cioe SOCICR t E.gg ouit
5012 è una varietà differenziabile immensa in 124

La sua parametrizzatore
è gia detta some E 012

Un gruppo che è anche una varietà differenziabile
con le operazioni di gruppo prodotto e inverso che siano C

è detto un GRUPPO DI LIE



Rotazioni in dimensioni generiche
Se ho uno sp vett n dim isomorfo a R le

rotazioni sono date dalle matrici non che presentano

la norma e hanno det 1

sola RE Man R RTR 11 detR 1

Anche SO n puòessere parametrizzato da variabilicontinue

9 211 201 E so n da M 1

Rotazioni infinitesime e generatori di Soia

9101 11 E Soln siccome g 21 Xd è funzicontinua
ci sono trasf infinitesimamente vicine all'identità

Consideriamo

R 1 A 01h con Rij 1

Che proprietà deve avere A affinchi R sia una rotazione

infinitesimamente vicina a 11 dettaROTAZINFINITESIMA

11 RTR 11 RT 11 A 1 52 2 01ST
StRT 0 cioè 2 è matriceANTISIMMETRICA

a meno di ordini successivi

Es 5012 prendiamo angolo ELCI

s ite 2 5 0104

antisimmetrica



Ora prendiamo la matrice antisimmetrica A ed

esponenziamola

expA It AI E 19

Notiamo che A 221 A L11 E JE

À A I 1 241 AM 122 E

extra III È.FI 1 E

cosa 11 send E

Cioè l'esponenziale della matrice infinitesima antisimm è

la matrice di rotazione In effetti ogni matrice

di 5012 si può scrivere come exp E

E si dice GENERATORE di 5012

Notiamo infine che se α α t con o 0 ehm

1 9411 1.1 1 sicokahàmetica
to to

Qto si generalizza a SO n ogni matrice di Soln si puòscrivere come
parametri

R exp R expFECI Ei
basedimatrici
antisimmmageneratori

ato è
Iconsistente

colfatto che disoin

se Rij 1 alloraReexp R 11th



SU 2

SU 2 è il gruppo delle matrici 2 2 unitarie
e con determinante uguale a 1

SU 2 C Ma C 4 ZIE E EIRIK CE
1128

detu 1

V'Lut
2124 Zzz p

Eu x ̅ E È

EffIF LÉIII me

SICIR
Anche Su 2 ha la struttura di una varietà

differenziabile

vesuas te v io

con Èix 1

L'insieme delle matrici della forma o con delgenero
è uno sp vett isomorfo a R
Quindi su 2 è una sottovarietà dello sp
vettoriale delle matrici del tipo o

In particolare è allora ben definito una distanza trapti
derivate



Una parametrizzatone di SULZ è data

da una scelta di coordinate in S immersa inR

i Xi 91192193

Erdilocali
Su SU 2

Possiamo usare coordinate STEREOGRAFICHE per es

i
9 92 91 922 9

2

174 Nota tutti i pii così def
soddisfano È 1

II L'identità è in 9 01010
a

In realtà resta escluso il polo SUD a 7 1,0 0,0

ato perché la scelta di coord è locale e gla fatta
vale sull'aperto che esclude il polo sud C'è bisogno

di un'altra carta cheescluderà il polo NORD esse

ha stessaformasopra ma con i 911
Il cambio di coord all'intersezione delle due carte è

ricavata considerando che le due parametrizzati sono

ottenute conopposta proiez stenografica



Una curva su 53 5012 è data dalla scelta
di tre funi 91 t 92111 9311

w̅ A 5 alt FEIR

Posso definire un vettore tangente a gta cena

nel pto FIO

la 79 Fa IIII
Perogni curva che passa per il pt Pdatoda ilo ho un

vettore tangente l'insieme di sti vettori forma uno

SPAZIO VETTORIALE detto SPAZIO TANGENTE TPM
in ato caso Tps

Se M G è un gruppo di Lie lo sp vettoriale

GIG è chiamata l ALGEBRA di Lie associata a G

Per SUCZ Aedf è ancora una MATRICE

Vediamo che tipo di matrice è

Prendiamo una cera che passa per l'identà F 9101010

Tutte le matrici appartenenti alla curva Ult sono tic
1 Ult Ult 11 e 2 dito 1



1 Derivo in t e pongo t o

dal u Udet e E LE

A At o A cioè vett tg a Sulz

in 1 è una MATRICE

ANTI HERMITIANA

MI è matriceUsiamo Ildetu E.fr MiYt lz I
minori d 1 cioè 1

0 trA
It det U Vi Min ViaMia VisMist

ofdove i è arbitrario e Mij è matrice
U U

dei minori con segno opportuno

det U I Vij Miji con i scelto arbitrarian

Calcoliamo differenziale di detu

d detu È 2 1 dune
scegliamo i h
andoderivianoinU

Zuppetu Zuna Un'IIIn dipendeda Una

3 II Min Mira

d detu M'un dunk tr MTdu

detv tr MTdg



1 2 TI SULL HM matrici 2 2 anti herm

of
a traccia nulla

sp vett sp vett didi dim 3 dim3

TI SUC HMM

AE HM A tic

9 cioè atea cab

tre parametri

A fig LIBIDEIR HMME IRS

Lo spazio Tysula non è solo uno sp vettoriale

esso è anche chiuso rispetto al commutatore

Tysul Ti Sull T SUC
A B A B AB BA

miei
1 Infatti A B Btat AtBt BA AB AIB

AFBETISUL

Il commutatore è un PRODOTTO BILINEARE

e ANTISIMMETRICO che soddisfa l'identità di Jacobi

TiSUL ha la struttura di ALGEBRA DI UE

al Taib.cltTbTaa7I Tc taib7 0



Possiamo prendere una base per Tysulz
scegliendo per esempio if a 11213 dove

8º sono le MATRICI DI PAULI

o 9
Allora A E T SULZ è t.ci

A i 2ª
Ai GENERATORI dell'algebra

Se conosciamo il COMMUTATORE deigeneratori possiamo
calcolarci commenti di ognielem dell'aly comm èbilineare

te IGUCE
Permetr.Pauli 096 ich 891

costantidi struttura dell'algdi SULZ

Ora calcoliamo exp A

expa exp id È 209
29ª 202 pop 22 i 8 11

1 711

expA È L Y 11 II Ha 1217



coste 11 i sen II
cosi i sen Iksen

sen 1 cos i seni

è una matrice di SULZ

in una parametrizzazione coi parametri 212423

cos EH IL sente 1

Nota le matrici di SULZ possono essere

parametrizzate nella forma
cioè ogni matrice di SULZ è

l'exp di una matrice di TaSU 2

le matrici di SU 2 possono sempre

essere parametrizzate come

91414,231 e Yemeniti
coordinate
SU SULL



Se 2ª 1 a 1143 posso espandere l'exp

g 2 1 id 0124

g a 11 Ogla con dg a e G

In qta parametrizzatone una cena su SULL

passante per 1 è data dalle funi L A a 1,43

con 2ª 0 0 Il vetti tg è dato da

19 e
ie e

E
i ILE

è una matriceantitarmitiona a masse nella
Per generiche cure It copro tutto lo spazio vett
delle matriciantihermitiane traceless

Possiamo arrivarci anche dalle trasformazioni infinitesime
sapendo che g 11 A AEG Aijcc1
1 11 A Ita 1 A At OCA

At A



SO 3

So 3 è il GRUPPO delle matrici ORTOGONALI
a det 1

SO 3 0 E Ms R 00 0 0 11 e dato 1

cioè sono matrici che lasciano inv il prodotto
scolare e con det 1

gruppo proprio delle rotat

Se rilassiamo cond det 1 abbiamo 0 3

La cond 007 11 deto 11 013 è disconnesso

e SOCI è una sua componente connessa

5013 c M IR e 1129

cioè è una sottovarietà di uno sp.net data

dalle condizioni
D 0 6 condizioni sulle entries di 0

deto 1 seleziona una dellecomp connesse

Ci bastano 3 parametri per descrivere 5013

5013 è una varietà 3dm proprio come Sua



Possiamo parametrizzare 5013 con gli angoli di Eulero

Alternativamente puòessereparametrizzato dalla scelta
di un asse i 2param e un angolo 1 terram

Topologia di 5013

Usiamo la seconda parametrizzazione NE52 SETORNI

Abbiamo l'identificazione g ri 3 gl ri 21T 3

Possiamo quindi restringere il dominio dell'angolo SETATI
5013 è quali isomorfo a una SFERA SOLIDA

di raggio it dove i pti antipodali sono
identificati gli it g Ù t

5013 NON è semplicemconnesso

G
8 è cammino chiuso in 5013
che NON è contraibile

Qta è una DIFFERENZA rispetto a SU 2 53
che è sempl connesso I due gruppi sono

varietà distinte



Vediamo ora TI 5013

Prendiamo una cunagenerica 0 t essa deve soddisfare

01H OUT 1 III Oh Ottttoltidfit
A AT O dove A

e
è il vettity

Teso 3 AM IR matrici 3 3 antisimmetrich

spivettdim 3 splvett d'm 3

Scegliamo tre cure particolari rotaz attornoassicarteria

a It re

e KCA Et
e calcoliamo i loro vett tg in 1 0 1

Eretico Notiamo che

E ja EijkE sito

E 8301



Vediamo che Ei Ei E sono indip e quali

formano una base per Te5013 Inoltre essi

sono manifeston una base in le matrici antisimm

Si dice che l'alg di lie di 5013 è lo

sp vett delle matrici antisomm dotate del commutatore

Calcolando il commutatore degli elem della base
si ottiene

Ei Ej Eijn Ek

Dimm EiEj mn ICEilmp E po EimpEjpn

È EimpEjup dijdmn Jindong

EIE EjEi ma difdmn Finding Gifmn Gnomi

dindinj djudmi E EijkEnma Eijn trema
Etelmn

Cioè Ei è 11213 e i a 1,213 hanno le
stesse regole di commutazione

Questo vuol dire che TI5013 e TASUL
sono due sp vett isomorfi con le stesse COSTANTI

DI STRUTTURA TISO 3 E IUC come ALG dille



Per gto si dice che SO 3 e SULL HANNO

LA STESSA ALGEBRA DI LIE nonostante
siano due gruppi di Lie DIVERSI

Che relazione intercorre tra i due gruppi dilie

Prendiamo A LE

e facciamo exp

exp A cosa 1 sense

Abbiamo usato che E 22 1 come sopraper sola

Ma abbiamo anche che

E KE
Qti elementi dell'alga di lie Teso 3 E Tysula
individuano un sottogruppo a un fara di SOC3

Prendiamo α 21T

exp 2H E 13 Id di SOC

exp 21T 112 Id d SULL



In generale α e α 21T danno lo stesso

elem in 5013 ma due elem distinti in 5012

Lungo qta linea si può dimostrare che

SO 3 sula
1

comegruppo

Topologicamente su 2 è 53

L'emisfero NORD di 53 ha come bordo l 52

equatoriale L'emisfero NORD è in relaz la 1 con

lasferasolida contenuta in 52 proiez stereografica

La stessa provez mappe l'emisfero

t.FI I sud nella parte d.IR esterna

a 52 con o identfiot
a un pt

Facendo 5 con Ia mappa antipodale

ottengo un emisfero con pti antipodati sul bordo52

identificati cioè ottengo 5013



Prendiamo la curva coordinata lungo 23

In suca
cos II i seni

o cos isen

Vediamo che questa curva è un cerchio

di lunghezza 45

cosa send 0
IK23 2IT

in 5013

Questa cuna è ancora un cerchio ma di lungh 21T

his Issa

Ed Éina
Vediamo che lo Zanè proprio la mappaantipodale

chilega 5013 e SULL


