
RAPPRESENTAZIONI
I gruppi e le algebra di lie possono essere definiti
in maniera astratta dando un insieme e una

regola per moltiplicare i suoi elementi

Dato un gruppo G posso rappresentare ogni
suo elemento con una matrice quadrata in modo

che il prodotto di G diventa il prodotto di matrici
Più formalmente

Def Una RAPPRESENTAZIONE R di un GRUPPO è

un OMOMORFISMO di gruppo

Jr G End Y
cioè è una mappa da G agli endomorfismi
cheagiscono su uno sp vett Va di dm dr tic

g g EG g 19 9 9192

da è detta dimensione della rappresentazione



Analogamente per un algebra di lie essa può
essere rappresentata da matrici ci basta capire quali
sono le matrici quadrate E che rappresentano i generatori T
Affinché sia una buona rappresentazione E sidevono
comportare come i te cioè

ti ti if ti da e la taglia
confutatore costdistrutti dellamatrice
dimatrici

Def Una RAPPRESENTAZIONE R di un'algidi lie G è

data da spazio vettoriale Vr e un homomorphism lineare

Sp G End Y
A c aib EG

Srl Taib a SE Sala Srlb 9148
Emoduct

cammetati

dr dimVR è la dimensione della rappresentazione

and Sr T T I tir the th SAT

if grCTC if ti
Due rap Ri e Ra sono EQUIVALENTI se 5 invertibile t

at G 92 a 591 a 5



La mappa Spa dato da Sra a Splat definisce
una rap chiamato RAPPRESENTAZIONE CONIUGATA

Dieu te th tè tè ti ti ifttt

Una rap R si dice RAPPRESENTAZIONE RIDUCIBILE

se un sottospazio proprio Vp CVR che è

invariante sotto l'azione di Spla HaEG
Erla VI VI taeg

Se qto avviene le matrici che rappresentano 9
possono essere scritte con opportuna scelta di base

nella forma DIAGONALE A BLOCCHI dove ogni blocco

agisce su un sottosp invariante

Una RAPPRESENTAZIONE IRRIDUCIBILE è una firep
rap per cui Vr non ha sottosp invarianti

Rep e ltrep possono essere definite in modo

analogo per i gruppi



Rap di Groppi vs Aly di Lie

Siccome G e G sono legate dalla mappa exp

g exp a almeno in un intornodill

data una rap di G ottengo sempre una rap di G
e viceversa

Mostriamo che data rap Sr di G
g exp Spla è buone retidi G

ForaptellIausdor

Ir g 9 g era In 92

e
991 9,2192 an 9,192

exp 9 an ar 91,92

Eleggete
Per questo motivo studieremo le rap delle

algebre di Lie Per esponenziazione si ottengono

poi le rap dei gruppi di Lia associati

Per gruppi compatti exp è suriettiva



Rappresentazione AGGIUNTA

Una rappresentaz di G è data dalla scelta di

uno SP VETTORIALE e da un'azione lineare su di esso
associata ad ogni clem dell'algebra

G è uno sp vett e dato aEG esiste un'at

lineare di a su G data dall'operatore lin ad a
ad a G G
b ad a b Taib

La rep con G e Sala ad a

è chiamata RAPPRESENTAZIONE AGGIUNTA

La rap aggiunta esiste G
Elem di matrice E Eadlil Aei ZAICK

ad ta Tb IT T if T AIvie I A'ivie

tag if

Verifichiamo che la mappa ad preserva il prodotto di lie

ad a ad b e ad a ad b C ad b ad a e

Ta bio b Taic Tbic a e b

aib c adltais e te 1



PRODOTTO TENSORE di rep

Supponiamo di avere due rep Ri e Ra
Lo spazio vett

Up Re
supporta una rep chechiamiamo Rora i cui generatori

sono rappres dallematrici

Spor ta Ir T Ir 92 To

Infatti ate matrici soddisfano le regole di comm

Prior Ta SR.ae Tb I 9plT99pit401r
ArnoSp.lt Sr T 9pa T 9r Tb 9r.CTo9rt

a b

9r.LT 9rn T Ara 1r T9r T9 Sre T4

if 9ps T Ira In Spa T

if 9rxr.IT y

In generale il prodotto tensore tra due irrep
non è irriducibile

VR Ve Vi
Vedremo più avanti come capire chi compare a destra


