
ALGEBRE DI LIE SEMI SEMPLICI
inGalg di Lia
Un sottospazio ACG A 1,1 ED è chiamato

una SOTTOALGEBRA di LIE di G
Un sottospatio ICG tic I G E I è chiamato IDEALE
E IDEALE 9 4 8 fideale lo

Se I è un ideale 9 1 quoziente di sp.net

è un alg di Lie Ines 91

atG IEI atina

Tati bij To b ILIJA j a b

Il prodotto di lie si estende al quoziente

Un esempio canonico di ideale è la SOTTOALO DERIVATAD

di G
DG 9,977 Taib aibeg

È chiaro che TNG G EDG DG è un ideale

Il quoziente Glag è un algebra ABELIANA

perché il commutatore sta nella classe 0

o

Def D'g D G D'g con D'GEDG
questo è anche un ideale



DI G è NILPOTENTE sezkt.c.GG T 9,9

G è SOLVABLE se D'G D per qualche K

G è SEMISEMPLICE se 9 ne contiene ideali
solvable 0

Es di G NILPOT matrici non sopra diagonali

Es di G SOLVABLE 1 triangolari

ALG.d.VE delle ROTOTRASLAZIONI Sul piano

g 4 IE
Le regole di comm sono

J Tu Te TJ E T Tn E 0

Vediamo che in entrambi i casi c'è una

SOTTO ALGEBRA ABELIANA che è un ideale
1 DG 0 K 3 per matrici 3 3

2 Ta Ta DG 0 K 2

Note se un'alg è nilpotente è anchesolvable Peres se G 4,9770
alloraancheTTGG 993 0 E 9,19 997 0 TTG 9,933,159,934,433

Infatti 9,97cg e 9,97 9,9 CG



FAside
ALG dille delle ROTOTRASLAZIONI Sul piano

S.CI 1 1.1 1

Qto si ricava osservando che le ROTO TRASI su E possono
essere rappr nel seguente nel seguente modo

910 aria

7 gioia.eu I 3Ia
Prendo ora corre Olt an t artt

Allora dalachalthaultife

18 egi.co

Si può notare che non tutti i g 0,9 a possono

essere scritti come exp antitarta

per es le traslazioni LE
ato ha a che fare con il fatto che il gruppo
di Lie considerato è compatto

J



La somma di tutti gli ideali solvable in G
è un ideale solvable massimale chiamato RADICAL d'G
e devotato Rad g

G Radg
è semi semplice è esatta la seguente

0 Rad G 9 G rad g

Un'alg di lie è ne ha
semisemplice idealiabeliani o

Dima non contiene idealisolvable alg.atsono solvable

ipotizziamo perassurdoche9 non è semisaud contiene un

idealesolvable I cioè Il tic DI 0 ma allora 2H11
è abeliano ed è un ideale

A no



Def

G è NILPOTENTE sette t.c.GGT e
GG 0

G è SEMISEMPLICE se 9 ne contiene ideali ABELIAN

Se 9 non è semisemplice posso trovare gli ideali
abeliani e far 9 e ottenendo un'aly senza

ideali abeliani cioè semisemplice Se G èabeliano non èsemis

Audi in un certo senso le aly di lie
non abeliane in senso stretto sono gli semi semplici
Una generica ely di Cia può essere studiata
studiando indip I e 911 che fottano nella
sequenza esatta 9 10911

come LO I G SI 0
siesignerath

In pratica G I SII come sp vett

in cui GLI è dato prendendo un elem µ
ogni classe di equivalenza Il prodotto di lie

su Gta è def modulo vett in 7

ato splitting può essere fatto ognivoltachesi ha un
ideale in G



Un'algebra di Lie G si dice SEMPLICE

se dimG 1 e ne contiene ideali 0,9

per
un'algebra semi semplice è isomorfa
a una SOMMA DIRETTA di alghe semplici

Se vogliamostudiare le dg semi semplici come

gli aly genuinam non abeliane i building block

da considerare sono le alghe semplici

Es Alg di Lia NON semisempe

Consideriamo l'algebra milpotente AENALEITGES

con E E E TE E3 O TE E 0 alg.milpotente

ideale abeliano I E3

considero GLI otteny E A2 lic TEIEL O

cioè algebra abeliana

Considero algebra di Borel sano
I Es è ancora id abeliano.GG I ha un ideale abeliano cioè LEI E L

preti ora Es E ENO e Li E ER

G Ii alghe abeliano 1 L2



OTA Se G è semisemplice allora ti 912 0 tre G
perRgenerica

Dimm Dimostriamolo perG semplice se 9 semisempl Sr e è somma

diretta di matrici disottoalg semplici e la fr è la somma dellefr

Definiamo I aeg treat o G
I è una sottoalgebra siano a bEI trfr da Bb 0 datBEI

perché Sa e tv sonolineari I sottosp vett

Inoltre trer Tab tv 9rlal.grb o trABjBC

I è sottocalgeha

IEG è un IDEALE devodimche Fase EI seafteregiato
avvieneperchétrgrtape trerla Sala 0

DI G G E I perché trerling o Kyey

Se 9 è semplice non ha ideali propri Ma DG o è

un ideale DG G
DIE JEG agg I G



Forma di Killing

Sull'aly di Lie G può essere introdotta una forma
bilinearesimmetrico un prodotto scalare chiamata

KILLING FORM e def da normalization
constant 8

K a b tr ad a ad b will befixed
later on

Vale la seguente proprietà segue dalla definizione eciclicità
della traccia

R Taib c K b Ta c

o alternativamente ancheK 9,5 c Rlabic

K ad a b c K b ad a c

inoltre vale il seguente risultato importante

G è semi semplice se e solo se k è NON DEGENERE

Dimm

E Assumiamo che k sia non deg Se G non fosse

semisemp allora avrebbeun ideale abeliano A
Mostriamo che A o dovrebbestarenelnucleo di K rendendola deg

se a EG bEA ad a è una mappa lineare che preserva
A mentre ad b 9 A perchéelemid
un ideale inoltre ad b la 0

alzadib mappa G in A e adlaladlb a o
M ÈI trM O Rla b 0 Kbea



Se k fosse deg avrebbe un nucleo A non bande
Se aEA becEG Rlb Cia R b c a 0 TaicIEA tataceg

A è un IDEALE
Consideriamoglielem ad A essiformano un'algadi Lie

con tr ada adib 0 Vadialadib E ad A Edifesittile
A è SOLVABLE

Questa partedella
dim richiededimaltri teoremi

ossiamo ricavare le cost di struttura da

R Ta T T

fdayIT
A

Matriceassociata
alla formaquadratica

Definiamo fa fabakde unavoltascelto la base

R Ta T T fak
Usando o vediamo che

fab RCETTT F K T TT TI K TITI T

facb
fa è totalm antisimm nei suoi 3 indici

Se k è non degenere alg semi semplice e gie sp.ve
posso trovare una base A c Rob_8ᵗʰ

Inoltre possodef l'inverso Rais che si usa perabbassareindici

E per qto chespesso non si fa attenzione a mettere

indici alti o bassi nelle cost di struttura



ALGEBRA DEI MOMENTI ANGOLARI

Consideriamo un'algebra di Lie 3 dim i cui generatori

soddisfino
te f ie TC

Vedremo che qta compare come l'alg di Lie reale o completo

di diversi gruppi

SL 2,6 MEMICA detM 1

Qual è la sua alg di lie
Consideriamo una cena MIEI eta A LMINI 9

Imponiamo detMCA 1 HA tra 0

Gsuzia alla a AEM 4 tra

Possiamo scegliere la seguente base di sl 2,4

53 1 I 1 19
essi generano al 214 come uno sp vett
3dm Sul campo

Nota II It Js soddisfano regole di
comm



SL 21112 ME Ma R detM 1

Il conto sopra non cambia e abbiamo

Gsuan 112112 AEMa R tra 0

I generatori Js It 7
sono matrici traceless REALI e generano

se 212 come sp vett sul campo IR

se 2,112 e se 2,4 l'inclusione avviene
nel senso che RC colf ristretti a num reali

qtarestrizione è chiamata una FORMA REALE

SU 2 MEM E MM MM 11 e detM 1

Sappiamo già che

Gsu su 2 AEMILA At A e tra 0

Set di generatori

34 a 5

su 2 è dato da combinazioni REALI di 7112,3

D'altra parte sul campo complesso I I i

su 2 è un'altra FORMA REALE di se 2,4



Quando esponenziamo se 214 abbiamo

M exp Bs B β ESUN con β Pβ.EC
Vediamo che se ci restringiamo a

β α Bt β_ α_ con dsidtid.FR
otteniamo

M exp α I 2 7 E SLIZIR Kidder

Se invece ci restringiamo a

β 23 Bt 4 β_ deride condiidride

atteniamo

M exp 23J 21J 2232 ESULI diidade

Se troviamo delle matrici che rappresentano 7
in VR poi prendendo le opportune combinaz possiamo
ottenere la rap di sei214 se 2,11 su 2 e

per esponenziazione di SLLZ 4 SLIZIIR SULZ

Studieremo le rep di se 214 visto che poi da essa

sigenerano lerap di tutte le forme reali peropportune
restrizioni
Ricordiamoche su 2 ha stesse rep di se 214


