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1 Lo spazio RY

Consideriamo I'insieme RY, costituito dalle N-uple (z1,zs,...,zy), dove xy,
To, ..., xxn sono numeri reali. Indicheremo i suoi elementi con i simboli
z, ',z ...

Cominciamo con l'introdurre un’operazione di addizione in R¥: dati due ele-
menti @ = (1, x9,...,xy) e ' = (2,25, ..., 2'), si definisce  + &’ in questo
modo:
!/ / / /
x+a' = (1 +a), e+ ah,...,an+2y).

Valgono le seguenti proprieta:

a) (associativa) (x + o) + " = x + (' + ") ;

b) esiste un “elemento neutro” 0 = (0,0,...,0): sithaxz+0=x =0+ x;

c) ogni elemento « = (x1, s, ..., zx) ha un “opposto”

(—x) = (—x1,—22, ..., —ay): sithax + (—x) =0 = (—x) + x;

d) (commutativa) x + ' =o' + .
Pertanto, (RY, +) ¢ un “gruppo abeliano”. Normalmente, si usa scrivere & —x’
per indicare & + (—a').

Definiamo ora la moltiplicazione di un elemento di R per un numero reale:
considerati & = (11, 22,...,2xy) € RY e un numero reale o € R, si definisce
ax in questo modo:

ax = (axy,ary, ..., qrN) .



Valgono le seguenti proprieta:

a) a(fz) = (af)x;

b) (a+ B)x = (ax) + (Bx);

¢) a(lx + ') = (ax) + (o) ;

d) le ==x.
Pertanto, con le operazioni introdotte, RY & uno “spazio vettoriale”. Chia-
meremo i suoi elementi “vettori”; i numeri reali, in questo ambito, verranno
chiamati “scalari”.

E utile introdurre il “prodotto scalare” tra due vettori: dati @ = (x1,z9,...,2N)
ex’ = (x),2,,...,2), si definisce il numero reale - &’ in questo modo:

N

/ /

T-x = E TpTy -
k=1

Il prodotto scalare e spesso indicato con simboli diversi, quali ad esempio
(Zle'), (@), (zlz), (v,2).

Valgono le seguenti proprieta:
a)x-x>0;
b)x-x=0 & x=0;
) (x+a) "= (x-x")
d) (ax) ' =a(x-x
e)x-x'=a - x;

Se x - &’ = 0, si dice che i due vettori e ' sono “ortogonali”.

Definiamo infine, solo nello spazio tridimensionale R? | il “prodotto vetto-
riale” tra due vettori: dati @ = (x1,29,23) e ' = (2}, 2, x%), si definisce il
vettore & X ' in questo modo:

T X T = (voxf — 132, T3T) — 11T, T1wy — ToTY)
Si puo verificare che & x @’ & ortogonale sia a @ che a x':
(xxa) x=0, (xxa) 2 =0.
Inoltre, se & x &’ # 0, siccome

21 L2 T3
/ / /
det T Ty Ty >0,
ToXly — T3, r3x] — Ty T1xh — Tom)

la direzione di & x @’ & individuata dalla cosiddetta “regola della mano destra”.
Cio significa che la terna (x, ',  x @) ha la stessa orientazione di (e, e, e3),
la base canonica

e; =(1,0,0), ey =(0,1,0), e3=(0,0,1).



Elenchiamo alcune proprieta del prodotto vettoriale:
a) (x+ ) x " =(xxaz")+ (& xx");
b) (ax) x ' = a(x x &');
c)xxax =—a xx.

Si puo anche dimostrare I'ldentita di Jacobi
X (' xz")+a' x (@' xx)+x" x(xxx')=0.
Si noti infine che

e Xey=e3, €rXe3=e€e;, e€3Xe =es.

1.1 Norma e distanza euclidea in RY

A partire dal prodotto scalare, possiamo definire la “norma” di un vettore
x = (x1,T9,...,2N):

|z = vV -z =

Valgono le seguenti proprieta:

a) ||z|| > 0;
b) [l =0 & x=0;
¢) [laz| = |of [l ;

d) [l + || < [l + [l=']
Per dimostrare la d), detta “disuguaglianza triangolare” per la norma, abbiamo
bisogno della seguente disuguaglianza di Schwarz.

Teorema 1 Presi due vettori x,x’, si ha
- 2| < ||| f|2']]

Dimostrazione. La disuguaglianza ¢ sicuramente verificata se ' = 0, essendo

in tal caso - &’ = 0 e ||z’|] = 0. Supponiamo quindi &’ # 0. Per ogni a € R,
si ha
0< ||z —ax|®=(x—ax) - (x—ax') = ||z|* - 2az -2’ + ?||z|>.
Prendendo o = W x - x', si ottiene
0 < 2l ~ 2o 2 + (e P = ol — (e 2
da cui la tesi.! [ ]

Lo stesso risultato si ottiene osservando che, se aa? + ba + ¢ > 0 per ogni a € R, con
a > 0, allora A = b? — 4ac < 0.



Dimostriamo ora la proprieta d) della norma, usando la disuguaglianza di
Schwarz:

lz +2'|* = (z +a) - (x + )
= [lz|* + 22 - ' + [|2]]"
< ol + 2]} 12" + [l']]*
= (]l + ll=')*,

da cui la disuguaglianza cercata.

Notiamo ancora la seguente identita del parallelogramma, di semplice
verifica:
le +a'||* + [l — 2'[|* = 2(]|=[* + [|=']]*) -

Definiamo ora, a partire dalla norma, la “distanza euclidea” tra due vettori
— ! / / / .
a:—(xl,xQ,...,xN)ew—(ml,xQ,.._,xN).

da,2) = |lz —a'| = || D_(er — 2})%.

N
k=1

Valgono le seguenti proprieta:

a) d(z,x') > 0;

b)d(xz,2') =0 < x=a;

c) d(z, ') =d(@, x);

d) d(z,2") < d(z,x’) + d(x', x").
Quest’ultima viene spesso chiamata “disuguaglianza triangolare”; la dimo-
striamo:

d(z,z") = ||z — z"||
= [(xz —2) + (' — =")||
<z -2+ z' — 2|
=d(x, ') +d(z' 2").

2 Spazi metrici

Definizione 1 Dato un insieme non vuoto E, una funzione d : E x E — R
si chiama “distanza” (su E) se soddisfa alle sequenti proprieta:

a) d(z,z') > 0;

b) d(z,2') =0 & x=2a';

¢) d(x,z') = d(«', x) ;

d) d(z,2") < d(z,z") + d(z', z")
(la disuguaglianza triangolare). L’insieme E, dotato della distanza d, si dice
“spazio metrico”. I suoi elementi verranno spesso chiamati “punti”.
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Abbiamo visto che RY, dotato della distanza euclidea, & uno spazio metrico
(nel seguito, parlando dello spazio metrico RY, se non altrimenti specificato
sottintenderemo che la distanza sia sempre quella euclidea). Nel caso N = 1,
abbiamo la distanza usuale su R : d(«, 8) = |a — f].

E pero possibile considerare diverse distanze su uno stesso insieme. Ad
esempio, presi due vettori € = (z1,29,...,2x) € & = (2),2,,...,2%), la
funzione

N
/ /
di(x,x") = g |z, — x|
k=1
rappresenta anch’essa una distanza in RY. Lo stesso dicasi per la funzione
/ /
diw(, ") = max{|zy — 2| : k=1,2,...,N}.

Oppure, si puo definire la seguente:

5 0 sex=ua,
d(w,m’):{ 1 sex#a.

Anche questa ¢ una distanza, per quanto strana possa sembrare.

Dati g € E e un numero p > 0, definiamo la palla aperta di centro xy e
raggio p:
B(zg,p) ={x € E : d(z,z0) < p};

analogamente definiamo la palla chiusa
B(xo,p) = {z € E: d(x,20) < p},

e la sfera
S(xg,p) ={z € E:d(x,xy) = p}.

In R, ogni intervallo |a, b[ & una palla aperta e ogni intervallo [a,b] & una
palla chiusa: si ha

]a,b[:B<a+b, b—a) | [a,b]zE(CH_b, b—a> .
2 2 2 2

Una sfera in R ¢ quindi costituita da due soli punti.

In R?, con la distanza euclidea, una palla ¢ un cerchio: la palla aperta non
comprende i punti della circonferenza esterna, la palla chiusa si. Una sfera e
semplicemente una circonferenza.

Se in R? consideriamo la distanza d, definita in precedenza, una palla sara un
quadrato, con i lati inclinati di 45 gradi, avente xy come punto centrale. Una
sfera sara il perimetro di tale quadrato. Se invece consideriamo la distanza d,.,
la palla sara ancora un quadrato, ma con i lati paralleli agli assi cartesiani.



Se invece prendiamo la distanza d, su un qualsiasi insieme F, allora

f {xo} sep<1l, = Az} sep<1,
B(xo,p)—{ E sep>1, B(z0,p) = E sep>1,

per cui

@) sep#1.

Definizione 2 Un insieme U C E si dice “intorno” di un punto xq se esiste
un p > 0 tale che B(xg, p) C U, in tal caso, il punto xq si dice “interno” ad U.
Linsieme dei punti interni ad U si chiama “linterno” di U e si denota con
U. Chiaramente, si ha sempre U C U. Si dice che U ¢ un “insieme aperto” se
cotncide con il suo interno, ossia se U="U.

S(iUo,p):{ E\{zo} sep=1,

Teorema 2 Una palla aperta € un insieme aperto.

Dimostrazione. Sia B(zg,p) la palla in questione; prendiamo un z; €
B(zg, p). Scelto r > 0 tale che r < p —d(zg, x1), si ha che B(z1,7) C B(zo, p);
infatti, se x € B(zy,7), allora

d(z,x0) < d(z,x1) + d(z1,20) < 7+ d(21,70) < p,

per cui x € B(xg, p). Abbiamo quindi dimostrato che ogni punto z; di B(xg, p)
¢ interno a B(xg, p). u

Consideriamo ora tre esempi particolari: nel primo, l'insieme U coincide
con E; nel secondo, U ¢ I'insieme vuoto; nel terzo, esso ¢ costituito da un unico
punto.

Ogni punto di E' ¢ interno all’insieme E stesso, in quanto ogni palla ¢ per
definizione contenuta in £. Quindi, l'interno di F coincide con tutto £, ossia
E = E. Questo significa che F ¢ un insieme aperto.

L’insieme vuoto non puo avere punti interni. Quindi, I'interno di @, non
avendo elementi, ¢ vuoto. In altri termini, @ = @), il che significa che @ ¢
anch’esso un insieme aperto.

L’insieme U = {x,}, costituito da un unico punto, in generale non & un
insieme aperto (ad esempio in RY con la distanza euclidea), ma puo esserlo
in casi particolari, quando xy ¢ un “punto isolato” di E. Ad esempio, se si
considera la distanza cZ, oppure in N, tutti i punti solo isolati.

Teorema 3 L’interno di un insieme ¢ un insieme aperto.

Dimostrazione. Se U ¢ vuoto, la tesi e sicuramente vera. Supponiamo
allora che U sia non vuoto. Sia z; € U. Allora esiste un p > 0 tale che
B(z1,p) C U. Se proviamo che B(zy, p) C U la dimostrazione sara completa,
in quanto avremo dimostrato che ogni punto z; di U ¢ interno a U.

Per dimostrare che B(z1,p) C U, sia z un elemento di B(xzy, p). Siccome
B(zy,p) € un insieme aperto, esiste un r > 0 tale che B(z,r) C B(z1,p).
Allora B(x,r) C U, per cui = appartiene a U. La dimostrazione ¢ completa. m
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Si puo dimostrare la seguente implicazione:
U, C U, = l} 1 € (}2 .

Da essa segue che Ueil piu grande insieme aperto contenuto in U: se A & un
aperto e A C U, allora A C U.

Definizione 3 Diremo che il punto x¢ ¢ “aderente” all’insieme U se per ogni
p > 0 si ha che B(xzo, p) NU # O. L’insieme dei punti aderenti ad U si chiama
“la chiusura” di U e si denota con U. Chiaramente, si ha sempre U C U. Si
dice che U ¢ un “insieme chiuso” se coincide con la sua chiusura, ossia se
U="U.

Teorema 4 Una palla chiusa € un insieme chiuso.

Dimostrazione. Sia U = B(xg, p) la palla in questione; voglio dimostrare che
U C U. A tal fine vedremo che CU C CU. ? Prendiamo un z; € CU, ossia
w1 € B(wo,p). Scelto r > 0 tale che r < d(zg, 1) — p, si ha che B(zy,7) N
B(zo, p) = O; infatti, se per assurdo esistesse un x € B(xy,7)NB(z0, p), allora
si avrebbe

d(zo,z1) < d(zg,z) + d(x,21) < p+71,

in contrasto con la scelta fatta per r. Quindi, x; ¢ U, ossia x; € CU. (]

Essendo F il I'insieme universo, ogni punto aderente ad £ deve comunque
appartenere ad F stesso. Quindi, la chiusura di F coincide con F, ossia ¥ = E.
Questo significa che F € un insieme chiuso.

Notiamo che non esiste alcun punto aderente all’insieme (). Infatti, qual-
siasi sia il punto zg, per ogni p > 0 si ha che B(zg,p) N0 = . Quindi, la
chiusura di @, non avendo clementi, & vuota. In altri termini, @ = @, il che
significa che @ ¢ un insieme chiuso.

L’insieme U = {z¢}, costituito da un unico punto, & sempre un insieme
chiuso. Infatti, preso un z; ¢ U, scegliendo p > 0 tale che p < d(zg, 1) si ha
che B(xy,p) NU = O, per cui x1 non & aderente ad U.

Teorema 5 La chiusura di un insieme ¢ un insieme chiuso.

Dimostrazione. Poniamo V = U. Se V = E, la tesi ¢ verificata. Supponiamo
quindi chesia V' # E. Siax; ¢ V. Allora esiste un p > 0 tale che B(zy, p)NU =
(. Vediamo che anche B(x1,p) NV = . Infatti, se per assurdo ci fosse un
x € B(x1, p) NV, essendo B(x1, p) un insieme aperto, esisterebbe un r > 0 tale
che B(z,r) C B(z1,p). Siccome z € V = U, dovrebbe essere B(z,7) N U # O
e quindi anche B(xy, p) NU # O, in contraddizione con quanto sopra. Quindi,
nessun punto x; al di fuori di V' puo essere aderente a V. In altri termini, V'
contiene tutti i punti ad esso aderenti, pertanto e chiuso. ]

2Denotiamo con CU il complementare di U in E, ossia I'insieme E \ U.
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Si puo dimostrare che
U, CU, = Ul - UQ .

Da questa implicazione segue che U & il pitt piccolo insieme chiuso che contiene
U: se C' e un chiuso e C' D U, allora C D U.

Si puo dimostrare che I'unione e I'intersezione di due insiemi aperti [chiusi]
sono insiemi aperti [chiusi]. Lo stesso vale per un numero finito di insiemi
aperti [chiusi]: lo si dimostra per induzione. Se invece si considera un numero
infinito di insiemi, la cosa cambia. L’unione di un numero infinito di insiemi
aperti ¢ un insieme aperto, I'intersezione in generale non lo €. Ad esempio, in
R, prendendo gli aperti

1 1
An: — T 1 )
n+1l n+1

con n € N, la loro intersezione ¢ {0}, che non ¢ un aperto. Analogamente,
I'intersezione di un numero infinito di insiemi chiusi € un insieme chiuso, mentre
I'unione in generale non lo e. Ad esempio, considerando i chiusi

1 1
Ch=|-14—,1— :
{ +n—irl n—l—l}

con n € N, la loro unione ¢ I'intervallo | — 1, 1], che non ¢ un chiuso.

Cercheremo ora di capire le analogie incontrate tra le nozioni di interno e
chiusura di un insieme, e quelle di insieme aperto e chiuso.

Teorema 6 Valgono le sequenti relazioni:
CU=CU, (CU)=cCU.

Dimostrazione. Vediamo la prima uguaglianza. Se U = F, allora CU = 0,
per cui CU = ); d’altra parte, U = E, per cui CU = ). L’'uguaglianza ¢ cosi
verificata in questo caso. Supponiamo ora che sia U # E, per cui CU # (). Si
ha:

re€CU & Vp>0 B(z,p)NCU#0O
& Vp>0 Blx,p)ZU

s recClU.

Questo dimostra la prima uguaglianza. Possiamo ora usarla per dedurne la
seguente:

C(CU)=C(CU)=T.

Passando ai complementari, si ottiene la seconda uguaglianza. ]
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Abbiamo quindi che
U=C(CU), U=c(CU).
Come immediato corollario, abbiamo il seguente.

Teorema 7 Un insieme ¢ aperto [chiuso] se e solo se il suo complementare é
chiuso [aperto].

Dimostrazione. Dimostrazione. Se U ¢ aperto, U = Ue quindi
CU = CU = CU,
per cui CU e chiuso.
Se U & chiuso, U = U e quindi
(CU)=CU = CU,
per cui CU e aperto. [ ]

Nota. Nel seguito, qualora non specificato altrimenti, quando parleremo di
RY come spazio metrico sara sempre sottinteso che la distanza e la norma su
di esso considerate siano quelle euclidee.

3 Funzioni continue

Siano E ed F due spazi metrici, con le loro distanze dg e dp, rispettivamente.
Sia z¢ un punto di E e f: E — F una funzione.

Definizione 4 Diremo che f ¢ “continua” in xo se, comunque preso un nu-
mero positivo €, € possibile trovare un numero positivo 6 tale che, se x é un
qualsiasi elemento del dominio E che disti da xo per meno di ¢, allora f(z)
dista da f(xo) per meno di . In simboli:

Ve>0 36>0: Ve eE dg(r,z0) < = dp(f(z), f(zo)) <e.

In questa formulazione, spesso la scrittura “Vo € E” verra sottintesa.

Osserviamo che una o entrambe le disuguaglianze

dp(x,z9) <0, dr(f(z), f(x0)) < ¢

possono essere sostituite rispettivamente da

dp(x,70) <0, dr(f(x), f(zo)) <€

ottenendo definizioni che sono tutte tra loro equivalenti. Questo ¢ dovuto al
fatto, da un lato, che € € un qualunque numero positivo e, dall’altro lato, che se
I'implicazione della definizione vale per un certo numero positivo ¢, essa vale
a maggior ragione prendendo al posto di quel § un qualsiasi numero positivo
piu piccolo.



Una rilettura della definizione di continuita ci mostra che f e continua in
Zg se e solo se:

Ve>0 36>0: f(B(zo,6)) C B(f(x0),e).

Inoltre, e del tutto equivalente considerare una palla chiusa al posto di una
palla aperta; risulta inoltre utile la seguente formulazione equivalente, per cui
f € continua in z( se e solo se:

per ogni intorno V' di f(xg) esiste un intorno U di x, tale che f(U) C V.

Nel caso in cui la funzione f sia continua in ogni punto xy del dominio F,
diremo che “f € continua su E”, o semplicemente “f ¢ continua”.

Vediamo ora alcuni esempi.

Esempio 1. La funzione costante: per un certo ¢ € F, si ha che f(z) = ¢,
per ogni x € E. Essendo dp(f(z), f(x0)) = dp(¢,¢) = 0 per ogni = € E, tale
funzione ¢ chiaramente continua (ogni scelta di 6 > 0 va bene).

Esempio 2. Siano F = RY ¢ F' = R¥. Fissato un numero o € R, consideria-
mo la funzione f : RY — RY definita da f(x) = az. Vediamo che ¢ continua.
Infatti, se a = 0, si tratta della funzione costante con valore 0, e sappiamo che
tale funzione e continua. Sia ora a # 0. Allora, fissato € > 0, essendo

1f () = f(@o)|| = [lox — amo| = [Ja(z — zo)|| = | | — 20|,
basta prendere § = ﬁ per avere I'implicazione
& — ol <6 = [[f(®) = flao)] <e.

Esempio 3. Siano F = RY e FF = R. Vediamo che la funzione f : RY — R
definita da f(x) = ||z| ¢ continua su RY. Questo seguird facilmente dalla
disuguaglianza

< “m o wl” )

el - /|

che ora dimostriamo. Si ha:

]| = [[(& — 2') + 2| <[l — || + '],
'] = [I(z’ — =) + z|| < [la’ — x| + [|z] .
Essendo || — «'|| = ||&’ — x|, si ha che
]| = =] <z =2 e 2 =zl <[z-2],

da cui la disuguaglianza cercata. A questo punto, considerato un &, € RY e
fissato un £ > 0, basta prendere § = ¢ per avere che

o —@oll <& = llzll - llzoll| <.

I tre teoremi seguenti hanno dimostrazione analoga a quella vista nel corso
di Analisi 1, in cui si supponeva che F fosse un sottoinsieme di R.
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Teorema 8 Se f,g: E — R sono continue in vy e « € R, anche af, f + g,
f—g, [-g sono continue in x.

Teorema 9 (della permanenza del segno) Sia g: E — R continua in x.
Se g(xg) > 0, allora esiste un intorno U di xy per cui g(x) > 0 per ogni x € U.
Se invece g(xy) < 0, allora esiste un intorno U di xo per cui g(x) < 0 per ogni
rel.

Teorema 10 Se f,g : E — R sono continue in xo e g(xo) # 0, anche £ é
continua in xg.

Q [~

Vediamo ora come si comporta una funzione composta di due funzioni
continue.

Teorema 11 Siano E, F,G tre spazi metrici, f : E — F continua in xq e
g: F — G continua in f(xq); allora go f ¢ continua in xy.

Dimostrazione. Fissato un intorno W di [g o f](x¢) = g(f(z0)), per la con-
tinuita di ¢ in f(xg) esiste un intorno V' di f(zy) tale che g(V) C W. Allora,
per la continuita di f in zg, esiste un intorno U di x, tale che f(U) C V. Ne
segue che [go fl(U) CW. [

Consideriamo ora, per ogni £ = 1,2,..., D, la funzione “k-esima proiezio-
ne” p, : RP? — R definita da

pk(l'l,l’g,...,ilj'p) = Tk .

Teorema 12 Le funzioni p, sono continue.

Dimostrazione. Consideriamo un punto @y = (22, 29,...,2%) € R” e fissia-
mo ¢ > 0. Notiamo che, per ogni © = (z1,79,...,7p) € R”, si ha
D
0 2 : 0)2 —
|xk_xk‘ < (xj_xj) _d<w7x0)7
J=1

per cui, prendendo § = ¢, si ha:
d(z,20) <3 = |pr(@) — pr(wo)| = |21 — 27| < ¢,

il che dimostra che p; e continua in x. [ ]

Supponiamo ora f : E — RM. Consideriamo le “componenti” della fun-
zione f definite da f, = prof : F — R, con k = 1,2,..., M, per cui si
ha

f(@) = (fi(z), fol@), ..., fu(2)) -

Teorema 13 La funzione f é continua in xo se e solo se lo sono tutte le sue
componenti.
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Dimostrazione. Se f ¢ continua in g, lo sono anche le f; in quanto composte
di funzioni continue. Viceversa, supponiamo che le componenti di f siano tutte
continue in xy. Fissato ¢ > 0, per ogni k = 1,2,..., M esiste un J, > 0 tale
che

d(z,x0) < 0 = |fe(x) — fr(zo)| < €.
Posto § = min{dy,da,...,0x}, si ha

d(z,z0) <0 = d(f(z), f(z0)) = | D _(fi(x) — fi(20))> < VMe,

Jj=1

il che, per I'arbitrarieta di €, completa la dimostrazione. [ ]

Teorema 14 Ogni applicazione lineare £ : RN — RM ¢ continua.

Dimostrazione. Osserviamo che, essendo le proiezioni py lineari, le compo-
nenti ¢, = ppol dell’applicazione lineare ¢ sono anch’esse lineari. Consideriamo
la base canonica [ej, es, ..., eyx] di RV, con

er = (1,0,0,...,0),
e; =(0,1,0,...,0),
éN: (0,0,0,...,1).
Ogni vettore & = (21,73, ...,2x) € RY si pio scrivere come
T =11€1 + 1€y + - +aney = pi(x)er +pa(z)es + -+ py(T)en .
Quindi, per ogni k € {1,2,..., M},

U () = pi(x)li(er) + pa(z)lr(ez) + -+ pn(z)lr(en),

per cui ¢ risulta essere combinazione lineare delle proiezioni py, po, ..., py. Es-
sendo queste ultime continue, anche ¢, ¢ continua. Avendo tutte le componenti
continue, ¢ € pertanto continua. [

4 La nozione di limite
Consideriamo due spazi metrici F, F', un punto xy di £ e una funzione
f:E—F, oppure f:FE\{zx}—F,

non necessariamente definita in xy. Supporremo inoltre che z( sia un “punto
di accumulazione” di E: ogni intorno di xq contiene infiniti punti di E.
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Definizione 5 Si dice che | € F ¢ il “limite di f in xq”, o anche “limite di

)

f(z) per x che tende a xo” e si scrive
=)

Se
Ve>0 36>0: VeelE 0<d(z,z) <0 = d(f(z),l) <e,

o equivalentemente,
VV, intorno dil  3U, intorno di g : f(U \ {xo}) C V.

Talvolta si scrive anche f(x) — | per x — xo.
Per cominciare, vediamo che si ha 1'unicita del limite.?
Teorema 15 Se esiste, il limite di f in xo € unico.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ce ne siano due diversi, [ e
I'. Prendiamo ¢ = 1d(l,1'). Allora esiste un 6 > 0 tale che

0<d(x,xg) <0 = d(f(x),l) <e,
ed esiste un ¢ > 0 tale che
0<d(z,z0) <8 = d(f(x),l')<e.

Sia x # x tale che d(x,x0) < d e d(x,z9) < ¢ (tale x esiste perché xy ¢ di
accumulazione). Allora

d(I',1) < d(l, f(x)) + d(f(x),I') <2 =d(l'.1),

una contraddizione. ]

I seguenti due teoremi evidenziano il legame stretto che intercorre tra i
concetti di limite e di continuita.

Teorema 16 Si ha che lim f(z) = | se e solo se la funzione f : E — R

T—T0
definita da

f(x):{ flx) sex# o,

{ se x = xo

e continua in To

Teorema 17 Considerata la funzione f : E — F, definita anche in xq, si ha
che

f é continua inxy < lim f(z)= f(zo).
T—T0

3Le dimostrazioni che seguono sono gia state viste nel corso di Analisi Matematica I e
pertanto non sono state fate a lezione. Alcune sono inserite negli appunti per completezza.
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Iniziamo a vedere le proprieta dei limiti che vengono direttamente eredi-
tate dalle funzioni continue. Nei teoremi seguenti, con relativo corollario, le
funzioni f e g sono definite su E o su E \ {z¢}, indifferentemente.

Teorema 18 (della permanenza del segno) Sia g: F\{zo} — R tale che
lim g(z) >0,

T—T0

allora esiste un 6 > 0 tale che
0<d(z,m9) <0 = g(x)>0.

Analogamente, se
lim g(z) <0,

T—T0

allora esiste un & > 0 tale che
0<d(xz,xg) <0 = g(x)<0.

Corollario 1 Se g(x) < 0 per ogni x in un intorno di xq, allora, qualora il
limite esista, si ha
lim g(z) <0.

T—rT0

Analogamente, se g(x) > 0 per ogni x in un intorno di xg, allora, qualora il
limite esista, si ha
lim g(z) > 0.

T—rx0

Vediamo ora come si comporta il limite nei confronti delle operazioni in R.

Teorema 19 Siano f,g: E\ {zo} — R tali che
b= @), b=l el

Allora
lim [f(z)g(x)] = lils;

T—T0
inoltre, se ly # 0,

flx) L

z—zo g(x) Iy~
Consideriamo ora una funzione composta g o f. Abbiamo due possibili
situazioni.

Teorema 20 Sia f: E — F, oppure f: E\ {xo} — F, tale che
lim f(x)=1.

Tr—IQ

Se g: FF— G ¢ continua in [, allora

lim g(f(x)) = 9(0).

In altre termina,
lim g(f(2) = g( lim f(x).

T—T0 T—TQ
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Dimostrazione. Ricordo che la funzione f : E — R definita da

For={ 1 Siln

e continua in z( e g € continua in [ = f(zy). Pertanto, g o f & continua in z,
da cui

lim g(f()) = lim g(f(2)) = 9(f(x0)) = 9(1).
Teorema 21 Sia f: E — F, oppure f: E\ {xo} — F, tale che
lim f(x)=1.

T—rT0

Supponiamo che | sia un punto di accumulazione di F' e che la funzione
g:F—G, oppure g¢g:F\{l} =G,
non necessariamente definita in [, sia tale che
limg(y) = L.
Se f(x) # 1 per ogni x € E\ {x0}, allora
Jim g(f(z)) =L.

Dimostrazione. Consideriamo nuovamente la funzione f : £ — F'| continua
in xy con f(xg) = [. Analogamente, consideriamo la funzione g : ' — G cosi

definita: W) oy
_ ) 9\y) sey )
(y){ L sey=1.

Essa ¢ continua in [ con (/) = L. Consideriamo la funzione composta go f , che
per quanto sopra € continua in xg con §(f(xg)) = g(I) = L. Essendo f(x) # [
per ogni x, si ha che, per z € E'\ {zo},

9(f(2)) = §(f(x)) = §(f(2)),
e pertanto,

lim g(f(x)) = lim §(f(x)) = §(f(x0)) = L.

T—T0 Tr—xTQ

Nota. La conclusione del teorema precedente si riassume con la formula

lim g(f(z)) = lm_ g(y).
T—T0 y— lim f(z)
Tr—IQ

Spesso si dice che si € operato il “cambio di variabile y = f(x)”. Riguardando
inoltre le ipotesi dello stesso teorema, si vede subito che e sufficiente richiedere
che sia f(z) # [ per gli x tali che 0 < d(z,z9) < §. Cio ¢ dovuto al fatto che
la nozione di limite e, in un certo senso, di tipo “locale”. Questa osservazione
vale in generale e verra spesso usata in seguito.
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Esempio. Sia ora f: R* — R definita da f(z,y) =2 +y?’ e g: R\ {0} - R
definita da g(z) = zsin(1/z). Il Teorema 21 qui puod essere applicato per
concludere che

lim x, = lim z)=limg(z)=0.
(:c,y)—>(0,0)g(f< y)) z = lim f(x,y)g( ) za[)g< )
(z,y)—(0,0)

Siamo infine interessati a studiare il limite di una funzione f : E'\ {zo} —
RM dove g ¢ un punto di accumulazione di uno spazio metrico £. Conside-
riamo le sue componenti fi, : F\ {zo} = R di f,con k =1,2,..., M, per cui
si ha:

f(l‘) = (fl(x)va(x>7 i 7fM(x))

Teorema 22 [l limite lim f(z) = 1 € R esiste se e solo se esistono i li-
T—T0

miti lim fi(x) = I € R, per ogni k = 1,2,..., M. In tal caso, si ha

Tr—T0

L= (l1,la,...,ln). Vale quindi la formula

lim f(r) = (lim fi(z), im fo(x),..., lim fy(z)).
T—T0 T—T0 T—T0 T—T0

Dimostrazione. Segue direttamente dal teorema sulla continuita delle com-

ponenti di una funzione continua. [ ]

Finora abbiamo considerato due spazi metrici £, F, un punto xo di accu-
mulazione per E e una funzione f : E — F, oppure f : E\{zo} — F. Siccome
I’eventuale valore di f in z( € ininfluente ai fini dell’esistenza o meno del limite,
nonche del suo effettivo valore, da ora in poi per semplicita considereremo solo

il caso f: E\ {zo} — F.

Si puo verificare che tutte le considerazioni fatte continuano a valere per
una funzione f : E'\ {0} — F, con E C E, purché x, sia di accumulazione
per E: ogni intorno di zy deve contenere infiniti punti di F.

Siaora f: E\{zo} — F, esia E C E. Possiamo considerare la restrizione
di faFE\{xo}: ¢elafunzione f: E\ {zo} — F i cui valori coincidono con
quelli di f: siha f(z) = f(x) per ogni € E'\ {xo}. Talvolta si scrive f = f|.

Teorema 23 Se esiste il limite di f in xo e xo € di accumulazione anche per
E allora esiste anche il limite di f in xo e ha lo stesso valore:

lim f(z) = lim f(z).

T—T0 T—rT0

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione di f : ]

Il teorema precedente viene spesso usato per stabilire la non esistenza del
limite per la funzione f: a tal scopo, ¢ sufficiente trovare due diverse restrizioni
lungo le quali i valori del limite differiscono.
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Esempio 1. La funzione f : R?\ {(0,0)} — R, definita da

"
f(x7y)'_ $2%—y27

non ha limite per (z,y) — (0,0), come si vede considerando le restrizioni alle
due rette {(z,y) : x =0} e {(z,y) : x = y}.
Esempio 2. Piu sorprendente ¢ la funzione definita da

%y

::x44—y2’

f(z,y)

per la quale le restrizioni a tutte le rette passanti per (0,0) hanno limite 0, ma
la restrizione alla parabola {(z,y) : y = ?} vale costantemente % )

Esempio 3. Dimostriamo invece che

2,2
lim —7 —.
(2,9)—(0,0) 22 + Y2

Fissiamo un € > 0. Dopo aver verificato che

229 1
2442 <3 (@ + %),

risulta naturale prendere § = v/2¢, per avere che

I2y2

d((x>y)7(070)) <0 = a:2+y2

— O‘ <e.
Consideriamo ora il caso in cui £ ¢ uno spazio metrico qualunque ed F' = R.

Risultera talvolta utile il seguente “teorema dei due carabinieri”.
Teorema 24 Supponiamo di avere due funzioni fi, fo per cui

lim fi(x) = lim fy(x) =1.

T—rT0 T—T0
Se f: E\{xo} — R ¢ tale che, per ogni x,

filz) < flz) < fa(w),

allora

lim f(x)=1.

Tr—xQ

Dimostrazione. Fissato ¢ > 0, esistono d; > 0 e d > 0 tali che

0<d(z,xg) <0 = Il—e<filz)<l+e,
0<d(m,m) <dy = Il—c<folr)<l+te.

Se 6 = min{dy, J»}, allora
0<dwm) <6 = l—c<file)<f@)< fle)<lte,

il che dimostra la tesi. ]
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5 La retta ampliata

Consideriamo la funzione ¢ : R — | — 1, 1], definita da

o(x)

o
14|z

Possiamo definire una nuova distanza su R:

d(z,2") = |p(z) — ()]

Si puo vedere che ogni intorno per la nuova distanza e anche intorno per la
vecchia distanza, e viceversa.

Introduciamo ora il nuovo insieme R, definito come unione di R e di due
nuovi elementi, che indicheremo con —oo e +00:

R =R U{—o00,+00}.

L’insieme R risulta totalmente ordinato se si mantiene 'ordine esistente tra
coppie di numeri reali e si pone inoltre, per ogni x € R,

—o0 < r < +00.

Consideriamo la funzione @ : R — [—1, 1], definita da

—1 se r = —00,
plx) =4 wlz) sezeR,
1 se T = +00.

Definiamo, per x,x’ € I@,

d(z,2') = |p(z) — ()]
Si verifica facilmente che d & una distanza su R. In questo modo, R risulta uno
spazio metrico.

Si puo verificare che un intorno di 400 € un insieme che contiene, oltre al
punto +oo, un intervallo del tipo |a, +00[, per un certo o € R.

Analogamente, un intorno di —oo € un insieme che contiene, oltre a —oo,
un intervallo del tipo | — oo, 5[, per un certo € R.

Vediamo ora come si traduce la definizione di limite in alcuni casi in cui
compaiono gli elementi +00 0o —oo. Ad esempio, sia £ C R, I’ uno spazio
metrico e f : E — F una funzione. Considerando E come sottoinsieme di R,
si ha che +00 e punto di accumulazione per F se e solo se £ non ¢ limitato
superiormente. In tal caso, si ha:

hrf fzx)=1€ F < VVintorno dil 3U intorno di + oo :
T—r+00
fUNE) CV

& Ve>0 JaeR: z>a = d(f(x),l) <e.

18



Analogamente, se £ non e limitato inferiormente, si ha:

lim f(z)=1le€F <& Ve>0 FpeR: z<pf = d(f(x),l) <e.

Tr—r—00
Si noti che

lim f(z)=1 < lim f(—z)=1.

T—+00 T—r—00

Vediamo ora il caso in cui F sia uno spazio metrico ed F' = R, considerato
come sottoinsieme di R. Supponiamo che z( sia di accumulazione per £ e
consideriamo una funzione f : £ — R, o f: E'\ {zo} — R. Si ha:

lim f(z) =400 <« VV intorno di + oo 3U intorno di z :

FUNA{zo}) CV

& YaeR F0>0: 0<d(z,mg)<d = f(z)>a;
analogamente,

lim f(z) =—0c0 < VBeR 35>0: 0<d(z,zg) <6 = f(zx)<p.

T—T0
Si noti che

lim f(z) =400 <« lim(—f(z)) = —o0.

T—T0 T—T0

Le situazioni considerate in precedenza possono talvolta presentarsi assieme.
Ad esempio, se £ C R non e limitato superiormente ed F' = R, si avra

lirf f(z) =400 <« VVintorno di + oo 3U intorno di + oo :
T—r+00
fUNE)CV

& VYaeR FdeR: z>d = f(z)>a;
analogamente,

lim f(zr)=—-00 < VBeER JaeR: z>a = f(x)<p.

T—r-+00

Se invece £ C R non ¢ limitato inferiormente ed F' = R, si avra

lim f(z)=400c < VaeR FeR: z<f = f(x)>a;

T—r—00

analogamente,

lim f(z)=—-00 & VBeR JFeR: z<p = flz)<p.

T—r—00

19



Vediamo ad esempio il caso di una successione (ay,), in uno spazio metrico

F. Abbiamo quindi una funzione f : N — F' definita da f(n) = a,. Conside-

rando N come sottoinsieme di R, si vede che 'unico punto di accumulazione e
+00. Adattando la definizione di limite a questo caso, possiamo scrivere:
lim a,=1l€F << Ve>0 dIneN: n>n = da,l)<e.

n—-+00
Pertanto, spesso il limite di una successione si denota semplicemente con lim a,,,
n

sottintendendo che n — +o0.

Teorema 25 La funzione f é continua in xo se e solo se, presa una succes-
sione (ay), in E, si ha
lima, =29 = lim f(a,) = f(z0).
n n

Dimostrazione. Supponiamo che f sia continua in xg, e sia (a,), una
successione in F tale che lim,, a, = x¢. Per il Teorema 20 sul limite di una
funzione composta,

lim flan) = f(lign an) = f(zo),

cosicche una delle due implicazioni e dimostrata.

Ragioniamo ora per contrapposizione, e supponiamo che f non sia continua
in zyg. Questo significa che esiste un ¢ > 0 tale che, per ogni § > 0, esiste
almeno un = € E per cui d(z,z9) < ¢ e d(f(z), f(x9)) > €. Prendendo
)= %H’ per ogni n € N esiste pertanto un a,, in F tale che d(a,,zq) < n%rl
e d(f(an), f(zo)) > €. Ne segue che lim, a,, = xo, ma sicuramente non puo
essere che lim,, f(a,) = f(zo). u

Consideriamo ora il caso in cui zy sia un punto di accumulazione e f :
E\ {zo} — F una funzione. Come immediata conseguenza del teorema
precedente, otteniamo il seguente

Corollario 2 Avremo che
lim f(x)=1

T—T0

se e solo se, presa una successione (ay)n in E\ {xo}, si ha
lima, =29 = limf(a,) =1.
n n

Sia ora U un sottoinsieme dello spazio metrico E. Possiamo caratterizzare
la nozione di punto aderente a U facendo uso delle successioni.

Teorema 26 Un punto x € E ¢ aderente a U se e solo se esiste una succes-
sione (ay), in U tale che lim, a, = x.

Dimostrazione. Se x ¢ aderente a U, allora 'intersezione B (:r;, ﬁ) NnU
¢ non vuota, per ogni n € N, per cui posso sceglierne un elemento, che chiamo
a,. In questo modo, ho costruito una successione (a,), in U, ed ¢ facile vedere
che essa ha limite x. Una delle due implicazioni ¢ cosi dimostrata.
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Supponiamo ora che esista una successione (a,), in U tale che lim, a,, = x.
Allora, fissato p > 0, esiste un n € N tale che

n>n = dla,,z) <p,

ossia a, € B(z,p). Quindi, B(x,p) N U & non vuoto, e questo dimostra che x
e aderente a U. [ ]

6 Insiemi compatti

Data che sia una successione (a,),, una sua “sottosuccessione” si ottiene sele-
zionando una successione strettamente crescente di indici (ng )y e considerando
la funzione composta

k= ng — ay,, .

Teorema 27 Se una successione ha limite, allora tutte le sue sottosuccessioni
hanno lo stesso limite.

Dimostrazione. Essendo gli indici n; in N, dalla ng; > n; si deduce che
nk+1 > ni+ 1 e, per induzione, che ny > k, per ogni k. Ne segue che limg ny =
+00. Pertanto,

lim a, = lim a,= lim a,. -
k—+o0 n — lim ng n—+00

In uno spazio metrico F, direm® e un sottoinsieme U & “compatto” se
ogni successione (ay), in U possiede una sottosuccessione (ay, )i che ha limite
in U. Il Teorema di Bolzano—Weierstrass afferma quindi che, se £ = R, gli
intervalli del tipo U = [a, b] sono compatti.

Teorema 28 Ogni insieme compatto di uno spazio metrico E € chiuso e limi-
tato.

Dimostrazione. Sia U un insieme compatto. Preso un z € U, esiste una
successione (a,), in U tale che lim, a,, = . Essendo U compatto, esiste una
sottosuccessione (ay, )r che ha limite in U. Ma, essendo una sottosuccessione,
deve essere limy a,, = x, per cui € U. Quindi, ogni punto aderente di U
appartiene ad U, per cui U e chiuso.

Fissiamo ora un zy € U qualsiasi e dimostriamo che, se n € N ¢ sufficientemen-
te grande, allora U C B(zg,n). Per assurdo, se cosi non fosse, potrei trovare
una successione (a,), in U tale che d(a,, o) > n, per ogni n € N. Ma, essendo
U compatto, esiste una sottosuccessione (ayn, ) che ha un certo limite z € U.
Usando la disuguaglianza triangolare, si ha che

|d(a”k7 3"0) - d(i, 10)’ < d(ank7 i) )
da cui segue che limy, d(ay, , z¢) = d(Z, z(), mentre dovrebbe essere
lilgn d(an,, o) = +00,

una contraddizione. Pertanto, U deve essere limitato. [
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Ora vorremmo focalizzare la nostra attenzione sui sottoinsiemi compatti di
RM
Teorema 29 Un sottoinsieme RM ¢ compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Dimostrazione. Sappiamo gia che ogni compatto e chiuso e limitato. Sup-
poniamo ora che U sia un sottoinsieme chiuso e limitato di R*. Supporremo
per semplicita M = 2. Allora U e contenuto in un rettangolo

I = [al,bl] X [ag,bg} .

Sia (@), una successione in U. Si ha a, = (a},a?), con a. € [a1,b1] e a2 €

[az, bo]. Per la proprieta di Bolzano—Weierstrass, esiste una sottosuccessione
(a), )& che ha un limite Iy € [ay,b1]. Consideriamo la sottosuccessione (a2 ),
con gli stessi indici di quella appena trovata. Per la proprieta di Bolzano—
Weierstrass, esiste una sottosuccessione (aikj ); che ha un limite Iy € [ag, bol.

Osservando che

d<ankj, (14, l2)> = \/(a}lkj — )2+ (a%kj —1,)2,

se ne deduce che
hm ank, = (ll, lz) .
J J

Il punto I = (I,1) ¢ aderente ad U. Essendo U chiuso, I appartiene ad U. m

Nel seguito, diremo che una funzione f : U — R ¢ “limitata superiormente”
(o “limitata inferiormente”) se lo ¢ la sua immagine f(U). Diremo che f ¢
“limitata” se e sia limitata superiormente che inferiormente. Diremo che “f
ha massimo” (o “f ha minimo”) se f(U) ce I'ha. Nel caso in cui f abbia
massimo, chiameremo “punto di massimo” ogni & per cui f(z) = max f(U);
analoga definizione per “punto di minimo”.

Teorema 30 (di Weierstrass) Se U é un insieme compatto e f : U — R ¢
una funzione continua, allora f ha massimo e minimo.

Dimostrazione. Sia s = sup f(U). Dimostreremo che esiste un punto di
massimo, ossia un z € U tale che f(z) = s.

Notiamo che & possibile trovare una successione (y,), in f(U) tale che
limy, = s: se s € R, per ogni n > 1 possiamo trovare un y, € f(U) per cui
n

s — 1 <y, < s; seinvece s = 400, per ogni n esiste un y, € f(U) tale che
Yp > 1.

In corrispondenza, possiamo trovare una successione (z,), in U tale che
f(zn) = y,. Essendo U compatto, esiste una sottosuccessione (x,, ) che ha
un limite z € U. Siccome limy,, = s e y,, = f(xy,), la sottosuccessione (Y, )i

n

ha anch’essa limite s. Allora, per la continuita di f,
f(z) = f(h’lcrnxnk) = liinf(xnk) = liinynk =s.

Il teorema ¢ cosi dimostrato, per quanto riguarda l’esistenza del massimo.
Per il minimo, si procede in modo analogo (oppure, si considera la funzione
continua g = —f e si usa il fatto che g ha massimo). [ ]
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