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Nota. Le sezioni 1 e 2, cosi come le parti scritte in blu, non saranno richieste all’esame. Ho voluto
comunque inserirle perché potrebbero essere utili per la comprensione del testo seguente e come
approfondimento della materia.

1 Un po’ di logica

Nel linguaggio matematico abbiamo a che fare con proposizioni, che indichiamo con P, Q, ecc.
Inoltre, siamo soliti combinare queste proposizioni in vari modi:

Pe Q, P o Q, P = Q, P <= Q.
Cercheremo ora di spiegarne meglio il significato. Iniziamo con
Pe Q.

Essa ¢ vera se sono vere entrambe, sia P che Q ; altrimenti ¢ falsa. Possiamo costruire una tabellina
che contempli tutti i quattro casi possibili: !

P Q PeQ
A% A% A%
A% F F
F A% F
F F F
Vediamo ora
P o 9.

Essa ¢ vera se almeno una delle due e vera; ¢ falsa solo quando sono entrambe false, sia P che Q.
Ecco quindi la corrispondente tabellina:

P Q P o Q
v A% \%
A% F A%
F V A%
F F F
Analizziamo ora
P = Q.

'In queste tabelle, V indica che una proposizione & vera, mentre F indica che & falsa.



Essa ¢ falsa solo se P e vera e Q ¢ falsa; in tutti gli altri casi € vera. Ecco la sua tabellina:

P Q P = Q
A% A% A\
A% F F
F A% A\
F F A%
Concludiamo con
P = Q.

Essa ¢ vera se le due sono entrambe vere, oppure entrambe false. Altrimenti, ¢ falsa. Vediamone
la tabellina:

P Q P <— Q
A\ A% A%
A% F F
F Vv F
F F A\

E molto importante saper negare logicamente una proposizione. La negazione di P verra indi-
cata con =P (silegge “non P”): essa ¢ vera quando P ¢ falsa, e viceversa. Ad esempio, valgono le
seguenti Regole di de Morgan:

- (P e Q) ¢tequivalentea —P o Q.
- (P o Q) ¢equivalentea —-P e Q.
Si puo inoltre verificare che
P = Q eequivalentea —P o Q.

Ne segue che
- (P = Q) ¢equivalentea P e Q.

Talvolta le proposizioni coinvolgono una o piu variabili. Ad esempio, potremmo averne del tipo

P(z), Q(z), in cui compare la variabile z. In questi casi, troveremo spesso i seguenti due tipi di
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proposizioni. La prima,
Vee A: P(x),
significa
“per ogni elemento z dell’insieme A si ha che P(x) & vera”.

La seconda,
Jre A: P(x),

significa
“esiste almeno un elemento z dell’insieme A per cui si ha che P(z) ¢ vera”.

Vediamo come si esprimono le loro negazioni. Si ha che
~(Vxe A: P(x)) eequivalentea Jze A: -P(z),

mentre
- (Jzr e A: P(x)) ¢equivalentea Vre A: —P(x).

211 simbolo € verra introdotto nella prossima sezione.




2 Il linguaggio della teoria degli insiemi

2.1 1 primi simboli
Ci risultano piu o meno familiari alcuni insiemi numerici, quali ad esempio

N, I'insieme dei numeri naturali;

Z, I'insieme dei numeri interi relativi;
Q, l'insieme dei numeri razionali;

R, I'insieme dei numeri reali.

La loro natura verra ulteriormente approfondita durante le lezioni. D’altra parte, nel corso dei
nostri studi, abbiamo incontrato diversi tipi di insiemi, e molti altri ne incontreremo in seguito.
Per poterli trattare in maniera corretta, abbiamo bisogno di sviluppare un linguaggio, e per questo
introdurremo ora alcuni simboli, e ne spiegheremo il significato.

Introduciamo il simbolo di “appartenenza”. La scrittura

ac A
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significa “a appartiene all’insieme A”, ossia “a € un elemento di A”. La sua negazione si scrive

a ¢ A e silegge “a non appartiene ad A”, ovvero “a non ¢ un elemento di A”.

Ad esempio, sia A = {1,2,3}, I'insieme 3 i cui elementi sono i tre numeri naturali 1, 2 e 3.
Abbiamo che
le A, 2e€ A, 3e A,

mentre
1
4¢ A, 5 ¢ A, T¢A.
Presentiamo ora il simbolo di “inclusione”. Scriveremo

ACB

e leggeremo “A & contenuto in B” qualora ogni elemento di A sia anche un elemento di B. In
simboli,
r€eA = =x€B.

Ad esempio, se come sopra A = {1,2,3}, si ha che A C N, ma anche A C R.

Se A C B, si dice che A & un “sottoinsieme” di B, e si puo scrivere anche B D A. La negazione
di A C B siscrive A € B, oppure B 2 A, e si legge “A non & contenuto in B”, oppure “B non
contiene A”.

Diremo che due insiemi A e B sono “uguali” se coincidono, ossia se hanno gli stessi elementi, e
in tal caso scriveremo

A=B.

Si ha pertanto
A=B <« ACB e BCA.

La negazione di A = B si scrive A # B; in tal caso si dice che A e B sono diversi, ovvero non
coincidono. Se A C B e A # B, si dice che A & un “sottoinsieme proprio” di B.

3In questo esempio, Iinsieme A viene definito elencandone gli elementi, che sono in numero finito.



Notiamo che sono soddisfatte le proprieta di una “relazione d’ordine”:

o AC A,
e ACBe BCA — A=B0B,
e ACBe BCC = ACC.

Concludiamo questa sezione introducendo un insieme molto particolare: si tratta dell’“insieme
vuoto”, un insieme che non possiede alcun elemento. Esso viene indicato con il simbolo

Si conviene che @ sia sottoinsieme di qualsiasi insieme:

@ C A, per qualsiasi A.

2.2  Alcuni esempi di insiemi

Iniziamo con gli insiemi piu semplici, quelli che hanno un unico elemento. Ad esempio,
A={3}, A ={N}, A={0}.

Il primo & 'insieme che ha come unico elemento il numero naturale 3. Il secondo ha come unico
elemento N, il terzo ha solo I’elemento (. Osserviamo quindi che gli elementi di un insieme possono
essere a loro volta degli insiemi. Potremmo avere insiemi del tipo

A={NQ}, A={0,Z,R}, A={{r},{1,2,3},N},
oppure anche del tipo

A={3,{3},N,{N,Q}}.

In questo caso bisogna fare attenzione con i simboli: si ha che 3 € A, per cui {3} C A, ma anche
{3} € A, essendo {3} un elemento di A.

Vediamo infine I’'insieme
A={0,{0}}.

Abbiamo che @ € A, essendo ) uno degli elementi di A, e pertanto {?} C A. Ma abbiamo anche
{0} € A, essendo {@} un elemento di A, e quindi {{@}} C A. Ricordiamo inoltre che si ha pure
0 C A.

2.3 Operazioni con gli insiemi

Normalmente si preferisce scegliere un “insieme universo” in cui lavorare. Lo denoteremo con F.
Tutti gli oggetti di cui parleremo in seguito faranno parte di tale insieme.

Si definisce “I’intersezione” di due insiemi A e B: ¢ I'insieme *

ANB={zx:x € Aex € B},

i cui elementi appartengono ad entrambi gli insiemi. Si noti che I'intersezione potrebbe anche essere
Iinsieme vuoto: in tal caso, si dice che A e B sono “disgiunti”.

4Qui gli insiemi sono definiti specificando le proprieta che devono soddisfare i loro elementi.



Invece, “I’'unione” di due insiemi A e B ¢ I'insieme
AUB={z:z€ Aox € B},

i cui elementi appartengono ad almeno uno dei due insiemi, possibilmente anche ad entrambi.

La “differenza” di due insiemi A e B ¢ l'insieme
A\B={x:x€Aex ¢ B},

i cui elementi appartengono al primo insieme ma non al secondo.

In particolare, l'insieme E \ A si chiama “complementare” di A e si denota con CA. Pertanto,
si ha

CA={zx:z¢ A}.
Sono interessanti le seguenti Regole di De Morgan:
C(ANB)=CA UCB, C(AUB)=CANCB.
11 “prodotto” di due insiemi A e B ¢ 'insieme
AxB={(a,b):a€ A, be B},

i cui elementi sono le “coppie ordinate” (a,b), in cui al primo posto abbiamo un elemento di A e al
secondo posto uno di B.

3 Insiemi numerici

Indichiamo con N l'insieme dei numeri naturali: N = {0,1,2,3,...}. Una presentazione rigorosa
dei numeri naturali e delle loro proprieta puo essere fatta a partire dai seguenti assiomi introdotti
dal matematico torinese Giuseppe Peano nel 1889

Al. esiste un numero 0 € N

A2. ad ogni numero naturale puo essere associato un unico numero naturale chiamato “successivo”
A3. a numeri distinti corrispondono successivi distinti

A4. 0 non e successivo di alcun numero

Ab5. se S ¢ un insieme tale che

- 0es8

— se un numero naturale appartiene a S allora il suo successivo appartiene a &
allora § = N.

L’ultimo assioma viene chiamato principio di induzione e viene usato per dimostrare proprieta
che dipendono da un parametro che varia nell’insieme dei numeri naturali o per definire in maniera
ricorsiva nuovi oggetti matematici.

Possiamo per esempio usare il principio di induzione per definire le operazioni di “addizione” e
“moltiplicazione” in N. Si ottiene che il numero successivo a n ¢ n + 1.



L’assioma A1 implica N # (); n — S(n) = successivo di n ¢ una funzione iniettiva da N in N, mentre
da A4 segue che 0 non appartiene all'immagine di questa applicazione, quindi S non & suriettiva.
osserviamo che gli assiomi escludono la possibilita che N sia finito.

Consideriamo ora anche I'insieme dei numeri interi relativi

z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
e 'insieme dei numeri razionali

Q:{%tmGN,nENﬂl#O}.

Questo insieme possiede gia tutte le proprieta algebriche di cui si ha bisogno nel calcolo numerico.
Infatti, vi sono definite le operazioni di addizione 4+ e moltiplicazione - per le quali valgono le regole
associativa, commutativa, distributiva, ecc. che ben conosciamo. Inoltre, Q € un insieme ordinato,
ossia vi € definita una relazione d’ordine < e valgono le seguenti proprieta:

<y = z+z<y+z,

[x<yez>0 = =z-z2<y-z.

Purtroppo pero I'insieme Q risulta insoddisfacente per risolvere alcuni semplici problemi di geome-
tria, quali ad esempio “Calcolare la lunghezza della diagonale di un quadrato di lato uguale a 1”.
Infatti, se indichiamo con x la lunghezza cercata, il Teorema di Pitagora ci dice che dovrebbe essere
22 = 12 + 12, ossia 22 = 2. Ma lo stesso Pitagora si ¢ reso conto che non esiste alcun z € Q che
soddisfa a questa uguaglianza.

Per nostra fortuna esiste un insieme numerico che estende l'insieme QQ che permette di risolvere
le difficolta sopra menzionate: € 'insieme R dei numeri reali. Oltre ad avere tutte le belle proprieta
algebriche di Q, & ben definita la “radice quadrata” di ogni numero r > 0. Infatti, ’equazione

2 =r

ha due soluzioni in R: z = /7 e x = —/r, la prima positiva e la seconda negativa. Si pone inoltre
V0 =0.

E interessante osservare che ogni numero reale si puo approssimare con numeri razionali. Ad
esempio, il numero v/2, che per quanto detto sopra non ¢ un numero razionale, si pud approssimare
in questo modo:

V2=1.4...
V2=1,41...

V2=1,414...
V2 =1,4142. ..
V2 =1,41421...
V2 =1,414213. ..

V2 =1,4142135. ..

Si noti che i numeri che compaiono a destra sono tutti razionali:

14 141 1414 14142 141421 1414213 14142135
107 1007 1000 10000~ 100000~ 1000000~ 10000000 "~ "
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Cosi come per la radice quadrata, & possibile definire la “radice n-esima” di un numero r > 0: ¢ la
soluzione positiva dell’equazione
"t =r,

e si denota con {/r.

Dal punto di vista assiomatico la seguente proprieta, chiamata “assioma di Dedekind o di
separazione / di continuita / di completezza” caratterizza R rispetto a Q:
Se A e B sono due sottoinsiemi non vuoti di R tali che

a<b per ogni a € A e per ogni b € B

allora
esiste ¢ € R tale che a < ¢ < b per ognia € A e per ogni b € B.

Un tale numero ¢ si dice “elemento separatore” di A e B.
Infatti, in Q I'assioma di separazione non vale, come si puo vedere considerando le approssimazioni
per difetto e per eccesso di v/2 con numeri razionali.

Osserviamo ora che 'equazione 22 41 = 0 non puo avere soluzioni reali perché il quadrato di un
qualsiasi numero reale ¢ sempre un numero maggiore o uguale a 0. Volendo risolvere anche questo
tipo di equazione dobbiamo estendere ancora l'insieme numerico dove cerchiamo una soluzione.
Aggiungiamo all’insieme R dei numeri reali un elemento, che indicheremo con i. Esso ha la seguente
proprieta fondamentale:

2= —1.

Chiameremo “numero complesso” un’espressione del tipo
a+1b con a,b € R.

L’insieme di questi nuovi numeri si chiama “campo complesso” e si indica con C. Lo studieremo in
maniera piu approfondita in seguito.

4 Il concetto di funzione

Una “funzione” (talvolta “applicazione”) & definita assegnando tre insiemi:

e un insieme A, detto “dominio” della funzione;

e un insieme B, detto “codominio” della funzione;

e un insieme G C A x B, detto “grafico” della funzione, con la seguente proprieta:
per ogni a € A esiste un unico b € B tale che (a,b) € G.

La funzione cosi definita puo essere indicata con f : A — B (si legge “f vada A a B”). Ad ogni
elemento a del dominio viene pertanto associato un ben determinato elemento b del codominio:
tale b verra indicato con f(a), e scriveremo a +— f(a). Abbiamo quindi

(a,0) € G <= b= f(a),

ossia

G={(a,b) e AxB:b= f(a)} ={(a, f(a)):a € A}.



Ad esempio, la funzione f : N — R, definita da f(n) = n/(n + 1), ® associa ad ogni n €
{0,1,2,3,...} il corrispondente valore n/(n + 1), ossia

L
n .
n+1
Pertanto, si avra
1 3
0—0 1= = 2 = 3= =
) 27 37 4’

Una funzione il cui dominio sia I'insieme N dei numeri naturali si chiama anche “successione”, e
si usa spesso una notazione differente: se s : N — B & una tale successione, invece di s(n) si usa
scrivere s, e la successione stessa si denota con (sy, ).

La funzione f : R — R definita da f(x) = 22 associa ad ogni = € R il suo quadrato. Si osservi
che

f(=x) = f(z), perognizelR.

Diremo che una tale funzione & “pari”. Se invece, come avviene per la funzione f : R — R definita
da f(x) = 3, si ha che
f(=z)=—f(z), perognizeR,

diremo che una tale funzione e “dispari”. Naturalmente, una funzione potrebbe non essere né pari
né dispari.

5 La funzione esponenziale

Sia a > 0 un numero reale fissato. Se n € un numero intero positivo, si definiscono le potenze

a =1

a'=a

a?=a-a

ad=a-a-a

at=a-a-...-a.
n volte

Valgono le ben note proprieta delle potenze, quali ad esempio

a™ =ag-a-...-a
—_——

m-+n volte
=a-a-...-q-@-Qq"...-Q

m volte n volte

— aman’

5Si noti che i valori di questa funzione sono numeri razionali, per cui avremmo potuto definire con la stessa formula
una funzione f : N — Q. Una tale funzione ¢ comunque formalmente diversa dalla precedente, in quanto le due non
hanno lo stesso codominio.



@) =(@-a-...-a)"

m volte
:a-a-...-a-a'a-...-a'...-g-a-...-a

m volte m volte m volte

n volte
=a-a-...Q
~—
mn volte

— amn‘

Vedremo ora che e possibile definire a® per ogni numero reale x, imponendo che siano preservate

le suddette proprieta, ossia
a®tV = a%aY, (a®)Y =a™.

Teorema. Per ogni a > 0 esiste una funzione f : R — R con le seguenti proprieta:

(@) f(z+y) = f(@)f(y),
(i) f(1) = a.

Questa si chiama “funzione esponenziale” e si denota con exp,. Spesso si scrive

exp,(z) = a”.

11 suo grafico é rappresentato in Figura 1.

€X’
Pa CXP,
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Figure 1: La funzione exp, con a > 1 e a < 1, rispettivamente.

E interessante ricavare alcune proprieta della funzione esponenziale, che ci faranno anche capire
come essa puo essere definita. Iniziamo con 'osservare che, dalla

ricaviamo che

Inoltre, dalla

ricaviamo che



e quindi

a’ = (an)"™ = (Ya)",
oppure equivalentemente

an = (am)% = Vam.
Questo ci mostra come deve essere definita a” per ogni numero razionale x = .

Ma noi sappiamo che ogni numero reale si puo approssimare con numeri razionali. Quindi, una
volta definita la funzione esponenziale exp, su Q in tal modo, si procede per approssimazione e la
si estende a tutto R. Si dimostra inoltre che

exp,(x) >0, perognizeR.

6 Il logaritmo

Si dice che una funzione f: A — B ¢ “invertibile” quando per ogni b € B esiste un a € A tale che
f(a) = b, e tale elemento a & unico. In tal caso si puo definire una funzione da B ad A, che ad ogni
b € B associa quell’unico elemento a € A tale che f(a) = b. Si tratta della “funzione inversa” di
f: A — B, che viene indicata con f~!: B — A. Si ha quindi

fla)=b <= a=f10b).
Prendiamo ora come codominio della funzione esponenziale I'insieme dei numeri reali positivi
R, ={x eR:2>0}.

Si puo dimostrare il seguente

Teorema. Se a > 0 ¢ un numero diverso da 1, la funzione exp, : R — R,, é invertibile. La sua
funzione inversa si chiama “logaritmo di base a” e si denota con log,. 1l suo grafico e rappresentato
in Figura 2.

log,

o
—_
s

log,

Figure 2: La funzione log, con a > 1 e a < 1, rispettivamente.

Si noti che la funzione log, ¢ definita solo su R, e assume valori in R, sia positivi che negativi.
Essa & cosi caratterizzata:

exp,(r) =y & x=log,(y),
per ogni x € R e y € R,. Dalla proprieta dell’esponenziale

expa(l‘ + 1'/) = eXpa(x) : eXpa(z/)
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(Pesponenziale manda somme in prodotti) si ricava la proprieta opposta per il logaritmo

log,(yy') = log,(y) + log,(y')

(il logaritmo manda prodotti in somme).
Essendo ’esponenziale e il logaritmo l'inversa 1'una dell’altra, potremo scrivere

log, (a®) = =, alogaW) = 4
per ogni z € R e y € R,. Concludiamo con due utili proprieta del logaritmo.
La prima:

log, (y*) = alog,(y) ,
a _

Verifichiamola: poniamo u = log,(y%) e v = log,(y). Allora a* = y* e a* =y, da cui a"* = (a")* =
a’@. Ne segue che u = va, che & quanto volevasi dimostrare.

La seconda:

_ log,(y)
log,, ()

Verifichiamola: poniamo u = log,(y), v = log,(y) e w = log,(b). Allora b* =y, a’* =y e a" =,

da cui a¥ = (a™)* = a™". Ne segue che v = wu, che & quanto volevasi dimostrare.

NN _1
a) a*’

logy, ()

Verifichiamo infine che

Chiamiamo b = %, per cui log,(b) = —1. Ponendo y = b, abbiamo quindi
log, (y)
= 1 = a = —1 .
z = logy(y) Tog..(b) 0g4(y)
Allora log,(y) = —z, per cui y = a™ % = a% , che & quanto volevamo dimostrare.

7 Il numero di Nepero

Andiamo ad analizzare il grafico della funzione esponenziale exp, nelle vicinanze del punto (0, 1).
In particolare, lo confrontiamo con la retta di equazione y = x + 1, che passa anch’essa per tale
punto e ha coefficiente angolare (o “pendenza”) uguale a 1.

Uno studio al computer ci mostra che i due grafici tendono a sovrapporsi quando, variando
la base a, prendiamo un particolare valore vicino a 2,7. Per essere piu precisi, questo numero
vale circa 2,7172818... E un numero molto importante in matematica, esso si chiama “numero di
Nepero”, o talvolta “costante di Eulero” e si denota con il simbolo e. Esso risulta essere la “base
naturale” dell’esponenziale e del logaritmo. Se si sceglie questa base, queste funzioni si denotano
semplicemente con exp e In (talvolta anche log). Si ha quindi che

ef=y & z=In(y),
perogniz € Rey€R,.
Quanto visto al computer si puo interpretare equivalentemente in questo modo: prendendo un
x # 0, quando si fa x tendere a 0 il rapporto exT_l si avvicina a 1. Diremo che il “limite” di €=t
per x che tende a 0 & uguale a 1 e scriveremo cosi:

Coet—1
lim
x—0 €T

=1.

Questo ¢ il primo esempio di quella che chiameremo “derivata”.
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8 La derivata in un punto x

Vediamo di ripetere il ragionamento fatto per la funzione esponenziale piu in generale, per una
qualsiasi funzione f : R — R. Fissiamo un punto x( e prendiamo un x # xg. In corrispondenza
abbiamo i valori f(z¢) e f(x) e possiamo posizionare i punti (zg, f(z9)) e (z, f(x)) sul grafico.
Tracciamo la retta che passa per questi due punti. Essa & visualizzata nella Figura 3.

f(z) ‘
fz) = f(zo)
f) ]
— T = xp
I T

Figure 3: La retta che passa per i punti (zo, f(x0)) e (x, f(x)).

Il coefficiente angolare di questa retta € uguale a

f(@) = f(20)

T — X0

9

e viene chiamato “rapporto incrementale”. Se si fa tendere = a xg, questo rapporto incrementale si
avvicina a un certo numero che chiameremo “derivata di f in zy” e denoteremo con f’(xq), oppure
D f(zo) (o talvolta anche con %(azo), seguendo la “notazione di Leibniz”).

Diremo che il “limite” del rapporto incrementale W;:ig;()xo)

f'(z0) e scriveremo cosi:

per x che tende a xy € uguale a

o) — tim L@ I 0)
T—T0 T — X

Vediamo alcuni esempi.
1) Sia f : R — R definita da f(z) = z. Allora

Tr — X

f'(z0) = lim = lim1l1=1.

Tr—x0 T — 1’0 T—T0

2) Sia f : R — R definita da f(z) = 2. Usando la formula
a? —b* = (a—b)(a+1D)

abbiamo che

, . x?—ad .
f'(xg) = lim = lim (z + x0) = 2z .
T—To T — LI}‘O T—T0

3) Sia f : R — R definita da f(z) = 23. Usando la formula

a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?)
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abbiamo che 5 5

x® —x
f'(zo) = lim O = lim (2® + 229 4 22) = 323.
T—>Tr0 T — i) Tr—T0

4) Sia f : R — R definita da f(x) = 2*. Usando la formula

at — bt = (a —b)(a® + a®b+ ab® + b?)

abbiamo che

4_ 4
. r — .
f'(zo) = lim 0 = lim (2° + 22wo + z2d + 23) = 42} .
T—To T — i) T—T0

In generale, per ogni n € N, se f : R — R ¢ definita da f(z) = 2", allora
f'(0) = naf '
Torniamo ora alla funzione esponenziale f(z) = e*. Ponendo ¢ = x — zp, abbiamo che

T To T—To V4
. e’ —e ) e —1 et —1
(o) = lim ——— = lim " ——— = €™ lim =e
T—=xo T — X T—T0 T — X =0/

o

Concludiamo con una semplice osservazione: la derivata di una funzione costante ¢ sempre
nulla. Infatti, se f(x) = ¢ per ogni z, allora

C —

f(zo) = lim —— = 1lim 0=0.

T—T0 T — X T—x0

9 Regole di derivazione

9.1 Derivata di una somma e di una sottrazione

Supponiamo di avere due funzioni, f : R — R e g: R — R. Allora

(f +9) (z0) = f'(w0) + ¢ (o) -

Spiegazione: si vede che

(f+9) @) = (f+9)(xo) _ (f(z)+9(x)) = (f(zo) + 9(x0))

T — X T — o
_ (@) = f(x0)) + (9(x) — g(20))
T — T
_ f(@) = fzo) | g(x) —g(z0)
Tr — X0 T — X0

Passando al limite, si trova la formula cercata.

Allo stesso modo si dimostra la formula

(f = 9)(z0) = f'(x0) — ¢'(20) -
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9.2 Derivata di un prodotto

Sia ora f: R — R una funzione, e ¢ € R una costante. Allora

(cf) (z0) = cf'(x0) -

Spiegazione: si vede che

(cf)(@) = (ef)(zo) _ cf(x) —cflao) _  flz)— flzo)

T — X0 Tr — X Tr — X0

Passando al limite, si trova la formula cercata.

Esempi. 1) Abbiamo la funzione h(z) = 423 — 2¢®. Allora
W (x0) = 4 - 328 — 2™ = 122% — 2¢™.
2) Sia ora h(z) = 423 + 72? + 5z. Iterando la formula per la somma, troviamo
W(vg) =4-325+7-20+5.

In generale, quando abbiamo la somma di piu funzioni, continua a valere la stessa regola:
la derivata della somma ¢ uguale alla somma delle derivate. Un esempio si ha per le funzioni
polinomiali, del tipo

Yp b a2 faz +ao.

h(z) = apx" + ap—12"~
La derivata sara pertanto
h'(x0) = napxy + (n — 1)an_1x8_1 ok 2a2x% +ay.
Vediamo ora come si calcola la derivata del prodotto di due funzioni. Si ha:

(f - 9)(w0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (o) -

Spiegazione: si vede che

(f-9)(x) = (f-9)(x0)  f(x)g(x)— f(x0)g(w0)

Tr — X Tr — X
_ f(@)g(x) = fzo)g(x) + f(w0)g(x) — f(x0)g(x0)
T — X0
= 20 g4 1) LI =8A00),

Passando al limite, si trova la formula cercata.

Esempi. 1) Sia h : R — R definita da h(z) = e"z*. Possiamo scrivere h = f - g, con f(z) = e e
g(x) = 2*. Essendo f'(zg) = e™ e ¢'(xg) = 43, abbiamo che

B (z0) = ™z + e®04ad = e™xd(xo + 4).

2) Sia ora h(z) = x2(3z% + 1). Calcoliamone la derivata in 2 in due modi diversi.
I modo. Sviluppando l'espressione, troviamo h(x) = 3z* + 22, da cui

W (xz0) = 3 - 4ap + 20 = 1223 + 210 .

II modo. Scriviamo h = f - g, con f(x) = 2% e g(z) = 322 + 1. Usando la formula di derivazione di
un prodotto,
R (z0) = 220(328 + 1) + 23(3 - 2x0) = 1223 + 2z .
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9.3 Derivata di un quoziente

Data una funzione g, iniziamo con il trovare la derivata di %. Ecco la formula:

[9(z0)]?
Spiegazione: si vede che
1@ = 5@0) _ 5~ e
x —xo oz —

_ 9(@o) —g(x) 1
g(w)g(zo) = — o
__9@)—gxo) 1
r—xo g(x)g(zo)

Passando al limite, si trova la formula cercata.

Esempio. Vogliamo calcolare la derivata di h(z) = ™™, dove n & un numero naturale. Si vede che
h = %, con g(z) = z". Allora, essendo ¢'(xo) = naf ', si ha:

Ora siamo in grado di calcolare la derivata del quoziente di due funzioni f e g.

(f)’(x )= f'(z0)g(wo) — f(20)g' (20)
" l9(x0)]? '

Spiegazione: si vede che

Esempi. 1) Sia h : R — R definita da h(z) = ?—j Possiamo scrivere h = g, con f(xr) =z°e

g(xz) = e”. Essendo f'(xg) = 2z¢ e ¢'(x9) = €*, abbiamo che

2200 — 22 20(2 — 30)
/ _ 0 _
h (330) - [exop - eTo :
Se, ad esempio, xg = 1, allora
1(2—-1 1
R'(1) = (71) =-=0,367879...
e e



2) Sia
325 —Tw +1
h(z)= 22 10
@)= a3

Allora h = 57 con f(r) =325 —Tr+1e g(x) = —223 + 22 + 3. Quindi,

(1528 — 7) (=223 + 2% + 3) — (3z] — Two + 1)(—62F + 2x0)

W (o) =
(o) [—Qx% + x% + 3]?

Se, ad esempio, xg = 1, allora

ry . (5 =7)(-24+14+3)-B-7T+1)(-6+2)
1) = [-2+ 1+ 3]2 =1

Vediamo ora un esempio pitt complicato. Sia

e:E

_ 7
pr el

h(z)

Vogliamo calcolarne la derivata nel punto g = 1. Abbiamo che h = F - G, con F(x)
G(z) = —2" + 1. Vediamo che

— e’
- x34222 €

e (z + 2x3) — €™ (3xd + 2x0) €™ (xd — 2 — 239) €™ (2f — xo — 2)
|25 + 23] g (zo + 2)2 (o + 2)

F'(x0) =

)

mentre
G (z0) = —Tx§.

Allora
R'(1) = F'(1)G(1) + F(1)G'(1)

_e(l1-1-2) e
11 +2)2 A

(=7) = —g e = —6,342657 . ..

9.4 Derivata della funzione inversa

Considereremo spesso funzioni definite su un intervallo, ossia un sottoinsieme di R “tutto d’un
pezzo”. Per essere precisi, gli intervalli possono essere dei seguenti tipi:

|={z:a<z<b} (chiuso e limitato) ,
a,bj={x:a <z <b} (aperto e limitato) ,
a,bj={x:a <z <b},
a,b) ={r:a <z <b},

[={z:2x>a} (chiuso, non limitato superiormente) ,
a,+oo[={z:x>a} (aperto, non limitato superiormente) ,
—00,b] ={z:x <b} (chiuso, non limitato inferiormente) ,
—o0,b[={z:z < b} (aperto, non limitato inferiormente) ,

R, talvolta denotato con | — oo, +o0f.

Nella lista si possono anche includere gli insiemi costituiti da un unico punto, cioe del tipo [a, a].
In tal caso, si tratta di un intervallo degenere.
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Siano I e J due intervalli e supponiamo di avere una funzione f : I — J che sia invertibile.
Esiste quindi la funzione inversa f~!:.J — I, per la quale si ha che

fla)=y = z=[f").

Sara conveniente usare lettere diverse per gli elementi di I, che indichiamo con z, e gli elementi di
J, che indichiamo con y. Per calcolare la derivata di f~! in un punto yo € J, scriviamo il rapporto

incrementale
fy) = (o)
Y=Y '
Definiamo
zo=f""(y), percui f(zo)=1yo,
e poniamo

z=f""y), percui f(z)=y.
Abbiamo quindi

S y) = f(wo) e 1
Y=Y f(z) — f(x0) %ﬁgmo)

Se ora y tende a yp, avremo che anche = tende a xg, e troviamo che

1

—1y/ _
(f ) (yO) - f/(wO) :

Come esempio, sia [ = R, J =]0,+o0[ e f : R —]0, +o0[ la funzione esponenziale f(x) = e*. La
sua inversa f~1:]0,+oco[— R ¢ il logaritmo f~!(y) = Iny. Calcoliamone la derivata in un punto
yo = f(xo) = €. Sapendo che f/(xg) = €™,

=+t 1
(f )(yO)_f/(xO)_exo_yO.

Un altro esempio si ha prendendo I =]0,+oo[, J =]0,+00[ e la funzione f(r) = 22. La sua

inversa ¢ la radice quadrata: f~!(y) = V/y- Calcoliamone la derivata in un punto yo = f(zo) = z3.
Sapendo che f/(zg) = 2z,
1 1 1

—1y/ _ —
(f ) (yo) - f’(«TO) - 210 - 2\/%'

9.5 Derivata di una funzione composta

Se abbiamo due funzioni f: A — B e g: B — C, la funzione composta go f : A — C & definita da

[go fl(x) = g(f(2)).

Supponendo che gli insiemi A, B, C siano tre intervalli, vorremmo ricavare la formula della sua
derivata in un punto xg € A. Scriviamo pertanto il rapporto incrementale

9/ () = 9(f(x0))

T — X0
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Supponiamo che sia f(z) # f(xo) in un intorno del punto xy. (In caso contrario, la derivata sara
uguale a 0.) Ponendo yg = f(xo) e y = f(x), possiamo scrivere

9(f(@)) = g(f(z0)) _ 9(y) —9(yo) f(x)— flzo)

T —Zo Y=Y T — o

Se ora z tende a xg, avremo che anche y tende a yg, e troviamo che

[g0 f1'(z0) = ¢'(o) - ['(x0),

ossia

[g0 f]'(z0) = ¢'(f(w0)) - f' (o).

Come primo esempio, consideriamo la funzione h(z) = ¢?**3. Si vede che h = g o f, dove
f(z) =2z 4+ 3 e g(y) = €Y. Pertanto, ponendo yo = f(xg) = 2x9 + 3, sapendo che f'(xg) =2 e
g (yo) = —e¥, otteniamo

B (x0) = ¥ - 2 = 2¢2H3
(6%

Come secondo esempio, sia o un qualsiasi numero reale e consideriamo la funzione h(z) = z%,
definita su |0, +oo[. La scriviamo cosi:

h($) — eln(m"‘) _ ealnx‘

Vediamo quindi che h = go f, dove f(x) = alnz e g(y) = €Y. Pertanto, ponendo yy = f(z9) =
alnzg, sapendo che f'(zg) = « % e ¢'(yo) = e¥°, otteniamo

1
h'(z0) =¥ - o —
Zo
— ealnwo i
zo
(67
= Tn - O —
0 7o
_ a—1
= O[$0

10 Le funzioni trigonometriche

Prima di definire le funzioni trigonometriche, dobbiamo capire come si puo misurare ’ampiezza di
un angolo.

Ci troviamo su un piano cartesiano e supponiamo che il nostro angolo sia individuato da due
semirette che partono dall’origine degli assi. Per semplicita prendiamo la prima semiretta coin-
cidente con il semiasse orizzontale a destra dell’origine, ossia {(z,y) € Rx R : z > 0,y = 0}.
L’angolo verra misurato partendo da questa prima semiretta e procedendo in senso antiorario fino
a raggiungere la seconda semiretta.

Fin da bambini ci e stato insegnato che un angolo si puo misurare in gradi sessagesimali. Si
prende una circonferenza centrata nell’origine; per semplicita sceglieremo sempre la circonferenza
di raggio uguale a 1, ossia

S'={(z,y) eRxR:2% +¢*>=1}.
La prima semiretta che individua il nostro angolo incrocia la circonferenza S!' nel punto (1,0),
mentre la seconda semiretta la incrocia in un punto che chiamiamo P. Ora suddividiamo la cir-
conferenza S! in 360 parti uguali. La misura dell’angolo consiste nel contare quante di queste
parti servono per raggiungere il punto P, partendo da (1,0) e procedendo in senso antiorario. Ad
esempio, se ce ne sono 47, diremo che ’angolo misura 47 gradi, e scriveremo 47°.
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Se P non ricade esattamente su uno dei 360 punti equidistanti cosi ottenuti, sara necessario
considerare delle cifre decimali, ad esempio 47,2° o 47,23°. In generale, per avere una buona
precisione bisognera dividere la circonferenza S' in n parti uguali, con n un numero molto grande,
e contare quante di queste parti servono per raggiungere il punto P. Se questo numero ¢ m, la
misura dell’angolo e m%. Nell’esempio precedente, prendendo n = 360 si trova m = 47, prendendo
n = 3600 si trova m = 472, prendendo n = 36000 si trova m = 4723, e aumentando ancora n si
puo ottenere un’approssimazione via via migliore.

Figure 4: La misura di un angolo di circa 47,23°.

La scelta del numero 360 ha origini molto antiche, sembra che risalga addirittura alle culture dei
Sumeri o dei Babilonesi. Ma nessuno ci obbliga a scegliere proprio il numero 360. Ad esempio, nel
diciottesimo secolo, in Francia si ¢ diffusa I’abitudine di scegliere il numero 400 invece del vecchio
360, misurando cosi gli angoli in gradi centesimali. Questa abitudine & perdurata fino ai giorni
nostri, tant’e che i teodoliti, strumenti di precisione utilizzati per la misura di angoli sul terreno
terrestre, hanno 'angolo giro suddiviso in 400 parti uguali.

Viene da chiedersi allora quale sia il numero giusto, 360 o 4007 Oppure un altro numero, forse
10 o 1007 Oppure 2,5, o % o forse v/2? Nel dubbio, chiameremo 7 un tale numero; vedremo che
la scelta piu opportuna non sara nessuno dei numeri precedenti. Questo numero 7' > 0 sara quindi
la misura dell’angolo giro. Ad esempio, T = 360 se vogliamo usare i gradi sessagesimali, oppure
T = 400 per i gradi centesimali.

Una volta fissato T' > 0, ogni angolo potra ora essere misurato suddividendo la circonferenza S!
in n parti uguali e contando quante di queste parti servono per raggiungere il punto P. Se questo
numero € m, diremo che la misura dell’angolo & m% Prendendo n molto grande, la misura sara
ottenuta con la precisione desiderata.

Come semplici esempi, ’angolo retto avra misura %, che coincide con 90° quando T = 360.

. N . T

L’angolo piatto avra misura 3.

Fissiamo ora T' > 0 qualunque e prendiamo un angolo di misura «. Come spiegato sopra, viene

individuato un punto P sulla circonferenza S', che in questo caso sara opportuno denotare con
P(a) (vedi Figura 4). Questo punto ha due coordinate:

- la prima si chiama “coseno di «” e si denota con cosp(a),
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- la seconda si chiama “seno di o e si denota con sinp(«).
Possiamo quindi scrivere
P(a) = (cosp(a),sinp(a)) .
Restano cosi definite le “funzioni trigonometriche” cosy e siny. E conveniente scrivere 'indice T’
per ricordarci il numero scelto. Ad esempio, se consideriamo l’angolo retto, abbiamo (in gradi

sessagesimali)
COS360(90) = 0, Sin360(90) =1 s

mentre (in gradi centesimali)
c0s400(100) =0, singpp(100) = 1.
Siccome P(«) appartiene a S', si ha che, per ogni o,
(COST(a))2 + (sinT(a))2 =1.

Le funzioni cosy e siny vengono poi estese a tutto R per T-periodicita. I loro grafici sono rappre-
sentati in Figura 5.

cosT sing

=l
R
w
Pﬂ

Figure 5: Grafici di cosy e sing .

Andiamo ad analizzare il grafico della funzione siny nelle vicinanze del punto (0,0). In par-
ticolare, lo confrontiamo con la retta di equazione y = x, che passa anch’essa per tale punto e
ha coefficiente angolare uguale a 1. Uno studio al computer ci mostra che i due grafici tendono a
sovrapporsi quando, variando la base T, arriviamo a prendere un particolare valore vicino a 6, 28.
Per essere piu precisi, questo numero vale circa 6,2831853... Dividendo 1" per 2 troviamo un nu-
mero molto importante in matematica, che si chiama “pi greco”, e si denota con il simbolo 7. Il suo
valore approssimato ¢ 3,1415926 ... La scelta T = 2 risulta essere la “base naturale” delle funzioni
trigonometriche. Se si sceglie questa base, le funzioni trigonometriche si denotano semplicemente

con cos e sin. Ad esempio, per quanto concerne l’angolo retto, abbiamo % = %Tﬂ = 5, e pertanto

cos(%)zO, sin(%)zl.

Si pud dimostrare che il numero 27 ¢ proprio uguale alla lunghezza della circonferenza S*.
Questa lunghezza puo essere ricavata seguendo il procedimento di Archimede (circa 250 a.C.): si
considera un triangolo equilatero inscritto alla circonferenza S' e se ne calcola il perimetro p;.
Raddoppiando il numero dei lati si ottiene un esagono regolare inscritto a S', di perimetro ps.
Raddoppiando ancora il numero dei lati si ha un dodecagono, di perimetro p3. Procedendo in
questo modo, si ottiene una successione

b1, D2, P3, P4, P5, P65 ---5 DPn,

e si puo vedere che, al crescere di n, il numero p,, si avvicina a 6,2831853..., ossia a 2w. Archimede
si & fermato a pg, il perimetro del poligono regolare di 96 lati, ottenendo una precisione nel calcolo
di 27 di due cifre decimali, un risultato eccezionale per I’epoca.
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Con la scelta T' = 27 si dice che la misura degli angoli avviene in “radianti”. Un radiante in
gradi sessagesimali vale % ossia circa 57,3°. Con questa scelta, ’arco di circonferenza che parte
dal punto (1,0) e arriva al punto P(«) in senso antiorario ha una lunghezza esattamente uguale ad

Q.

11 Proprieta delle funzioni trigonometriche

Per semplificare la notazione, si scrive spesso cosz, sinz invece di cos(x), sin(x). Inoltre, in

alternativa a (cosx)?, (sinz)? si usa scrivere cos? z, sin? z. Ad esempio, avremo sempre

‘cosza:—ksinQa::l.

Avendo visto che la derivata della funzione sin nel punto zp = 0 vale esattamente 1, possiamo
quindi scrivere

. sinzx
lim =1.
z—=0 X
Graficamente si puo vedere che
‘cos(—m) =cosz, sin(—z) = —sinz,
per cui cos € una funzione pari, mentre sin e dispari.
T
-
Inoltre,
b i Nz
cos {5 —x) =sinz, sin { 5 — ) =cosz.
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Valgono le seguenti “formule di addizione”:

‘cos(omtﬁ) =cosacosf3 —sinasinf3,

‘Sin(oH—ﬁ) =sinacosf + cosasin 3,

e le corrispondenti “formule di sottrazione”:

‘cos(a— f) = cosacos 3 + sinasin 3,

‘Sin(a—ﬁ) :sinacosﬁ—cosasinﬂ.‘

Le dimostriamo. Supponiamo che sia a > [ e osserviamo che la distanza tra P(a) e P(8) € uguale
alla distanza tra P(a — 3) e P(0). ¢ Essendo

P(a) = (cosa,sina), P(B) = (cos 3,sin ) ,

abbiamo che

d(P(a), P(8)) = \/(cos e — cos B)2 + (sina — sin §)2.

Inoltre, essendo
P(a— ) = (cos(a — f),sin(a — 3)), P(0)=(1,0),

abbiamo che

d(P(a = ), P(0)) = v/(cos(a = B) = 1)? + (sin(a — 3) — 0)2.
SRicordo che la distanza tra due punti P = (zp,yp) e Q = (z0,yq) & data da

d(P,Q) = /(zp — 20)* + (yr — yq)>.
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P(B)

P(a—p)

SX\ -5 P(0)

Elevando al quadrato, I'uguaglianza

[d(P(a — B), P(0))]* = [d(P(a), P(5)))?

diventa
cos’*(a — B) — 2cos(a — B) + 1 +sin?(a — f) =
= cos? o — 2 cos acos 3 + cos? 4 sin? o — 2sin asin § + sin? 3.
Semplificando,
2—2cos(ae— f8) =2 —2cosacos S — 2sinasin 3,
da cui

cos(a — ) = cosacos 5 + sinasin 5.

Ora, scrivendo a + = a — (—f),

cos(a + ) = cosacos(—f3) + sin asin(—f)

= cosacos B —sinasin 3.
Inoltre abbiamo
sin(a+ ) = cos <g — (a+ 5))

-oe((5-0) )
= cos <g —a) cos 3 + sin (g —a> sin 3

=sinacos B + cosasin .
Infine, scrivendo o — = oo + (—f3),

sin(a — ) = sin acos(—f3) + cos asin(—/3)

=sinacos B — cosasin 3.
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12 Derivata delle funzioni trigonometriche

Scriviamo il rapporto incrementale per la funzione coseno:

COS T — COS T

Tr — X0
Ponendo t = x — g, abbiamo che x = xg 4 t e quindi

COS T — COS T cos(zg +t) — cos xg

T — X t
cos xpcost —sinxgsint — cos g
t
cost —1 sint .
= Tcosxo — TSIH.TO.

Ora vediamo che
cost — 1 cost—1 cost+1

t t cost+1
cos?t —1 1
t cost+1
—sin?t 1
t cost+ 1

_ <sint>2 t
N t cost+1°

COS T — COS Iy (sint)2 t sint .
_— = — cosxg — —— sinxg .
t cost+1 t

Quindi,

r — X
Se ora facciamo tendere = a x(, abbiamo che t tende a 0 e pertanto

int
% tende a 1,

tende a 0 =0
cost+1 cos(0)+1
In conclusione,
sint 2 t sint
—( ) cosrg— ——sinxg tende a —12-O-cosx0—1~sin:1;0:—sinxo.
t cost+ 1 t

Concludiamo pertanto che
D cos(zp) = —sinzg.

Calcoliamo ora la derivata della funzione seno. Procedendo come sopra,

sinz —sinzg  sin(xg + t) — sinzg

T — X t
sin xg cost + cos xgsint — sin xg

t

cost—1 . sint
= fsmxo — Tcosmo

(sint)2 t . n sint
= — sinx —— oS g .
t cost+ 1 0 t 0
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Se facciamo tendere = a xg, otteniamo che
D sin(xg) = cosxg .

E utile introdurre la funzione “tangente”:

tan

NN
=~

NN

Essa ¢ definita solo se -
x¢{§+kw:k€Z}.

Si puo notare che e periodica di periodo 7:

sin(t +m) sinzcosm+cosxsinm  sinx
tan(z + ) = = - - = =tanzx.
cos(x +m) cosxcosm —sinxsinm  cosx

Ne calcoliamo la derivata: usando la formula della derivata del quoziente delle due funzioni f(x) =
sinz e g(x) = cosz,

D tan(ag) = 2S(F0) 08 2o — sinzo D cos(wo)

[cos ]2
cos T €osxg — sinxg (— sinxg)

cos? xg

cos? xg + sin? xg

cos? xp
1

cos?xg
13 Le funzioni iperboliche

Definiamo il “coseno iperbolico” e il “seno iperbolico”:

ef+e* e —e %

cosh(z) = 5 , sinh(z) = 5
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sinh

cosh

Anche qui si omettono spesso le parentesi e si scrive cosh? z, sinh? x invece di (cosh )2, (sinh z)2.
Esse hanno proprieta simili a quelle delle funzioni trigonometriche. Ne evidenziamo alcune: innanz-
itutto

‘coshzx—sinhQ:):: 1.‘

Si vede poi che

‘cosh(—:p) = coshz, sinh(—z) = —sinhz, ‘

per cui cosh & una funzione pari, mentre sinh e dispari. Valgono inoltre le seguenti “formule di
addizione”:

‘ cosh(a + ) = cosh arcosh 3 + sinh asinh 3, ‘

‘ sinh(a 4 ) = sinh a.cosh 8 + cosh asinh 3. ‘

Calcoliamo ora le derivate. Ricordando la formula della derivata di un reciproco, con g(x) = €%,
abbiamo che

1\/ _ g,(ﬂfo) _ ero —_i—_e*xO
(5) @0 =~ = op =

Allora, essendo
1/, 1
coshx = 3 (e + —)

troviamo che )
D cosh(xg) = 5(6360 —e ") =sginhzg.

Inoltre, essendo

troviamo che
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tanh

Ne calcoliamo la derivata: usando la formula della derivata del quoziente delle due funzioni f(z) =
sinhz e g(z) = coshz:
D sinh(xg) cosh xg — sinh 29 D cosh(xg)
[cosh z]?
cosh xg cosh zg — sinh xq sinh xq

D tanh(xg) =

B cosh? x
B cosh? zy — sinh? z
B cosh? o
B 1

cosh? zq

14 La funzione derivata

Data una funzione f : Q — R, finora abbiamo calcolato la derivata f’(xp) in un singolo punto xg
del dominio €. Adesso vogliamo cambiare la notazione e invece di xg scrivere x. Ecco allora che a
ogni elemento x del dominio della funzione f viene associato il numero f’(z). Resta cosi definita
una funzione f’ : @ — R, che chiamiamo “funzione derivata”’, o semplicemente “derivata’, della

funzione f.

Abbiamo la seguente tabella:

!
f(z) f'(z)
% ar®!
i el‘
1
Inz —
x
CcoS T —sinzx
sinx CcoS T
1
tanx 3
Ccos® T
coshx sinh z
sinh z cosh x
1
tanh x 5
cosh” x

27



Sara utile ricordare le formule di derivazione ottenute finora:

) (z) = f'(z) + 4'(z),
(f —9)(x) = f'(z) + g'(=),
(cf)(z) =cf'(x) (con c € R costante),

o, __ d@
()@=
(5 > ()= L (x)g(ﬂf;(;){;w)g (z)
1

-1y = se y= f(x
(f7) ()= Py Y f(z),
lgo fI'(z) =g (f(2)) - f'(z).

Una volta definita la funzione derivata f’: ) — R, si puo provare a calcolare la sua derivata in
un punto xo: essa si chiama “derivata seconda” di f e si indica con con f”(xq), oppure D?f(xq)

2 . . . . . N .
(o talvolta anche con %(3}0), seguendo la “notazione di Leibniz”). In questo modo si pud definire
la “funzione derivata seconda” f” : ) — R. Procedendo in maniera analoga si possono definire la
derivata terza, quarta, e cosi via.

Ad esempio, se f(x) = cosz, allora
f(z) = —sinx, f"(z) = —cosz, f"(z) = —sinx,

Se invece f(x) = €, tutte le derivate coincideranno con e®.

15 Funzioni trigonometriche inverse

Le funzioni trigonometriche cos, sin e tan non sono invertibili, essendo periodiche. Se pero re-
stringiamo opportunamente i domini e i codomini, possiamo ottenere delle funzioni invertibili con
le loro interessanti funzioni inverse.

Consideriamo dapprima la funzione F' : [0,7] — [—1,1] definita da F(x) = cosz. Si puo
dimostrare che essa ¢ invertibile. La sua funzione inversa F~! : [~1,1] — [0, 7] si chiama “arco
coseno” e si denota con arccos. Scriveremo quindi

F~1(y) = arccosy.

Calcoliamone la derivata: ponendo y = F(x), per x € ]0, [ si ha

_ 1 1 1 1
(F 1)/(y): ; = —— = — 5 = — ,
F'(x) sin V1 —cos?zx 1—192
Consideriamo ora la funzione G : [-7, §] — [~1,1] definita da G(z) = sinx. Si puo dimostrare
che essa ¢ invertibile. La sua funzione inversa G~ : [-1,1] — [—Z, Z] si chiama “arco seno” e si

denota con arcsin. Scriveremo quindi

G~ (y) = arcsiny .
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Calcoliamone la derivata: ponendo y = G(z), per x €] — 5, 5| si ha

_ 1 1 1 1
(G 1)/(y) — 7 = = . = .
G'(z) cosw \/1—8111296 \/1—y2
Consideriamo infine la funzione H :] — 7, 5[ — R definita da H(x) = tanz. Si puo dimostrare
che essa ¢ invertibile. La sua funzione inversa H~': R —] — Z, Z[ si chiama “arco tangente” e si

denota con arctan. Scriveremo quindi
H~'(y) = arctany.

Calcoliamone la derivata: ponendo y = H(x), per x €] — 5, 5[ si ha

1 1 1 1 1
H—l ! — — — — = .
(H™)'(y) H(z) L, ofein’s ~ Titan’z 1+

16 Funzioni iperboliche inverse

La funzione sinh : R — R ¢ invertibile. Si vede infatti che

sinh ™ (y) = In(y + /4?1 1).

La derivata si puo calcolare direttamente, oppure usando la formula della funzione inversa: se
y = sinh(z), si ha

1 1 1 1
Dsinh ! (y) =

= Dsinh(xz)  cosh(z) - \/1+Sinh2(;c) - Vitg?

La funzione cosh : R — R non ¢ invertibile. D’altra parte, la funzione F' : [0, +o0[— [1,400[,
definita da F(z) = coshz, lo &. La sua inversa F'~! : [1,+o00[— [0, +o0[ & data da

F'y)=In(y+Vy2-1).

Essa si denota spesso, impropriamente, con cosh™!. Calcoliamone la derivata: ponendo y = cosh(x),
con x > 0, si ha

1 1 1 1
D cosh™(y) =

= D cosh(z) - sinh(x) \/coshQ(:r) 1 - V=1

La funzione tanh : R — R non ¢ invertibile. D’altra parte, la funzione H : R —] — 1,1[, definita

da H(x) = tanhz, lo &. La sua inversa H~':] —1,1][— R & data da
1 1
H'y)==1n bl .
2 1—y

Essa si denota spesso, impropriamente, con tanh~!. Ne calcoliamo la derivata: ponendo y =
tanh(z), si ha

1 1 1 1 1
Dtanh™!(y) = = = . = = )
Dtenh(z) oy edlgite - tanbi(@) 197
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Riassumiamo nella tabella sottostante le derivate delle funzioni elementari fin qui trovate.

!
f@) f f(z) f(z)
% ar®! 1
ot o arccos — ﬁ
] L 1
nwT - arcsin x S
v Jiea?
cosS T —sinx 1
arctanx 5
sin x coS T 1+z
1 1 1
t I cosh™
ane cos? z x2—1
cosh x sinh x sinh—! z 21
sinh z cosh x r ) t1
1 -1 - -
tanh x —5 tanh™" z 1 — 22
cosh” x

17 Esercizi risolti

1. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

xT
223 sin z, T cos(3x).
x

Svolgimento. La prima: pongo h(z) = 223 sinx, f(z) = 22° e g(x) = sinx, per cui h(z) = f(z)g(z).

Allora

W(z) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x)
= 2-32%sinz + 223 cos
= 22%(3sinz + zcos x).
e’ f(z)

T f(z)=¢e" e g(x) =x+1, per cui h(x) = =——=. Allora

La seconda: pongo h(z) = (x)
g(x

f'(@)g(x) — f(x)g'(x)
(9(x))?

ez +1)—e”-1

B (z+1)2

e’ @)

b (z) =

La terza: pongo h(z) = cos(3z), f(x) = 3z e g(x) = cosx, per cui h(z) = g(f(x)). Allora

B (x) = ¢'(f(z))f'(x) = —sin(32)3 = —3sin(3z) .
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18 Uso della derivata

Sia U un sottoinsieme di R, dominio della funzione f : U — R. Consideriamo un intervallo [
contenuto in U. Diremo che la funzione e:

- crescente su I se [x1 < xo = f(x1) < f(x2)] per ogni scelta di z1,29 in I;
- strettamente crescente su I se [x1 < xo = f(x1) < f(x2)] per ogni x1, 29 in I;
- decrescente su I se [x1 < xo = f(x1) > f(x2)] per ogni x1,x2 in I;
- strettamente decrescente su I se [v1 < xa = f(x1) > f(x2)] per ogni x1,z2 in I.
Si noti che se la funzione & sia crescente che decrescente su I, allora € ivi costante, esiste cioe

un valore ¢ € R per cui
f(x)=¢, perognizel.

Enunciamo ora il teorema che ci sara utile per studiare ’andamento del grafico di una funzione.
Teorema. Sia I un intervallo contenuto in U. Allora:
-se f'(x) > 0 per ogni x € I, allora f & crescente su I ;
- se f'(x)
- se f'(x)
- se f'(x)
)

- se f'(x) =0 per ogni x € I, allora f & costante su I .

x) > 0 per ogni x € I, allora f é strettamente crescente su I ;
x) <0 per ogni x € I, allora f é decrescente su I ;

< 0 per ogni x € I, allora f é strettamente decrescente su I ;

Esempi. 1) Sia f(z) = arctanz. Essa ¢ definita su tutto R e

1

fo) =z

>0, perognixeR.

Pertanto, la funzione arctan e strettamente crescente su tutto R.

2) Sia f(x) = tanz. Essa non ¢ definita su tutto R, ma su
T
U:R\{§+kw:kez}.

La sua derivata &

1
fl(®) = —5—=>0, perognizelU.
cos? x
Pertanto, la funzione tan e strettamente crescente su ogni intervallo I contenuto in U. Ad esempio,
sul=]—-73,5[.

3) Sia f(z) = e”. E definita su tutto R e
f'(z) =€e*>0, perognizekR.

Pertanto, la funzione esponenziale exp ¢ strettamente crescente su tutto R.

4) Sia f(z) = Inz. B definita solo su |0, +oc[ e
/ 1 .
f(x):;>0, per ogni z €10, +00].

Pertanto, la funzione logaritmo In & strettamente crescente su |0, +oo].
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5) Sia f(z) = cosz. B definita su tutto R e
<0, sexel0,mn,

f(@) = =sinz {>O, se x €|m,27].

Pertanto,
. | strettamente decrescente su |0, 7|,
cos &
strettamente crescente su |m, 27].

6) Sia f(z) = sinz. E definita su tutto R e

f(2) = cosa {>O, sexe]—gg,g[,
<0, sexce€ ]g, 7”[
Pertanto,
. _ | strettamente crescente su ] -z [,
sin e 27 2
strettamente decrescente su ] g, 37” [

7) Sia ora f(z) = arccosz. E definita solo su [—1,1] e
1

f ===

Pertanto, la funzione arco coseno ¢ strettamente decrescente su | — 1,1].
)

<0, perognize]—1,1[.

8) Se invece prendiamo f(z) = arcsinz, anch’essa ¢ definita solo su [—1,1] e
1

==

Pertanto, la funzione arco seno & strettamente crescente su | — 1, 1].
Osserviamo ora che, se consideriamo la funzione f(x) = arccosx + arcsinz, si ha che

>0, perognizxze]—1,1].

1 1
"(2) = — + =0, erognize|—1,1].
fl) =~ gt = =0, peroguize] L1

Ne segue che tale funzione f deve essere costante su | — 1,1[. Calcoliamone il valore, ad esempio,

in £ = 0. Abbiamo che _ 7T
f(0) = arccos(0) + arcsin(0) = 3 +0= 3

Concludiamo quindi che

arccos x + arcsinx = 50 ber ogni x €] —1,1].

X

9) Studiamo ora la funzione
=257

Essa € definita su tutto R. Vediamo che
1- (2 +1)—z- 22 2

f@) = (22+1)2 T (@2+1)%

1—=x
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Il denominatore ¢ sempre positivo, mentre il numeratore e

1 2 >0, sexe]—1,1],
<0, altrimenti.

Quindi
strettamente decrescente su | — oo, —1[,
f & { strettamente crescente su ] — 1, 1],

strettamente decrescente su |1, +o0].

Ne deduciamo che la funzione assume il suo massimo valore quando x = 1, valore che sara precisa-
mente f(1)=1.

Volendo disegnare il grafico di f sara bene acquisire ulteriori informazioni. Ad esempio, notiamo
che f & dispari:
—x T

S Al ey g e gy

—f(z).
Il suo grafico sara pertanto simmetrico rispetto all’origine (0,0). Vediamo inoltre che

>0, sex>0,
fz){=0, sex=0,
<0, sex<0.

Notiamo infine che, se > 0, allora

x T 1

=< ==
2241 22 z

f(x)

Quindji, al crescere di z, il valore f(x) tende a divenire estremamente piccolo. Possiamo ora diseg-
nare con buona approssimazione il grafico di f.

10) Studiamo ora la funzione

Essa ¢ definita su R\ {—1}. Vediamo che

(x +1)2 C(x4+1)2

f,(x):2w'(x+1)—w2-1 2%+ 2z

Il denominatore ¢ sempre positivo, mentre il numeratore &

<0, €] —2,0[,
22 422 = 2(x +2) sea:. ] ) [
>0, altrimenti.
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Quindi

strettamente crescente su | — oo, —2[,
. | strettamente decrescente su | — 2, —1[,
fe strettamente decrescente su | — 1,0][,
strettamente crescente su |0, +00].
Ne deduciamo che la funzione assume un massimo locale valore quando x = —2, valore che sara
precisamente f(—2) = —4. Inoltre, essa assume un minimo locale valore quando x = 0, valore che

sara precisamente f(0) = 0.

Cosa succede quando x si avvicina a —1 da destra? Il numeratore x? si avvicina a (—1)? = 1,

mentre il denominatore diventa estremamante piccolo, pur restando positivo. Allora f(z) diventera
estremamente grande, e positiva.

Se invece x si avvicina a —1 da sinistra, il discorso precedente si puo rifare, con la differenza che
il denominatore sara negativo, per cui i valori f(x) diventeranno estremamente grandi, ma negativi.

Un’ultima considerazione. Scriviamo

2 2 2
( )

fla) = @1+

_:E—I—lz r+1 r+1 :L'+1:

In questo modo si vede che, al crescere di x verso +oo, i valori f(x) si avvicinano sempre di piu
a x — 1; in altri termini, il grafico di f tende ad avvicinarsi sempre piu alla retta di equazione
y = x — 1. La stessa cosa avviene se facciamo andare x verso —oo.

Possiamo ora disegnare con buona approssimazione il grafico di f (in nero, la retta y = x — 1).
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19 Uso della derivata seconda

Osservando il grafico precedente, vediamo che esso € costituito da due parti distinte. La carat-
teristica della prima parte, quella corrispondente all’intervallo | — co, —1[, & che immaginando di
percorrerla nel verso crescente delle x, essa curva verso destra. Al contrario la seconda parte, cor-
rispondente all’intervallo | — 1, +oo[, la sua caratteristica & che essa curva verso sinistra. Volendo
essere piu precisi, per la prima parte, man mano che x aumenta la pendenza del grafico, ossia
f'(x), diminuisce. Per la seconda parte, essa aumenta. Vediamo come si puod formalizzare queste
proprieta per una funzione generica.

Sia U un sottoinsieme di R, dominio della funzione f : U — R. Consideriamo un intervallo
contenuto in U. Diremo che la funzione é:

convessa su I se la sua derivata f’ & crescente su I ;

strettamente convessa su I se la sua derivata f’ ¢ strettamente crescente su I ;

concava su I se la sua derivata f’ & decrescente su I ;

strettamente concava su I se la sua derivata f’ & strettamente decrescente su I .

Per vedere quando f’ cresce o decresce, possiamo fare uso della sua derivata (f’)’, ossia della
derivata seconda di f. Abbiamo quindi il seguente risultato.

Teorema. Sia I un intervallo contenuto in U. Allora:

- se f""(x) > 0 per ogni x € I, allora f & convessa su I ;

-se f"(x) > 0 per ogni x € I, allora f é strettamente convessa su I ;
- se f"(x) <0 per ogni x € I, allora f é concava su I ;
-se f"(x) < 0 per ogni x € I, allora f ¢ strettamente concava su I .
Per ql;anto riguarda ad esempio la funzione f(x) = xx—jl dell’esempio 10), abbiamo trovato che
fl(x) = gﬁxjf)f’g Calcoliamone la derivata seconda:
() 2z +2)(x+1)2 - (22 +22)2(x+1) (22 +2)(z +1) —2(2? + 27)
r) = =
(z+1)4 (z+1)%
20t 4 20420 +2-227 — 4z 2
- (x+1)3 C(w+1)3

Vediamo quindi che

£(2) {<0, sex < —1,

>0, sex>-—1,

e pertanto

. ] strettamente concava su | — oo, —1],
&
strettamente convessa su | — 1, +00].

Queste proprieta si possono visualizzare nel grafico.
Analizziamo a titolo di esempio alcune funzioni introdotte in precedenza.

Esempi. 1) Sia f(z) = e*. Essendo f’(z) = e”, abbiamo che
f"(z) =e" >0, perognizxecR.

Pertanto, la funzione esponenziale exp ¢ strettamente convessa su tutto R.
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2) Sia f(z) = Inz. Essendo f'(z) = 1, abbiamo
1 1 .
f (l‘):—ﬁ<0, per ogni z € ]0, +00].

Pertanto, la funzione logaritmo In & strettamente concava su |0, +00] .

3) Sia f(x) = cosz. Sappiamo che f’(x) = —sinx, per cui
y <0, sexe]—%,g[,
f'(x) = —cosx 3
>0, sexc€ ]g, 7”[
Pertanto,
. | strettamente concava su ] -5 %[
cos ¢ 5
strettamente convessa su ] 55 [

I punti in cui si passa da convessa a concava, o viceversa, si chiamano punti di flesso. In questo
caso, i punti § + k7 sono di flesso, per ogni k € Z.

Analoghe considerazioni si possono fare per la funzione sin.

Torniamo ora alla funzione .

flz) = 211’
studiata in precedenza, al punto 9). Abbiamo visto che
1— 22

f/(x):m‘

Se calcoliamo la derivata seconda, otteniamo

(—22)(z? +1)* — (1 — 2*)[2(2 + 1)](22)

flz) = (2 +1)*
(—22)(z? +1) — (1 —2¥)dax  —22° — 2z — 4o + 423
- (x2 4+ 1)3 - (x2 4+ 1)3

2% — 6z 2x(a? - 3)
S (@241)3 (a2 +1)3

Studiandone il segno, vediamo che

<0, sex<—v3,
>0, sexzc]—+3,0[,
<0, sexz€l0,vV3[,
>0, sex>+3.

f()

Pertanto,
strettamente concava su | — 0o, —v/3][,

V3, 0[,

strettamente convessa su | —
strettamente concava su ]0, V3|,

strettamente convessa su |v/3, +0o] .
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Queste proprieta si possono visualizzare nel grafico, che qui riproponiamo.

20 Alcuni esercizi
1) Studiare la funzione
flz)=¢€"(1—x).

Essa e definita su tutto R. Studiamone il segno:

f(w){>0’ sex <1,

<0, sex>1.

Scriviamo la derivata e il suo segno:

>0, sex<0,,
<0, sex>0.

f(z) = —xe® {

Quindi
strettamente decrescente su | — 00, 0],
{strettamente crescente su |0, +o00[.
Essa assume quindi il suo massimo quando z = 0, con valore f(0) = 1. Scriviamo la derivata
seconda e il suo segno:
>0, sex<-—1,
<0, sex>-—-1.

f(z) = —(z+1)e” {

Quindi

strettamente convessa su | — oo, —1[,
strettamente concava su | — 1, 4+o00[.

Possiamo disegnarne il grafico:
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2) Trovare il massimo valore che puod assumere [’espressione Inx — x.

Si tratta di trovare il massimo della funzione f(x) = Inz — z, definita su |0, +oo[. A tal scopo,
studiamo il segno della sua derivata:

1 ] >0, sex<1,
<0, sex>1.

Abbiamo quindi che
. {strettamente crescente su |0, 1],
e

strettamente decrescente su |1, +o0].

Il massimo di f(x) si ottiene pertanto per x = 1, e il suo valore ¢
fA)=Inl—-1=0-1=-1.

3) Studiare la funzione

Essa ¢ definita solo se x # 4+2. Notiamo subito che & una funzione dispari. Bastera quindi
studiarla per > 0, in quanto il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine. Studiamone il segno:

f(2) {< 0, sexz€l0,2[,

>0, sex>2.

Abbiamo inoltre che
22 (2? — 12) {< 0, sex€l0,2v3],

fla) = (z2—-4)2 |>0, sex>2V3.
Quindi

strettamente decrescente su ]0,2[U]2v/3][,
strettamente crescente su ]2v/3, +oof .
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Si noti che f/(0) = 0. Inoltre,

F(z) = 8r(z?+12) | <0, sex€]0,2[,
(2 —4)3 >0, sex>2.

Quindi

. ] strettamente concava su |0, 2[,
€
strettamente convessa su |2, 400 .

Infine, osserviamo che al crescere di z verso +oco, il denominatore z2 — 4 non sara molto diverso da
. - 3 .

22, per cui f(x) dovrebbe avere un valore vicino a 23 = x. Questo ci fa pensare che la retta y = z

possa essere un asintoto. In effetti, cosi ¢, come si vede dal grafico qui riportato (in nero, la retta

y=ux).

21 L’integrale

In questa parte del corso considereremo sempre funzioni definite su un intervallo chiuso e limitato.
Sia dunque f : [a,b] — R una tale funzione. Vogliamo definire, seppur in maniera intuitiva, quello
che chiameremo 1’integrale di f. Per far cio, consideriamo dapprima alcuni casi particolari.

I caso: f > 0. Supponiamo qui che sia f(z) > 0 per ogni z € [a,b]. L’integrale di f in questo caso,
e il valore dell’area della regione

A={(z,y):a<z<b, 0<y< f(2)},
che si trova tra il grafico di f e I’asse orizzontale (vedi figura).

f(x)
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Esso si denota con uno dei seguenti simboli:

/abf, /abf(x)dm.

La presenza della lettera x nella notazione qui introdotta non ha importanza in se. Essa potrebbe
essere rimpiazzata da una qualunque altra lettera ¢, u, v, «, (3, ecc., purché essa non abbia gia un
altro significato.

Possiamo gia visualizzare la cosiddetta “proprieta di additivita” dell’integrale: se a < b < ¢, si
ha che
b c b
[r=[1+]r
a a C

f(x)

Y
x

[
(g}
o

Si pone inoltre, per convenzione,

[o=fr [omo

In questo modo, la formula di additivita risultera valida per ogni scelta di a,b,c, anche se non
ordinati come in precedenza (verificare per credere).

IT caso: f < 0. Supponiamo qui che sia f(z) < 0 per ogni = € [a,b]. Definendo la funzione
g(x) = —f(z), si ha che g(x) > 0 per ogni x € [a,b], per cui la funzione g si trova nella situazione
del I caso trattato sopra. Definiremo allora

[1=-L»

Quindi l'integrale della f ¢ negativo, in questo caso. Possiamo visualizzarlo stavolta come il valore
dell’area della regione che si trova tra il grafico di f e ’asse orizzontale, ma cambiato di segno.

III caso: f cambia segno. In questo caso, nel dominio [a,b] ci saranno degli intervalli su cui f &
positiva e degli altri intervalli su cui essa € negativa. Useremo la formula di additivita per definire
Iintegrale come somma algebrica dei valori delle aree comprese tra il grafico di f e I’asse orizzontale,
presi con il segno + se la funzione e positiva su quell’intervallo e con il segno — se € ivi negativa.
Ad esempio, se per un certo ¢ €la,b] si ha che f > 0 su [a,c] e f < 0 su [c,b], 'integrale fabf
sara uguale alla somma di f: f, che & un numero positivo, e di fcb f, che & negativo. Nella figura
seguente ci sono due intervalli su cui f & positiva e uno su cui & negativa.
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Esempi. 1. Se una funzione & costante, ossia f(x) = C per ogni z, allora l'integrale risulta essere
il valore dell’area di un rettangolo con segno positivo se C' > 0, con segno negativo se C' < 0.
Ricordando che I'area di un rettangolo si ottiene come “base x altezza”, essendo “base =b—a” e
“altezza =|C|”, possiamo quindi scrivere

/abf:(b—a)C.

2. Siano ora a < b entrambi positivi e f(z) = z. Usando la formula di additivita, possiamo scrivere

b b a
[r=fo=0r
a 0 0
Ora si vede che fé) f € l’area di un triangolo di “base = 0" e “altezza = b”, per cui, ricordando che

: : . . b R
I’area di un triangolo si ottiene come “base x altezza : 2”7, abbiamo che fo =2 mentre foa fe

2
. . . . a . .
I’area di un triangolo di “base = a” e “altezza = a”, per cui fo f =922 1In conclusione, possiamo

xa,
/bf_bQ CL2
.2 27

22 Il Teorema Fondamentale

scrivere

Come sopra, abbiamo una funzione f : [a,b] — R di cui vorremmo calcolare I'integrale. Consideri-
amo la cosiddetta “funzione integrale” G : [a,b] — R definita da

G(:z:):/;f.

Guo=1/xfa>ﬁ,

avendo ’accortezza di usare una lettera diversa da x (in questo caso t), in quanto la z & gia in uso.
Fissiamo un punto zg € ]a, b[ e calcoliamo la derivata di G in zg, ossia

Possiamo anche scrivere

G (zo) = Tim G = C@0)

T—TQ Tr — X

Usando la formula di additivita, abbiamo che
x x0 x
Go)~ Gla) = [ syae— [ o= [ seyar.
a a To
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f(x)

a X, X b

Supponiamo dapprima che f sia costante nelle vicinanze di xg, ossia f(z) = C, con C = f(zp).
Ricordando che [ C'dt = (x — x9)C = (z — x0) f(x0), abbiamo che

G(x) ~ Glxo) _ (x — 20)f (o)

T — X0 r — X

= f(zo).

Possiamo ora ragionare cosi: supponendo che la funzione f non faccia cose strane nelle vicinanze
di z¢ (tipo salti improvvisi o bruschi cambiamenti), se & molto vicino a xg, allora per ogni ¢
nell’intervallo [xg, x] il valore f(t) sara molto vicino a f(zp). In altri termini, f & “quasi costante”
in [xo,z], con valori “quasi uguali a” f(zg). Ma allora, se & molto vicino a zg, il rapporto

incrementale %ﬁ)@o) sara molto vicino a quello calcolato sopra, ossia f(zg). Si ha in effetti che
G(x) -G
G'(z9) = lim Gla) = Glay) _ f(zo) .
T—T0 T — X

Que%to inaspettato legame tra la derivata e I'integrale ci fornira un metodo molto utile per il calcolo
di [ .
Innanzitutto chiameremo “primitiva” della funzione f una funzione F' tale che F'(z) = f(x)

per ogni x. Da quanto visto sopra, la funzione integrale G & una primitiva di f. Ce ne sono altre?
Sicuramente si, basta aggiungerci una qualsiasi costante, e la derivata non cambia.

Supponiamo ora che F} e Fy siano due primitive della stessa funzione f. Allora F{(x) = f(z) e
Fj(x) = f(x) per ogni z, da cui

(Fi — By () = Fi(w) — Fy(x) = f(w) — f(z) =0, per ogni .

Avendo derivata ovunque nulla, la funzione I} — F5 deve essere costante. Queste considerazioni ci
fanno capire che, se F' & una particolare primitiva di f, tutte le altre si ottengono da F' aggiungendole
una costante.

Possiamo ora enunciare il Teorema Fondamentale del calcolo differenziale e integrale.

Teorema. Se F' é una qualsiasi primitiva di f, allora

b
/ f=F(b) - F(a).

Dimostrazione. Sia G la funzione integrale e F' una qualsiasi altra primitiva di f. Allora F(z) =
G(x) 4 ¢, per una qualche costante ¢ € R, per cui

b a b
ﬂ@—ﬂ@z@@+@—w@+azew—mw=/f—/f:/f,

che & proprio quanto volevasi dimostrare. [ |
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Ecco che diventa importante, data f, trovarne una primitiva. Il compito non € sempre facile,
ma per molte funzioni la cosa e fattibile.

. . . . o . n+1 N s eps
Esempio. Consideriamo la funzione f(x) = ™. E facile vedere che F(z) = Z—— ne & una primitiva.

n—+1
Il teorema fondamentale ci assicura quindi che

In particolare, se n = 1 ritroviamo il risultato dell’esempio 2. presentato prima.

Possiamo riprendere la tabella delle derivate e ricavarne una tabella di primitive. Eccone alcune:

:L‘a xa+1 1
o+1 5 arctan x
PR P 1+=x
cos T sin x 1 cosh™! ¢
. 2 —1
sinx —Ccosx
]. . _1
. _— sinh™ =z
coshz sinh x 2241
sinh x cosh x % tanh~ !z
1 1—=x
ﬁ arcsin xr

Si verifica inoltre che, se f(x) = —, una primitiva sara
x

Inz, se x €0, +o0[,
F(x) =

In(—x), sex€]—o00,0[.
Per brevita, si puo scrivere F'(z) = In |z|.

Le formule scritte sopra vanno considerate sugli opportuni intervalli di definizione.

23 Esempi

Esempio 1. Vogliamo calcolare I'integrale

iy
/ sinz dx .
0

Una primitiva di sinz ¢ —cosz. Pertanto, usando il Teorema Fondamentale, troviamo:
™
/ sinzdr = (—cosm) — (—cos0)=1+1=2.
0

Esempio 2. Calcoliamo ora
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Una primitivadi 1 & In|z|. Siccome I'intervallo [1, €] su cui vogliamo fare I'integrale & tutto costituito
da numeri positivi, usando il Teorema Fondamentale abbiamo che

X

1
/ —dr=In(e) —In(l)=1-0=1.
1
Ricordiamoci ora delle formule di derivazione di una somma,
(F+G) () = F'(x) £ C'(a),
e del prodotto per una costante,
(cF)(x) = cF'(x).

Possiamo dedurne le analoghe per il calcolo delle primitive: la primitiva di una somma (o di una
differenza) sara la somma (o la differenza) delle rispettive primitive, e la primitiva del prodotto per
una costante sara la primitiva della funzione moltiplicata per la costante.

Usando queste formule, non sara difficile integrare una funzione polinomiale.
Esempio 3. Vogliamo calcolare

3
/ (522 — 7z +9)dx.
2

Ricordiamo che
- una primitiva di 2 & %, quindi una primitiva di 5x2 & 5%3 :
- una primitiva di z ¢ %2, quindi una primitiva di 7z € 7%2 :
- una primitiva di 9 e 9z.

Mettendo assieme, abbiamo che una primitiva di 522 — 72 +9 & 5% — 7%2 +9z. Usiamo il Teorema
Fondamentale:

3 3 2 3 2
3 3 2 2 139
2
_ — (5.2 7.2 3y — (5.2 7.2 .2)—7%2 16
/2(5x Tr+9)dx (5 3 7 5 +9 3) (5 3 7 2+9 5 3,16

24 La ricerca delle primitive

Il Teorema Fondamentale ci dice che, se F' ¢ una primitiva di f, allora

b
/ f=F(b) - Fla).

Diventa pertanto importante riuscire a trovare l'insieme delle primitive di una funzione f. Questo
problema non e affatto semplice, in generale. Anzi, tanvolta & proprio impossibile esprimere la
primitiva di una funzione facendo uso solamente delle funzioni elementari finora introdotte.

Indicheremo l'insieme delle primitive della funzione f(z) con uno dei seguenti simboli:

/f, /f(af)d:c

Bisogna stare molto attenti a non confondere il simbolo [ f con l'integrale ff /! Mentre il primo
denota un insieme di funzioni, il secondo denota semplicemente un numero reale. Come sappiamo,
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se F(x) ¢ una primitiva di f(z), allora tutte le altre primitive si ottengono aggiungendo a F'(x)
una costante ¢ qualsiasi. Scriveremo pertanto

[t =rFate, cer.

Ad esempio, riguardando la tabella delle primitive,

$a+1
/xadw— +c¢, c€eR, /exdx—ex—i—c, ceR,
a+1

/cosxd:n—sinx+c, ceR, /sinxdm——cosx—i—c, ceR,

eccetera. Si puo verificare inotre che
/lnxdx:xlnx—x+c, ceR, /tanxdm:—lnﬂcos:c\)—i-c, ceR,

sugli opportuni intervalli di definizione. Spesso nel seguito il “c € R” sara sottinteso.

Vorrei ora fare un’osservazione interessante sull’integrale

b
1
/2d$.
a T
1

Sea=1eb>1, essovale F(b) — F(1), dove F(x) = ¢ una primitiva di f(x) = 1—12, quindi

xT

b
1 1
—dr=1—-—.
/1x2 v b

E interessante notare che questo numero ¢ sempre minore di 1, e si avvicina a questo valore se b
diventa via via piu grande: ad esempio,

1000 1 1
S dr=1-———=0,999,
1

22 1000
1000000
/ Lw=1 L _ ) 999999
. 22 7 1 71000000 ~ ’
1000000000 1 1
Cdr=1— ——— —=0,999999999
/1 22 1000000000 ’

Possiamo riassumere questa situazione scrivendo

+Ool
1 X
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25 Alcuni esercizi

1) Calcolare f027r cos z dx.

Osserviamo che una primitiva di f(z) = cosx ¢ F(x) = sinz. Pertanto,
2w
/ cosxdr = F(2m) — F(0) = sin(27) —sin(0) = 0.
0

2) Calcolare fol e?® du.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Siccome la derivata di ﬁ(m) = 2 ¢ ﬁ’(az) = 2¢?* si ha che una primitiva di f(x)
F(z) = $€**. Pertanto,

1 2
1 1 e —1
2x 2:1 2:0
de = F(1) — F(0) = —e*! — 2?0 = :
/Oe T () () 26 26 5

3) Calcolare ff5 2" de.

3000 ¢

2000 ;

1000 }

T-1000 |

2000 ;

3000 ¢

Osserviamo che una primitiva di f(z) = 27 ¢ F(z) = %. Pertanto,

5 _ _58 (_5)8_
/5x7dxF(5)—F(—5)8— < =0

Questo risultato si spiega osservando che f e una funzione dispari:

f(=x)=—f(z), perognizeR.
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Ne segue che

0 5
/ 2 dr = —/ 2’ dx
-5 0

(il primo integrale ¢ negativo, il secondo positivo). Quindi, essendo

5 0 5
/ $7dx:/ x7dx—|—/ " dz,
-5 -5 0

si trova che questa somma vale 0.

4) Questo non succede per ff5 28 dz.

6

Infatti, la funzione f(z) = x° & pari:

f(—z) = —f(z), per ogni x € R.

0 5
/ 28 dr = / 28 dz
-5 0

(qui entrambi gli integrali sono positivi). Quindi, essendo

5 0 5 5
/ :B6dx—/ deac—i—/ dex—Q/ 28 dax .
-5 -5 0 0

Osserviamo che una primitiva di f(z) = 2% & F(x) = "%7 Pertanto,

Ne segue che

5 7 7 7
) 0 ) 78125
6
| atde=ro) P =5 -T =T -2,

e concludiamo che

5
12 1562
/ 28 dx = 278 b _ 196250 22321, 4.
_5 7 7
Naturalmente, si giunge allo stesso risultato scrivendo
5 7 7
5 (=5) 78125 78125 156250
6
de = F(5) — F(=5) = = — :7—(— ): ~ 22321,4.
/_533 v=F06) - F(=5) =7 7 7 7 7
2 1
5) Calcolare / (cos(2x) + 322 — —3> dx.
x
s

Si tratta di calcolare separatamente i tre integrali

2 2 2T 1
/ cos(2z) dx , / 322 dx, / ( — ;) dzx

e poi sommarli.
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Il primo: le primitive di cos(2zx) sono

1
/COS(Q:U) dx = 5 sin(2z) + ¢,

per cui

2 1 1 1 1
/ cos(2z) dxr = —sin(4nr) — —sin(27) = - - 0 — 3 -0=0.

2 2 2

Il secondo: le primitive di 322 sono

3
/3:c2da;—3/a:2da;—3g+c—x3+c,

per cui

2w
/ 322 dx = (2m)3 — 7 = 7.

1
Il terzo: le primitive di —— sono

T
1 1 3 3t 2 1
/<xQW:/ﬁ“:/x‘“:4+1”=2*C:2ﬂ+c

per cui

ﬁ%‘lww“l“‘l‘3
. x3 - 2(2m)2 2n2 ) 8m2’

2m 1 3
/7r (cos(2x) + 322 — ;) dr =0+ 773 + 3.2 ~ 217,08.

In conclusione,

Altri esercizi

Calcolare i seguenti integrali:

2
a. / 23| d
-3
2
| Jaldo.
—4
1
9 _
/ xdl‘,
0 24z
T x
d. =)d
/0 cos(4) x,

37
e. / sin(—x)dx ,

—37

=

o

f. /8 tan(—2x)dz ,

jus
8

/ | sin(4z)|dz
0

o
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1
1-2
/ fda:,
o 1+x
i /1(1_17)2(133
0 1+J}2 ’
1
-3
j. ———dx,
: /0 2 +2)?
1
k. /3+xdx,
0 1+LU
1
2 1
L. / vt dx
0 1"‘1‘

26 I numeri complessi

Come abbiamo visto nella prima parte del corso, possiamo aggiungere all’insieme R dei numeri reali
un elemento, che indicheremo con 4, con la seguente proprieta fondamentale:

it =—1.
Chiameremo “numero complesso” un’espressione del tipo
a+1ib.

L’insieme di questi nuovi numeri si chiama “campo complesso” e si indica con C. In esso valgono
tutte le normali regole algebriche che gia conosciamo in R. Ad esempio, dati due numeri complessi
z=a+ibe 2 =a +ib, possiamo scrivere

2472 =(a+ib)+ (d +ib)=a+d +ib+ib = (a+d)+i(b+1),
mentre
z-Z = (a+ib) - (a +ib)
= ad’ + aib + iba’ + ibib’
= aa' + i%bb + iab’ + ibd/
= (aa’ — bb') +i(ab +bad').

Nel seguito, nel prodotto ometteremo spesso di scrivere il “-”.

Notiamo ora che il numero complesso z = a + b individua, ed e individuato, dalla coppia di
numeri reali (a,b). Il numero a si dice “parte reale” di z e si scrive a = R(z). Il numero b si dice
“parte immaginaria” di z e si scrive b = J(z). Possiamo quindi scrivere

a+ib=(a,b).
Pertanto, 'insieme C si puo identificare con I'insieme
RxR={(a,b):a R, beR},

che spesso si indica con R2.
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L’insieme R risulta essere un sottoinsieme di C. Infatti, ogni numero reale a si puo scrivere
come a + 7 - 0: esso ha parte reale uguale ad a e parte immaginaria uguale a 0.

Sia z = a + ib un numero complesso fissato. Cerchiamo le soluzioni in C dell’equazione
ut=z.

Queste vengono talvolta dette “radici quadrate” del numero complesso z (attenzione perd a non
confonderle con la radice quadrata di un numero reale non negativo). Se b = 0, ho

- +Va sea>0,
Tl +iv—a sea<0.

Se invece b # 0, scriviamo u = x + iy. Allora

-y =a, 22axy=0b.
Essendo b # 0, si ha x # 0 e y # 0. Posso quindi scrivere y = %, e ottengo
b2
at —ax® — i 0,
da cui

y  a+Va?+b?

r = B

Determinati cosl z e y, abbiamo due soluzioni della nostra equazione:

a+\/a2+b2+i b
2 \/2(a—|—\/a2+b2)

Uy = £

Possiamo ora considerare un’equazione del secondo grado
A+ Bu+C=0,

dove A, B,C sono numeri complessi fissati, con A # 0. Come facilmente si vede, ’equazione &
equivalente a
B\* B?-4AC
(v 21) =

Ponendo v = u + % ez = Bz; f)’gc , ¢l si riconduce al problema delle radici quadrate che abbiamo

gia risolto.

Per concludere, consideriamo 1’equazione polinomiale piu generale
A" + Ap_ "N+ L+ Aju+ Ag =0,

dove Ag, A1, ..., A, sono numeri complessi fissati, con A, # 0. In altri termini, vogliamo trovare
le radici di un polinomio a coefficienti complessi. Il seguente teorema, che enunciamo senza di-
mostrazione, & noto come Teorema Fondamentale dell’Algebra.

Teorema. Ogni equazione polinomiale ha, nel campo complesso, almeno una soluzione.
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Il problema di trovare una formula generale che fornisca le soluzioni ¢ pero tutt’altro che facile.
Lo abbiamo affrontato nel caso n = 2 e si puo risolvere anche se n = 3 0 4. Se n > 5, pero, ¢ stato
dimostrato che non esiste alcuna formula algebrica generale che fornisca una radice del polinomio.

Introduciamo ora alcune nozioni associate ai numeri complessi. Se z = a + b, si definisce il

“modulo” di z:
|z| = Va? +b%.

Si noti che, se z = a € R, ritroviamo il “valore assoluto”

>
v { o, ez

sea<0.

Dato un numero complesso z = a + b, si introduce il numero z* = a — ib (talvolta denotato con
Z), detto “complesso coniugato” di z. Valgono le seguenti proprieta:

(2’1 +22)*:Zik —i—z;;

(2122)" = 2125 ;

2 =z;

2= |2l;

22 = |2|%;
1

R()= b)) = m(z—2);
i
(R < 2], 1S()] < 2]
Se 2z #0, ¢
-
NER

26.1 Forma trigonometrica

Sara utile introdurre la forma trigonometrica di un numero complesso z = a + ib. Si tratta essen-
zialmente di scrivere il punto (a,b) in coordinate polari:

(a,b) = (pcosb, psinb).

Qui p = Va? + b2 ¢ il modulo di z, mentre 'angolo 6 ¢ 1’argomento di z, determinato a meno di un
multiplo intero di 27. (Si osservi pero che, se z = 0, ’argomento non & definito.) Scriveremo quindi

z = (pcosh,psinf), oppure z = p(cosf+isind).
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Sl

psinf

1 sin g

0 cosf

pcos b

Notiamo che, se scriviamo due numeri complessi come
z1 = p1(cosfy +isinby), z9 = pa(cosfy + isinby),
allora il loro prodotto si ottiene come

Z2129 = p1P2 ( cos 01 cos 9 — sin 64 sin O3 + i cos 01 sin O + 7 sin 64 sin 02)
= plpg(cos(ﬁl +62) +isin(6; + 92)).

Vediamo quindi che il modulo di z129 € il prodotto dei due moduli, mentre il suo argomento ¢ la
somma dei due argomenti.

In particolare, se z = p(cos @ + isin @), allora
22 = p*(cos(26) + isin(26)),
e si puo dimostrare per induzione che
2" = p"(cos(nh) + isin(nh)), per ognin € N.
In particolare, prendendo p = 1, troviamo la Formula di De Moivre:
(cos@ +isinf)"” = cos(nh) + isin(nh), per ognin € N.

Ora affrontiamo il seguente problema: dato un numero complesso z, trovare le soluzioni u

dell’equazione

u' =z.

(Qui » > 2 & un numero naturale.) Se z = 0, 'unica soluzione ¢ u = 0, in quanto |u|” = |[u"| =
|z| = 0, per cui |u| = 0. Supponiamo ora z # 0 e scriviamo u e z in forma trigonometrica:

u=r(cosp+ising), z=p(cosh+isinf),
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per cui ’equazione diventa
r"(cos p + isinp)" = p(cosf + isinf),
ossia, facendo uso della formula di De Moivre,
r"(cos(ny) + isin(ny)) = p(cos @ +isinb).
Uguagliando i moduli e gli argomenti, otteniamo
™m=p, np—0ec{2rk:kecZ}.
Pertanto, otteniamo n soluzioni distinte, uj con

0 27k
r:(L/ﬁa @:E+%,k20,1,...,n—1,

2 2
U = W(cos(i+?>+isin(z+m)> , k=0,1,...,n—1.

per cui
n

26.2 La funzione esponenziale complessa

Il famoso matematico Eulero si & posto il problema di trovare un’estensione della funzione espo-
nenziale al campo complesso. Dato z = a + b, egli ha posto
e =e%(cosb+isinb).
Resta cosi definita la funzione esponenziale complessa exp : C — C. Osserviamo che, dati z = a+1b
ez =a +ib, siha
e*e” = e%(cosb+ isinb)e® (cosb’ +isinb)
= ¢% (cosb + isinb)(cos b’ + isinb’)
= e" (cos(b + ') + isin(b+ b))
z+2

=e
Ritroviamo quindi una proprieta fondamentale della funzione esponenziale. Essa “manda somme
in prodotti”:
exp(z + 2') = exp(z) exp(?’) .
Notiamo inoltre che ogni numero complesso z si potra scrivere come
2= pet?
dove p > 0 ¢ il modulo e 6 € [0, 27| ¢ I'argomento di z.

Si noti infine che, scrivendo per x € R

e =cosx+isinzw, e ™ =cosx —isinz,
si trova che , , . .
e’lZC _|_ e—ll' . eZI _ e—ZZC
cosr = ————, sing = ———
2 21
Queste formule ricordano quelle che definiscono le funzioni iperboliche
X —T X —T
e +e . e’ —e
cosher = ———, sinhy = ——
2 2

In questo contesto risulta ora piu chiaro il legame di parentela che c¢’e tra queste funzioni.
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Il fatto che, per ogni z € C,

eZ—|-27r7, Z€Q7r7, — 2

=e e’

si puo interpretare dicendo che la funzione esponenziale complessa ¢ periodica di periodo 2mi.
Questo fatto compromette la possibile definizione di una funzione “logaritmo” nel campo complesso:
dato z € C, con z # 0, 'equazione

e =z,

vista la periodicita della funzione esponenziale, presenta molteplici soluzioni. Precisamente, se
scriviamo z = p(cos @ + isinf), il numero complesso u = x + iy ne & soluzione se e solo se

e*(cosy + isiny) = p(cosf + isinf),

ossia
x=1Inp, y=0+27k,

con k € Z. Pertanto,
"=z <& we{ln|z|+i(Arg(z) +27k): ke Z}.

Talvolta si interpreta il “logaritmo complesso” come una “funzione multivoca” che assume in
questo caso infiniti valori, riservando il nome di “logaritmo principale” al particolare valore ot-
tenuto scegliendo k = 0. Ad esempio, il logaritmo complesso del numero i assume tutti i valori

dell’insieme -
{i<§+27rk:) :kez} .

Il logaritmo principale di 4 vale pertanto Fi.

27 Matrici e vettori

Questa ¢ una versione provvisoria, molto schematica degli appunti delle lezioni riguardanti vettori
e matrici.

27.1 Lo spazio RY

Sia N un numero naturale, N > 2. Indichiamo con R¥ il prodotto cartesiano

RxRx---xR.

N volte

Gli elementi di RY sono quindi N-uple (21,22, ...,zy), dove 1, T2, ..., xy sono numeri reali. Li
indicheremo con i simboli
/ 1
T, r,x,u,v,...

Come gia specificato nella definizione del prodotto cartesiano di insiemi, conta l'ordine in cui sono
scritti gli elementi della N-upla. Per esempio in R®

(4,2,0,-5,3) # (2,4,0,-5,3) .
In questo corso siamo interessati soprattutto ai casi N =20 N =3

(z1,72) ER?=R xR
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(z1,72,23) e R> =R x R x R.

In questi casi indicheremo le componenti dei vettori anche con (x,y), rispettivamente (z,y, z).
Dalla definizione di R come prodotto cartesiano segue che se

x=(v1,...,28) € Y= (y1,---,YN)

si ha
T=Y < X1=Y1,22=Y2,..., TN = YN

Operazioni in RV

Cominciamo con I'introdurre un’operazione di addizione in RY: dati due elementi © = (21, z2,...,zy)
ex = (2,25, ...,2/), si definisce & + &’ in questo modo:

/ / / /
r+a =(r1+2],02+Ty,..., N +Ty)-

Valgono le seguenti proprieta:

a) (associativa) (z + ') + "’ = x + (' + 2”) ;

b) esiste un “elemento neutro” 0 = (0,0,...,0): sithax+0=x =0+ x;

c¢) ogni elemento & = (x1,x2,...,2x) ha un “opposto”

(—x) = (—z1,—29, ...,—an): sthaz+ (—x) =0= (—z) + x;

d) (commutativa) x + &’ =2’ + .
Pertanto, (RV,4) ¢ un “gruppo abeliano”. Normalmente, si usa scrivere & — a’ per indicare
x+ (—a).
Definiamo ora la moltiplicazione di un elemento di RY per un numero reale: considerati & =
(x1,22,...,zx) € RY e un numero reale t € R, si definisce az in questo modo:

te = (txy,txe, ..., tey).

Valgono le seguenti proprieta:

a) t(sx) = (ts)x = (st)x = s(tx),;

b) (s+t)x = (sx) + (tz);

c) tx + ') = (te) + (ta') ;

d)le=x.
Siccome valgono queste proprieta, I'insieme R con le operazioni introdotte & uno “spazio vetto-
riale”. Chiameremo i suoi elementi “vettori”; i numeri reali, in questo ambito, verranno chiamati
“scalari”.

Indipendenza lineare. Iniziamo osservando che un vettore & = (21, x2) € R? pud essere scritto
come:

x =1x1(1,0) + 22(0,1).

Poniamo

e1=(1,0) e ex=(0,1).

Allora
T = 1xT1€e| + xraes.

I vettori {e1, ez} formano la base canonica di R2. Vediamo ora pit in dettaglio il significato di
questa frase.
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Combinazione lineare. Diremo che un vettore  (elemento di RYV) & combinazione lineare di
altri vettori vy, ..., v, se esistono scalari t1,...,1,, tali che:

T =101 +tva 4+ -+ LpUm.

In questo caso i numeri reali t¢1,...,t,, vengono chiamati anche coeflicienti della combinazione
lineare.
Definizione. I vettori vy, . . ., v,, sono linearmente indipendenti se 'unica loro combinazione lineare

nulla e quella in cui tutti i coefficienti sono nulli:

tivy +tovo+ -+t =0 = t1 =0, =0,...,t,, =0.

Esempi 1. I vettori e; e e sono linearmente indipendenti. Infatti,
t =
tie1 +tres =0 <— tl(l,O) + t2(0, 1) = (0,0) <~ (tl,O) + (O,tQ) = (0,0) <~ {tl
2 pu—
2. Consideriamo i vettori (1,2) e (3,6). Esaminiamo se sono linearmente indipendenti:
t1(17 2) + t2(3a 6) = (07 0)

Sviluppando il sistema otteniamo:

t1 4+ 3te = 0,
2t1 + 6t = 0.

Risolvendo:
t1 = —3ta, 2(—3t2) + 6t =0 = to =1, ¢t =-3.

Pertanto, i vettori non sono linearmente indipendenti, poiché esistono soluzioni diverse da t; = 0
(§ tQ =0.
3. Consideriamo i vettori v = (2,4) e w = (3,5). Esaminiamo se sono linearmente indipendenti:
ty (2’ 4) + t2(35 5) = (07 0)’
¢ equivalente al sistema:
2t1 4+ 3t =0,
4t1 + 5t = 0.

La soluzione ¢ t; = 0, t2 = 0, quindi i vettori sono linearmente indipendenti.
Vediamo ora se v e w generano tutto lo spazio R?, ossia se dato un qualsiasi vettore & =
(71, 22) € R?, esistono s,t € R tali che:

x=sv+tw.

Il sistema:
r1 = 2s + 3t,
{962 = 4s + bt,
porta a:
5= m=dt

Tro = Q(I‘l — 3t) + 57f,
To = 2x1 — 6t + 5t,
t= 21‘2 — I.

Sostituendo, troviamo anche s in funzione di x1,x2. Pertanto qualsiasi elemento di R? si pud
scrivere come combinazione lineare di v e w, dunque v e w generano tutto lo spazio R2.
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Linearmente indipendenti in R3

Consideriamo i vettori (1,—1,2), (2,0,1) e (1,2,3). Verifichiamo la loro indipendenza risolvendo:
a(1,—1,2) +b(2,0,1) + ¢(1,2,3) = (0,0,0).

Il sistema risultante:

a+2b+c=0,
—a+ 2c =0,
2a+b+4+3c=0,

ha I'unica soluzione a = 0, b = 0, ¢ = 0, quindi i vettori sono linearmente indipendenti.

Prodotto Scalare
Siano « = (z1,...,2n8) e y = (y1,...,yn). Il prodotto scalare & definito come:
T-Y=2T1y1 +T2Yy2 + - FTNYN-

Se x -y = 0, diciamo che i vettori x e y sono ortogonali.

Esempio

(1,2,3),
(_5717_3)7
1-(=5)+2 1+3-(-3)=—5+2-9=—12.

x
Yy
-y

Norma Euclidea

La norma di un vettore v € RY &:

ol = /v + e+ + 3.

Esempio. Per i seguenti vettori w e v calcoliamo il prodotto scalare e le norme:
u=(-1,0,2),
v=(2,3,-1),
u-v=—-1-240-34+2-(-1)=-2+4+0-2=—4,
Jull = VE12 02 22 = VT+4 = V5,
v = /22 432+ (-1)2=V4+9+1=1V14.

Esercizio Dati i seguenti gruppi di vettori trovare eventuali coppie di vettori ortogonali ed even-
tuali coppie di vettori linearmente dipendenti.

a. (2—1,1),(1,2,-1),(1,4,2),(2,4,4);

b. (3,0,5),(1,2,7),(6,0,10),(0,8,0).
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Prodotto vettoriale

Definiamo infine, solo nello spazio tridimensionale R? | il “prodotto vettoriale” tra due vettori: dati
a = (a1,az,a3) e b= (by,bs,bs3), si definisce il vettore a x b in questo modo:

axb= (a2b3 — a3b2, a3b1 — a1b3, a1b2 — agbl) .
Si puo verificare che a x b & ortogonale sia ad a che a b:
(axb)-a=0, (axb)-b=0.

Inoltre, se a x b # 0, la direzione di a x b & individuata dalla cosiddetta “regola della mano destra”.

*axb

Figure 6: La regola della mano destra.

Cio significa che la terna (a, b, a x b) ha la stessa orientazione di (e, ez, e3), la base canonica
81:(17()’0)7 82:(071a0>7 83:(0,0,1).

Elenchiamo alcune proprieta del prodotto vettoriale:
a) (a+b)xec=(axec)+(bxe);
b) (e@) X b=a(a X b);
c)axb=-bxa.

Si puo anche dimostrare I'Identita di Jacobi
ax(bxec+bx(exa)+ex(axb)=0.

Si noti infine che
e Xey=e€e3, ey xXxe3=e;, e€3Xe =ey.

Se a x b= 0, i vettori a e b sono linearmente dipendenti.
Per comodita di scrittura abbiamo elencato le componenti di un vettore in riga. Di seguito,
quando parleremo di matrici sara opportuno pensare i vettori come colonne, per esempio:

1 0 0
ee=10], e=|[1], e3s=1|0
0 0 1
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27.2 Matrici

Definizione Le matrici sono tabelle di numeri reali. Dati due numeri naturali M, N, una matrice
M x N di numeri reali € una tabella con M righe e N colonne i cui elementi sono numeri reali:

A = (aij),

dove:
1<i<M, 1<j<N.

L’elemento a;; ¢ 'elemento di A che si trova sulla riga i e sulla colonna j.
Esempio di matrice

2
A= 6
9
2

w [SURNG I

e 3 righe, 2 colonne, quindi A & una matrice 3 x

e Gli elementi sono:
ai1=1, ai2=2, an =95, ax==6 a3 =3, azx=9.
Insiemi di matrici

M« n(R) & insieme delle matrici con M righe e N colonne di numeri reali.

Sistema lineare con matrici Una delle piti importanti applicazioni delle matrici riguarda la
risoluzione dei sistemi di equazioni lineari. Un sistema lineare puo essere scritto utilizzando le
matrici, come nel seguente esempio:

T+ 2y =3,
dx 4+ 6y =9,
3z + 9y = 12.
La matrice associata al sistema é:
1 2 3
a=[5 s, X=<x>, |9
3 9 y 12
Scriviamo il sistema come:
AX = B.

Operazioni tra matrici

Addizione di matrici Siano A, B € My (R), ossia matrici con lo stesso numero di righe e
colonne. La somma e definita come:

A+ B= (ai]’ + bij)ij~
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Esempio:

1 2 3 7
A=1|3 4|, B=|1 2
5 6 4 8
Allora:
1+3 2+7 4 9
A+B=|3+1 4+2]| =14 6
5+4 6+8 9 14

Moltiplicazione per uno scalare Siat € R, A € My;«n(R). La moltiplicazione & definita
come:
tA = (t . aij)ij.

Esempio:
1 2
t=5 A=13 4
5 6

Allora:
5 10
BA= |15 20
25 30

Prodotto tra due matrici Siano:
A = (a,-j), B = (bj ),

dove Ae M x NeBeéN x P. Il prodotto AB = C' & una matrice M x P definita come:

N
Cikk — Zaijbjk.
j=1
Esempio:
2 3
1 0
A=|-1 4], B=
1o )os= ()
Calcoliamo:
2)1)+G)(=1)  (2)(0) + (3)(2)
C=AB=|(-1)1)+@)(=1) (=1)(0)+(4)(2)
(D@ + (=2)(=1)  (1)(0) + (=2)(2)
Risultato:
-1 6
cC=1[-5 8
3 -4

Proprieta del prodotto In generale, il prodotto tra matrici non € commutativo:

AB # BA.
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Potenza di una matrice Sia A € Myxn(R). La potenza A™ ¢ definita come il prodotto di m
copie di A. Esempio:

Calcoliamo:

o))

Il determinante di una matrice

Il determinante di una matrice 2 x 2

Data la matrice:

a a
A= 11 @12 ,
a1 a2

il suo determinante det(A) e definito come:

det(A) = a11a22 — 12021 -

aii @12
a1 a22
e —

Il determinante di una matrice 3 x 3

Data la matrice:

ain a2 a3
A= |a ax a3 |,

azlp as2 as3

il suo determinante det(A) & definito come:

det(A) = 11022033 + Q12023031 + A13032011 — G13G22G3]1 — 12021033 — Q230432011 -

Regola di Sarrus per il calcolo del determinante di una matrice 3 x3 La regola di Sarrus
¢ un metodo per calcolare il determinante di una matrice quadrata di ordine 3 che puo essere
visualizzato graficamente seguendo questi passi:

1.

Riscrivere le prime due righe della matrice sotto alla matrice stessa.
Tracciare tre diagonali che vanno da alto-sinistra a basso-destra (diagonali positive).

Tracciare tre diagonali che vanno da alto-destra a basso-sinistra (diagonali negative).

. Sommare i prodotti lungo le diagonali positive e sottrarre i prodotti lungo le diagonali nega-

tive.
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Rappresentazione grafica

a a2 a3
azi a2 a3
a1 a2 a3
ait aq ai3
asn az? as3
+ —
Esempio

Calcoliamo il determinante della matrice:

A:

~ B~ =
co ot N
O O W

Seguiamo la regola di Sarrus:

Diagonali positive: 1-5-9+2-6-74+3-4-8 =45+ 84+ 96 = 225,
Diagonali negative: 7-5-3+8-6-149-4-2=105448 + 72 = 225.

Il determinante e:
det(A) = 225 — 225 = 0.

Sistemi Lineari

1l sistema
z+y—2z=0
3x —2y+2z=5
2043y — 22 =2
11 -1 T 0
siscrive come A-x=b, dove: A=13-22 |, x=1]y]|], b=|5
23 =2 z 2

Matrice Inversa
A7V A =15 se A7 esiste.
x=A"'b.
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Determinante

A & invertibile <= det(A) # 0.

Calcolo dell’inversa di una matrice 2x2

Data una matrice:

o ab -1 _ 1 d —b o .
A—<0d>, A = Jot(A) (—ca)’ dove det(A) = ad — be.

Formule di Cramer

Per un sistema lineare:

ar +by = f
{cx—i—dy:g
le soluzioni sono:
fb‘ af
gd cyg
- lab|’ B ab"
cd cd

Eseguendo i calcoli si vede che 2 = A™'b e le formule di Cramer portano allo stesso risultato per
la soluzione del sistema.

Esempio con le Formule di Cramer

Per il sistema:
r+y—2=0
3r—2y+22=5
2043y — 22 =2

la matrice dei coefficienti e:

11 -1
A=(13-2 2
23 =2
Determinante:
det(A) = —5.
Soluzioni:
01 -1 10-1 110
5-2 2 35 2 3—25
23 =2 22-2 232

z

T det(4) 0 YT det(A) T det(A)
Il caso in cui la matrice A non & invertibile. Se il determinante della matrice A dei coefficienti
¢ uguale a zero allora il sistema ha infinite soluzioni, se il vettore dei termini liberi appartiene
all'immagine della trasformazione A, oppure non ha soluzioni quando il vettore dei termini liberi
non appartiene all’immagine della trasformazione A.

63



28 Equazioni differenziali

Si tratta di equazioni in cui compare una funzione, ad esempio u(t), e la sua derivata u'(t) (o le
sue derivate u/(t),u"(t),...). Si tratta di trovare le possibili soluzioni di una tale equazione. In
generale, non ¢ affatto una questione semplice.

Vediamo alcuni esempi.

28.1 Dinamica delle popolazioni

Vogliamo studiare alcuni modelli di distribuzione di specie (animali o vegetali) in un ecosistema.
Cominciamo esaminando la crescita della popolazione umana mondiale negli ultimi due secoli.

Human Population Growth

Population / Billions
w IS «» EY <

~

1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050
Year

Una prima interpretazione, per quanto imprecisa, ci fa pensare a una crescita di tipo esponenziale.
Uno dei primi modelli di crescita, proposto da Malthus nel 1798, prevede proprio questo tipo di
sviluppo. Esso si basa sulla semplice ipotesi che il tasso di crescita sia proporzionale alla numerosita
della popolazione.

Indichiamo con «(t) una misura di densita della numerosita della specie u al tempo t. Per poter
trattare piu facilmente il problema con i metodi dell’analisi matematica, si suppone che u(t) vari
in modo continuo al variare di ¢t. Questa ipotesi potrebbe sembrare strana, visto che il numero di
individui € sempre un intero, ma diventa ragionevole se tale numero ¢ molto elevato e i cambiamenti
(nascite, morti o migrazioni) avvengono in modo casuale.

Il modello di Malthus ¢ allora esprimibile con ’equazione differenziale
u'(t) = aul(t) .

Si puo vedere che le soluzioni sono del tipo

u(t) = uge™,
dove wug rappresenta il valore di u(t) al tempo ¢t = 0. Una crescita di questo tipo si puo verificare
in laboratorio osservando una coltura di batteri. Questi si riproducono duplicandosi, a intervalli
di tempo regolari, pertanto il loro numero segue una legge di tipo esponenziale. A un certo punto,
pero, la loro quantita tende a stabilizzarsi verso un limite, noto come capacita portante. KEcco
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che un modello piu preciso deve tener conto di una competizione intraspecifica, dovuta alle risorse
limitate. Nel 1838, Verhulst ha proposto ’equazione differenziale

(1) = ou(r) (1 - 2,

nota come equazione logistica. Essa si puo risolvere esplicitamente:

Kuge
t pu—
u( ) K + 'U,O(eat - 1) 9

e un possibile grafico & rappresentato nella sottostante figura.

FO I N
T
]
1

= o3 & 2 @ 2 3 @ @

@ e W
T
|

28.2 Interazione tra popolazioni

Passiamo ora a discutere un sistema in cui ci sia interazione tra piu specie. Si possono presentare
diverse situazioni: le specie possono essere l'una preda dell’altra, oppure competere per la so-
pravvivenza, o ancora cooperare, essere in simbiosi. Analizzeremo i primi due casi separatamente
supponendo di avere a che fare con due sole specie.

1. Modello preda-predatore

Il primo modello che presentiamo ¢ quello di Lotka—Volterra per un sistema preda-predatore.
Indichiamo con wu(t) e v(t) la quantita di prede e di predatori, rispettivamente. Il modello & il

seguente:

u'(t) = u(t)(a = Bu(t))

V' (t) = v(t)(—v + du(t)).
Qui le costanti «, 3, y, d sono tutte positive. Notiamo che, in assenza di predatori, le prede seguono
I’equazione di Malthus ' = awx, per cui la loro crescita & di tipo esponenziale. Introducendo i
predatori, il fattore di interazione —Bzxy limita la crescita delle prede. Al contrario, in assenza di
prede, i predatori seguono I’equazione 3/ = —dy, per cui il loro numero decresce esponenzialmente,
e sono destinati a estinguersi. Qualora ci siano prede in giro, il fattore dxy ravviva i predatori, che
possono cosi crescere di numero.

Vediamo un possibile grafico di u(t) e di v(t).

Questo semplice modello, formulato intorno al 1920, puo essere reso piu realistico usando le idee
introdotte nello studio di una singola popolazione. Ad esempio, la crescita alla Malthus delle prede
potrebbe essere sostituita con una crescita alla Verhulst, o con funzioni di crescita piu sofisticate.
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Frede
Predatori

Potrebbero essere introdotti anche un ritardo, e varie perturbazioni stagionali. Lo stesso vale per i

predatori, naturalmente. Questi modelli sono in fase di studio e alimentano molta ricerca attuale.

Si possono trovare soluzioni periodiche, o quasi periodiche, studiarne la stabilita al variare dei
bl b

parametri e delle condizioni iniziali. In alcuni casi si € persino evidenziato il fenomeno del caos,

parola usata in situazioni di estrema instabilita, per cui piccolissime variazioni iniziali possono

portare a un evolversi delle soluzioni del tutto imprevedibile.

Risulta molto importante, in questo contesto, il problema della persistenza di tutte le specie.
Le oscillazioni osservate potrebbero infatti portare, nella realta, all’estinzione delle prede o dei
predatori.

2. Due specie in competizione

Supponiamo di avere due specie che competono per la sopravvivenza (ad esempio, hanno le stesse
risorse di nutrimento, che sono limitate). Possiamo assumere che, in assenza dell’altra specie,
ciascuna abbia una crescita di tipo logistico. Un modello plausibile ¢ il seguente:

u(t) + biav(t)
)

v(t) + bau(t) )
K '

u(t) = ozw(t)(l -

J(t) = agv(t)(l -

Anche qui le costanti aq, as, K1, Ko, b12, ba1 sono tutte positive. In particolare, b;s misura 'effetto
della specie v sulla crescita di u, mentre bo; misura 'effetto di u sulla crescita di v. A seconda dei

parametri
b Ky b K
Qa prnd -, Qa = -,
12 12 K, 21 21 iy

possono verificarsi essenzialmente quattro situazioni diverse.
I caso: a2 <1 eag; < 1. In questo caso c¢’e un equilibrio stabile: le due specie possono coesistere.

IT caso: aio > 1 e as; > 1. Anche qui ¢’¢ un equilibrio, ma ¢ instabile. A seconda delle condizioni
iniziali, una delle due specie si estinguera.

ITI caso: a12 < 1 e ag; > 1. Non ci sono equilibri, la specie v si estingue, mentre la u si stabilizza
verso la sua capacita portante K.
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IV caso: a2 > 1 e a1 < 1. Anche qui non ci sono equilibri, la specie u si estingue, mentre la v si
stabilizza verso la sua capacita portante K.

28.3 Diffusione di epidemie

Nel 1927 Kermack e McKendrick introdussero il cosiddetto modello SIR con lo scopo di studiare
I’epidemia di peste presentatasi a Bombay nel 1905-1906. Esso prende il nome dai compartimenti
i cui si suddivide la popolazione: suscettibili, infetti e rimossi. Essi fecero le seguenti ipotesi:

- tutti gli individui suscettibili sono infettabili allo stesso modo;
- le persone infette sono tutte ugualmente contagiose;
- una volta rimosse esse risultano immuni alla malattia.

Consideriamo malattie per le quali il contagio possa avvenire solo tramite contatto diretto tra
due persone (una infetta e una suscettibile) e supponiamo che 'essere infetto non modifichi le
abitudini del soggetto (non diminuiranno, quindi, i contatti con altre persone). Studieremo inoltre
un’epidemia che si sviluppi in un periodo di tempo relativamente breve, per trascurare il numero
di nascite o morti naturali.

Denotando con S(t) il numero di suscettibili al tempo ¢, con I(t) il numero degli infetti e con
R(t) il numero dei rimossi (che comprende sia i guariti che i morti), il modello proposto ¢ il seguente:

S'(t) = —aS()I(t)
I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t)
R(t) = BI(t).

Studiando le soluzioni di questo sistema si puo osservare che, partendo da un numero basso di
infetti, la malattia solitamente si sviluppa fino a che il numero di infetti raggiunge un massimo, per
poi tendere a zero. Nel frattempo, molti suscettibili si ammalano, ma. la cosa sorprendente ¢ che un
certo numero di essi non verra mai contagiato, rimanendo quindi sempre sano. Questo fatto si puo
osservare dalla figura seguente, dove vengono rappresentate la curve (S(t),(t)) con diversi valori
iniziali. Le orbite vengono percorse da destra a sinistra e, dopo aver raggiunto il loro massimo,
tendono ad avvicinarsi all’asse orizzontale, in un punto che rappresenta la fine dell’epidemia.

at
r

28.4 Dinamica Newtoniana

La “seconda legge di Newton” afferma che il movimento di un oggetto di massa m in presenza di
una forza F' deve soddisfare I’equazione
F=ma.

Vedremo ora che questa € in realta un’equazione differenziale.
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Se indichiamo con s(t) la posizione al tempo t dell’oggetto, si definisce
u(t) = 5'(t),

la velocita al tempo t. Essa ¢ la derivata della funzione posizione. Allo stesso modo si definisce

l'accelerazione al tempo t. Essa € quindi la derivata della funzione velocita. Ecco quindi che
laccelerazione a(t) ¢ la derivata seconda di s(t).

La forza F' puo dipendere dal tempo ¢, dalla posizione s(t) e dalla velocita v(t), per cui la
seconda legge di Newton diventa

(1) = F(t,5(0), (1)

un’equazione differenziale del secondo ordine. 1l suo studio sara approfondito nel corso di Fisica.
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