Probabilita Condizionata e
Indipendenza
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Probabilita Condizionata

e |dea: come aggiornare la valutazione in base all’arrivo di nuove
informazioni?

se si sa che I'evento B é V, come cambia la probabilita
dell'evento A7

P(A|B) probabilita di A condizionata a B (A dato B / A
condizionata al verificarsidi B / ...)

e |l condizionamento pu¢ riflettere

una ipotesi di lavoro

un effettivo aumento di informazione

e Interessa in particolare se P(A|B) > P(A) (o <, o =)



Probabilita Condizionata

o (Q,.7,P) spazio di probabilita, A, Be .#, P(B) > 0; la
probabilita di A condizionata a B ¢
P(ANB)

P(AIB) = g,

e Intuizione:

se B si & verificato, il nuovo spazio degli stati ¢ B C Q
A si verifica solo se si verifica AN B, con probabilita P(AN B)
Ao @ =3 si “normalizza” dividendo per P(B) / @ _
__— A0k =
e Osservazione: se/B C Ajallora P(A|B) = 1; se@allora
P(A|B)=0
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Probabilita Condizionata

e ESERCIZIO. Lancio di due dadi

- per A="la somma dei dadi & 7"

B ="il massimo dei dadi & 5"
C ="la differenza tra i due dadi é 1"
\’\—/j///

| OFFirgv2Aa 1A 47

PIAIB)> (0 < o —)P(A)
P(C|B)> (o < o =)P(C)?
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Probabilita Condizionata

e Proprieta della probabilita condizionata; (2, %, P) spazio di
probabilita

» [Teorema delle probabilita composte ()] A, B€ %, P(B) >0

P(ANB)= P(B)P(A|B)

» [Teorema delle probabilita composte (I1)] A1,...,An € Z,

// \4 {]A)‘\(Q 4? P(AiN...NA,_1) >0

—

~ P(AiN...NA)=
P(Al) P(A2|A1)~ P(A3|A1 OA2)~ P(A,,|Alﬁ...ﬂAn,1)
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Probabilita Condizionata

e Proprieta della probabilita condizionata; (Q,.%, P) spazio di
probabilita
» [Disintegrabilita (I)] A,B€ .#,0< P(B) <1

At T A (o]

{Q @Y P(A) = P(B)P(AIB) + P(B)P(A|B) WME (RABI( C
)
» [Disintegrabilita ()] (B;)i C # partizione discreta di Q, Ae .F
P(A) = P(Bi)P(AlBi)
i:P(B;)>0

prob. di A é media ponderata delle prob. condizionate ad
alternative esaustive; inoltre,

min P(A|B;) < P(A) < maxP(A|B;)
£ 1

49



)
PLCL) = Peue,) - Z Vs

=1
(Qure/
YeoQ

Al Mg o

> O



— A2 - AO(U@) U(A@)

N T
A OLE 4

oLy
SISGE o T/

?(A):?(U@M%a
~Z‘W’“@)*2; 2(A N Q. )

1 PR so
AnQ < Q, / S P(B)R@Ie;

- P(8;) =0



50

Probabilita Condizionata

e Proprieta della probabilita condizionata; (£2,.%, P) spazio di
probabilita

[Teorema di Bayes (1)] A, Be %, P(A) >0, P(B) >0,

P(AIB)P(B)

P(BIA) = =5

[Teorema di Bayes (I1)] (B;)i C .% partizione discreta di Q2 con
P(B;) > 0 per ogni i, Ae %, P(A) >0,

P(A|Bi)P(Bi)
Yn P(Bn)P(A|Bh)

P(Bi|A) =



_P(AaR) P(Q) P(AI2)
P(A) 71 PCA4)

2(BIA)
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Probabilita Condizionata

e Teorema di Bayes; interpretazione

“ribaltare” la valutazione: P(BJA) in termini di P(A|B)

B; “ipotesi” (non si sa quale evento della partizione é V); A
“osservazione, dati”

P(B;) = valutazione iniziale (a priori) sull'ipotesi;

P(B;|A) = valutazione finale (a posteriori) data I'osservazione

e Statistica Bayesiana:

(P(By)); distribuzione iniziale sul parametro della distribuzione
di una variabile

A osservazione della variabile

(P(B;j|A)); distribuzione finale
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Probabilita Condizionata

e Proprieta della probabilita condizionata; (£2,.%, P) spazio di

probabilita
F3s4Te
Be %, P(B) >0; la funzione Pg : % — [0,1]

-\—’
Pg(A) = P(A|B), Ae F
s
é una probabilita su (Q2,.%)
~ la probabilita condizionata ha le stesse proprieta di quella non
condizionata

inoltre, se C € % con P(BNC) >0

(P)c = Psnc

~- condizionare in successione a B e C = condizionare a BN C
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Probabilita Condizionata

e ESERCIZIO. Una portafoglio di rischi é classificato in buoni
(20%), normali (45%), mediocri (35%); la prob. di sinistro &
rispettivamente 0.02, 0.05, 0.15

per un nuovo rischio, qual ¢é la probabilita di sinistro?

se un rischio produce un sinistro, con quale probabilita il rischio
& buono, normale, mediocre?
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Probabilita Condizionata @ m ﬂ

e ESERCIZIO. “Monty Hall Problem™: gioco TV in cui un
concorrente deve scegliere una porta su tre
dietro una porta c'é un premio (e.g. un'auto), dietro le altre due
non c'é niente

dopo che il concorrente ha scelto, il presentatore (che sa dove si
trova il premio) apre una delle altre due porte che & vuota

il presentatore offre al concorrente la possibilita di cambiare la
porta scelta con l'altra ancora chiusa; conviene farlo?

ipotesi: se il presentatore pud scegliere ch rire,

scegliera a caso
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Probabilita Condizionata

e ESERCIZIO. In matematica attuariale vita, per un individuo |

neonato, si considera, per x > 0,

E, ="I'individuo soprawvive all'eta x" - ‘{ T > X}

che relazione c'é tra gli eventi E,?

esprimere i simboli attuariali

tPy; tAy; t|hqy

tramite gli eventi E,

dimostrare la relazione

t+sPx = tPx " sPx+t

Cx D&, =<7
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Correlazione tra Eventi

e (9,.7,P) spazio di probabilita

A Be Z, P(B)>0; Aé correlato positivamente / correlato
negativamente / non correlato con B se

P(A|B) > P(A),  P(A|B) <P(A),  P(AIB)=P(A)
sapere che B si verifica fa incrementare la prob. di A
se anche P(A) > 0, le relazioni sono simmetriche

- A correlato positivamente / negativamente / non correlato con
B
= A ¢ correlato negativamente / positivamente / non correlato
con B
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Eventi Indipendenti

e (Q,.%#,P) spazio di probabilita; due eventi A, B € .% sono

o(4'ne)
?(/)J) 9(%/

57

indipendenti se vale la proprieta di EIEOI‘IZZHZ\—IOI‘E /X, @,
/
P(ANB)=P(A)-P(B) —
4,8
S
4,0
~ segue che A’ e B sono indipendenti, per ogni scelta di A=A o

A=AediB=BoB =8B

» se A ha probabilita estrema, P(A) € {0,1} = A ¢ indipendente
da ogni evento B

> se P(B) >0, allora A, B sono indipendenti <= A non correlato
con B



A6 ovor =» A, B /MO

P(A) =P An(20B))=P(A8) v (408 ) <
s
- D (/nB) + j)(pm§)
_Da)pe) ~P(96)

S(86T )« P(A) - P(AIP(R) = P(A)P(E)



2 p(A) Pce)

— O

——

(v OIP



D () >o
A/& Jov 01R <= P(4)g>t ?(4/

D(ANBI= P (B) - PAIG)
i
PA) P8

S Y REVASIS



58

Eventi Indipendenti

e (Q,.7,P) spazio di probabilita

- (Ag)acr C &, famiglia di eventi qualunque, sono indipendenti se
“per ogni n >, per ogni 04,...,0 € | (distinti),

P(Ag,N...NAg,) = P(Ag)--..- P(Aq,)

~ fattorizzazione su ogni sotto-famiglia finita

» conoscere il valore di alcuni degli eventi non modifica la
valutazione sugli altri eventi

» per un famiglia finita Aq,...,A, ~» 2" —n—1 condizioni tutte
necessarie

e ESERCIZIO. Scrivere tutte le condizioni di fattorizzazione per
n=2,3,4 eventi
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Eventi Indipendenti

e ESERCIZIO. 3 eventi non indipendenti ma indipendenti a coppie

Q = {abc, acb, cab, cha, bca, bac, aaa, bbb, ccc}, F =29,
P({®w})=1/9 per ogni o € Q

Ax ="la k-esima lettera é 3", k=1,2,3

e ESERCIZIO. Si estrae una carta da un mazzo di 52; il rango ¢
indipendente dal seme

e ESERCIZIO. Lancio di due dadi, A="la somma dei dadi e 7" &
indipendente dal risultato del primo (o del secondo dado)
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Eventi Indipendenti

e (9,.7,P) spazio di probabilita

» gli insiemi di eventi (y)qer, cON y C % per ogni a € I, sono
ST € VeI e Jac]
indipendenti se per ogni n > Xper ogni az,...,a, € | (distinti),
per ogni A1 € Hyy,...,An € g,

P(AiN...NA,) =P(A1)-...- P(A))
» conoscere il valore degli eventi di alcuni dei sottoinsiemi non
modifica la valutazione sugli eventi degli altri sottoinsiemi

> gli eventi all'interno di ogni insieme o7, potrebbero essere
dipendenti I
dipendent

» oy ={Aq} per ogni o ~ si torna alla definizione precedente
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Eventi Indipendenti

e ESEMPIO. Lancio di ndadi, D;; ="il risultato del j-esimo dado
e’ i=1,...,6, j=1 ... n; le partizioni
/,’\7
Py,....P, M7
’?Z Al

con P ={Dy,...,De}, sono indipendenti
IR S

e ESEMPIO. Ripetuti lanci di due dadi; al lancio n-esimo, A, ="la
somma dei dadi & 7", B, ="il massimo dei dadi & 5"

Ay ={An,Bn},n>1

" : e A, @ MO SDAD
sono indipendenti C [’\/O‘FG/W/{//OB/XJT/ (m szsff?‘@))
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Eventi Indipendenti

e (Q,.7,P) spazio di probabilita; (& )qer, con @y C .F per ogni
o € | (y sono insiemi di eventi), indipendenti

[‘Estensione”] se ogni 7, & chiuso rispetto a intersezioni finite,
allora (0(“))aer sono indipendenti

[‘Impacchettamento”] se (/g)gec, € una partizione di /, allora le
o-algebre

ﬂ‘ﬁ:cr(U%a),ﬁeJ

(XGIB

sono indipendenti

si puo estendere |'indipendenza agli eventi in o-algebre generate
e impacchettare insiemi indipendenti per ottenere nuovi insiemi
indipendenti
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Eventi Indipendenti

e ESERCIZIO. Infiniti lanci di una moneta: L U4

Q:{(LlLQ...Ln...)|L,‘: T o L;:C}

En ="esce T al lancio n", o({Er,---,En;..-}), (En)n
indipendenti, P(E,) = 1/2 per ma);

calcolare
P(E|N...NE}) per ogni scelta di E/ =E; o E/ = E;
P({w}) per ogni € Q
P(“T appare prima o poi")

P(“una data sequenza di T e C di fissata lunghezza k appare
prima o poi")
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