Leggi di Variabili Aleatorie
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Variabili Aleatorie Multivariate

e (9,.7,P) spazio di probabilita
X : Q — R" vettore di variabili aleatorie (va)

X & .7 misurabile se e solo se ogni X; & .# misurabile (p. 76)
per ogni x = (x1,...,xn) € R"” poniamo
Ix = /(xl,...,xn) = (_°°7X1] XX (_°°5Xn]

iper-rettangolo chiuso illimitato
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Legge e Funzione di Ripartizione

e Misura immagine/legge/distribuzione di X: per ogni B € %",
Px(B)=P(X € B) = P(X*(B))
probabilita su (R", #")

e Funzione di ripartizione congiunta (= cdf) di X: restrizione di
Px agli iper-rettangoli

Fx(x) =Px(Ix)
—P(X € Iy)
=P(X1 < x1,...,Xn < Xp)

per ogni x = (x1,...,xp) € R”, quindi Fx :R" =R
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Funzione di Ripartizione

e Proprieta di Fx
© Fx non decrescente: se (x1,...,Xn),(V1,..-,¥n) € R" con x; < y;
per ogni i
Fx(x1,....xn) < Fx(y1,---,¥n)

© Fx continua “da sopra”: per ogni (xi,...,x,) € R"

Iim Fx(yl,...,y,,):Fx(Xl,...,X,,)
Y1dX1,YndXn

© limiti: per ogni i fissato e per ogni
(Xla"-7Xi717XI'+15"'7Xn) € Rn_l
lim Fx(Xl,. . .,Xn) =0
Xj—r—0o0

inoltre

lim Fx(Xl,...,X,,):l
X100, Xp To0
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Funzione di Ripartizione

e Proprieta di Fx

© perogni a; < by,...

dove

, an < by

AL A@) (

a1,b1 az,bp "

A()bg(xla ) n):g(xl,.-.,b,...

(in posizione j-esima)

n)
Aa,,,anX >0

Xn) —&(X1,..0,8,..0,Xp)

© per ogni iper-rettangolo limitato | = (a1, b1] X ... X (an, by] con

aj < bj per ogni i,

P(X €l

—P(31<X1<b1, a,,<X,,§b,,)
1) A@ (n)
_A817b1 az,bs Aam nF
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Funzione di Ripartizione

e Proprieta di Fx
Q per ogni x = (x1,...,x,) €ER",
P(X € Int(lx)) =
:P(Xl < X1,...,Xn < Xn)

- lim FX(Yl;--an)
yitxi,...ynTxn

@ per ogni x =(xq,...,x,) ER"
P(X € Fr(ly)) =

=P(X; < x; per ogni i, esiste j tale che X; = x;)

=Fx(x1,...,Xn) — lim Fx(yi,---,¥n)
leX17~--7ynTXn

dove Fr(B) = B —Int(B)



Funzione di Ripartizione

e Osservazione:
P(X = x) > 0 massa concentrata in x = (xy,...,x,) € R”
(4), (5): se Fx continua in x = non c'é massa concentrata in x
P(X = x) =0 per ogni x € R” A Fx continua in x
(6): discontinuita di Fx in x < P(X € Fr(lx)) >0

la situazione si semplifica nel caso univariato n = 1:
discontinuita della cdf corrispondono a masse concentrate
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Funzione di Ripartizione
e Teorema: per ogni funzione F : R" — [0, 1] che soddisfa (2), (3),
(4) (nota come funzione di ripartizione congiunta)

esiste un'unica probabilita P su (R",%") tale che

per ogni x = (xy,...,x,) € R"

esiste un vettore di va X su uno spazio di probabilita (Q2,.#, P)
tale che Fx = F

e Quindi
ogni prob. su intervalli si estende unicamente ai Boreliani

si pud specificare una cdf senza indicare lo spazio di probabilita

100



101

Funzione di Ripartizione Univariata

e (Q,.7,P) spazio di probabilita, X va; la legge di X ¢é

Px(B)=P(XY(B)=P(XeB), Bec%

Px & un probabilita su (R, %)

e La funzione di ripartizione di X, Fx : R — [0,1],

Fx(x) = Px((=oox]) = P(X € (—eo,x]) = P(X <x) xR



Funzione di Ripartizione Univariata
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e Proprieta della funzione di ripartizione

@

@
Q
Q

e ©

Fx non decrescente
Fx continua a destra

se x <y, P(x< X <y)=Fx(y)— Fx(x),
P(X >x)=1-Fx(x)

P(X < x)=limyx Fx(y) = Fx(x—)

P(X = x) = Fx(x) — Fx(x—) = discontinuita di Fx
corrispondono a masse concentrate



Funzione di Ripartizione

e Dueva X, Y tali che Fx = Fy, cioé Px = Py, hanno la stessa
legge, scritto
X~Y

da un punto di vista probabilistico, X e Y sono uguali
se X =Y q.c. allora X ~ Y ma non viceversal

ESEMPIO. X =14 con P(A)=1/2, Y =154
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Distribuzioni Marginali

e Distribuzioni marginali

» la marginale univariata di X; si ottiene con

FX,-(X): lim Fx(Xl,...,X,'_1,X,X,'+1,...

Xj—roo, jFEi

» se JC{1,...,n}, la marginale congiunta di
X, = [X,', I € J]

si ottiene con

FXJ(X;,iEJ): lim Fx(Xl,...

Xj—rtoo, jEZJ
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Dipendenza e Leggi Marginali

e Teorema di Sklar: dato X va esiste una cdf
C(u):10,1]" — [0,1] (la copula di X) con

c@,...,ui,...,1) =y, i=1,...,n

tale che
Fx(x) = C(Fx,(x1),...,Fx,(xn))

per ogni x = (x1,...,%,) € R";
C ¢ unica se Fx ¢ continua

le marginali di C sono U(0,1)

la legge congiunta si disaggrega nelle marginali e nella copula (=
la dipendenza di X)



Variabili Aleatorie

e X va con cdf Fx

S={xeR"|P(X =x) >0}
={x € R| Fx discontinua in x} caso univariato

S é discreto

Lemma: (2,.%, P) spazio di probabilita, (Aq)qes @ due a due
disgiunti con Ay € .7 e P(Ag) > 0 per ogni o = | & discreto

e Osservazione: quando n > 1, le discontinuita di Fx possono
essere pitt che numerabili
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Variabili Aleatorie

e X va con cdf Fx
S={xeR"|P(X =x)>0}
={x € R| Fx discontinua in x} caso univariato
e Sad=Y,sP(X=x)e€][0,]1]
X discreta: A =1
X continua: Fx continua = A =0, (5=0)

X mista; 0< A <1
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Variabile Aleatoria Discreta Univariata

e Va X discreta: insieme dei valori x1, x2,...,Xp,... finito o
numerabile

Fx costante tra due determinazioni successive

massa di probabilita pari a P(X = x;) = p; in x;

spesso si assegnano direttamente i valori xq, x2,...,Xp, ...
masse p1, P2,---,Pn,--- CON
pi=0, Y pi=1
i>1

allora & una cdf

Fx(x)= Y pi

iixi<x

inoltre per ogni Boreliano B, P(X € B) = ¥;.,.cg Pi

108
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Variabile Aleatoria Discreta Univariata

e KSEMPIO.

» X =c q.c. degenere
» X =14, P(A) = p; X ~Bernoulli(p)

» X ~ Binomiale(n,p) conn>1,0<p<1

P(X =)= (7)pi(1p)”_i,i:O,...,n

X = numero di successi in n prove indipendenti ed equiprobabili

» X ~ Poisson(1) con A >0

P(X:i):e—li i=0,1,2,...

i’
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Variabile Aleatoria Discreta Univariata

e ESERCIZIO. Siano Ey, Ep,...,E,,... eventi (prove) indipendenti
ed equiprobabili con P(E,) = p per ogni n

trovare la distribuzione del numero di insuccessi X prima di
vedere il primo successo (distribuzione geometrica)

trovare la cdf di X (usare | x| = massimo intero < x)

trovare la distribuzione di Y}, numero di insuccessi prima di
vedere il k-esimo successo, con k > 1 (distribuzione binomiale
negativa)
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Variabile Aleatoria Continua Univariata

e Va X continua: la cdf Fx & continua
» quindi P(X = x) =0 per ogni x € R

» caso particolare: X dotata di densita fx se Fx & assolutamente
continua, cioé esiste fx : R — [0,4o0), integrabile, tale che

FX(x):/);fX(u)du, xeR

> notazione: funzione densita di probabilita = pdf

111
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Densita di Probabilita

e Va X assolutamente continua
spesso si assegna direttamente la pdf f : R — R integrabile con

o0
f(x) >0 per ogni x € R, / f(udu=1

—o0

allora
X

F(x) = f(u)du, x€eR

—oo

é una cdf (assolutamente) continua

inoltre per ogni Boreliano B, P(X € B) = [z fx(u)du



Densita di Probabilita

e Proprieta della densita: X va con pdf fx e cdf Fx
[Densita da funzione di ripartizione (I)] se fx continua in x € R

() = S5 ()

e quindi

P(x < X <x+A)=Fx(x+A)— Fx(x)
=fx(x)A+o(A)
%fx(X)A

("o piccolo”: ogni funzione tale che o(z)/z — 0 se z — 0)
[Densita da funzione di ripartizione (I1)]

_ dfx

fx(x) = I (x) q.0.
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Densita di Probabilita

e Proprieta della densita: X va con pdf fx e cdf Fx

[Unicita] fx & unica q.o., cioé g & un altra pdf per X se e solo se
fx =g q.0.

in particolare, si pud alterare arbitrariamente fx su un insieme
discreto ottenendo una nuova pdf per X
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Densita di Probabilita

e Proprieta della densita: X va continua con cdf Fx

[Derivata e densita] se Fx & derivabile con continuita tranne che
su un insieme discreto

LX< X< X <X <. < XxXp< ...,

cioé dF
X !
——(x)=Fx(x)
dx
esiste ed é continua tranne che per x=...,x_1,xp,x1,..., allora

F5 € una pdf per X (definire arbitrariamente F} sugli x;)
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Densita di Probabilita

e LISEMPIO.
X uniforme su (a,b) (con a < b); X ~ U(a,b)

fx(x)= se a < x < b; 0 altrimenti

b—a
distribuzione gamma, X ~ Gamma(ca,A) (con o > 0,1 > 0)
A(x
fx(x) = ——x%1e ™™ se x > 0; 0 altrimenti
() & la funzione gamma:

T a1 2
M) :/ x% e ™M dx, o>0
0

(alcune proprieta: T(1) =1, Na+1)=al(«a))
X esponenziale, X ~ Exp(1) = Gamma(1,1)



Densita di Probabilita

e KESEMPIO.

X normale di parametri i,062; X ~ N(u,c?)

1 1 ,
Vanor P T2 M)

(P[.L,O'Z (X) =

e ESERCIZIO. X ~ Exp(A)
trovare la cdf di X
AX

trovare la distribuzione di Y =1—¢~

trovare la distribuzione di Z = X7 con y> 0
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Densita di Probabilita

e ESERCIZIO.

X ~ N(u,02); trovare la pdf di Y =eX (distribuzione
lognormale(u, 62))

trovare una formula per la densita di Y = g(X) se X ha densita
fx e g & strettamente crescente o decrescente



Legge di una Variabile Aleatoria

e Mistura di funzioni di ripartizione

se F1, F> sono cdf, allora tale &
G=AR+(1-1)F

per ogni 0 < A <1 (mistura di Fy, F> con pesi A,1—1)

se Xy, X5 sono va con cdf Fyi, F, allora G ¢ la cdf della
“lotteria” Y in cui si riceve Xy con prob. A e X5 con prob. 1—A
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Legge di una Variabile Aleatoria

e Mistura di funzioni di ripartizione

costruzione: sullo spazio di probabilita (Q2,.#, P) su cui X1, Xz
sono definite, sia A€ .%#, P(A) = A, A indipendente da X1, X; e

X1 seAeV

Y=14-X1+157- X0 =
ATALT AT {Xz se AéF

se entrambe Fi, F> sono discrete (continue) = G & discreta
(continua); cosa succede se F; é discreta e F, continua?

e Si estende al caso di n cdf (o un numerabile/continuo)
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Variabile Aleatorie Miste

e Variabile aleatoria X di tipo misto: né discreta né continua
siaS={xeR|P(X=x)>0},con0<Y, csP(X=x)=A<1
parte discreta di Fx:

Fa)= ), PX=y)= Y (Fx(y)—Fx(y-))

yeS,y<x yeS, y<x
= Fq =1 Fg & una cdf discreta

parte continua:
Fe(x) = Fx(x) = Fa(x)

= F - /IF & una cdf continua
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Variabile Aleatorie Miste

e Variabile aleatoria X di tipo misto: né discreta né continua

quindi _ N

Fx =Fg+Fc=AF;+(1—21)F,
spesso si assegnano direttamente i valori xq,...,Xp,... € le masse
Pl,---,Pn ... CON

pi>0, Y pi=i<1

i>1

e la "densitd” f : R — R integrabile tale che

+o0
f(x) > 0 per ogni x € R, / f(x)dx=1-1<1

—o0

e si definisce direttamente la cdf

Fx(x)= Z p,-+/_); f(u)du
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Variabile Aleatorie Miste
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e KSERCIZIO.

Edificio dal valore di 100m€ soggetto a rischio incendio;

con prob. 50% non c'é incendio; con prob 5% l'incendio
distrugge I'edificio completamente; con prob. 45%, il danno da
incendio ¢ distribuito uniformemente tra 0 e 100m€

trovare la cdf del danno X

X danno totale di un portafoglio con distribuzione Exp(4);
cessione in un trattato riassicurativo stop loss con franchigia d e
limite / (con /> d)

Y = min{max{X —d,0},/—d}

trovare la cdf di Y = perdita ceduta al riassicuratore



Variabili Aleatorie Multivariate

e Caso discreto:
(i)

tutte le variabili sono discrete: X; ha valori x; ...,
massa di probabilita congiunta: per ogni ji,...,jn

1
P = PO =X, Xy = )

basta assegnare

pjh 7.in Z 0 per ogni .jla e 7.jn

Z Pji,ijn =
1;--

J

e la cdf congiunta ¢

FX(Xla"'7Xn) = Z Pji,....jn

(11)§X1, X7 )an
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Variabili Aleatorie Multivariate

e Proprieta della massa di probabilita congiunta

[Masse marginali] si ottengono sommando rispetto agli indici
delle variabili rimanenti: la massa di prob. di X; ¢

PXi=x)= Y, Piri
jla cee ,jn
————

tutte tranne

e ESERCIZIO. Trovare la legge congiunta del minimo U e
massimo V di 2 dadi
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Variabili Aleatorie Multivariate

126

e ESEMPIO. Distribuzione multinomiale: n prove indipendenti,

ognuna delle quali pud avere k esiti mutualmente esclusivi con
prob. p1,...,pxk >0, p1+...+px =1, X; = numero di volte in
cui si verifica I'esito i

| . .
POXL = jto o Xk = k) = Pl Pl sejit . Aji=n
J1ie-Jk:
=0 altrimenti

le marginali sono Binomiali(n, p;)



Variabili Aleatorie Multivariate
e Caso continuo: la cdf congiunta Fx € continua,
P(X € Fr(ly))=0

per ogni x = (x1,...,%,) € R"
ogni marginale é continua (non viceversal)

tipicamente, nel caso assolutamente continuo, si assegna una
densita congiunta fx : R" — R, integrabile, tale che

fx(x) >0 per ogni x = (x1,...,Xx,) € R"

/Rn f(x)dx =1

Fx(x):/X1.../:: i (u)du

—oo

e allora

& una cdf multivariata continua
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Variabili Aleatorie Multivariate

e Proprieta della densita congiunta

[Densita marginali] si ottengono integrando rispetto alle variabili
rimanenti: la densitd marginale di X; é

fX,-(X) = /]R i fx(X]_,...,X,',l,X,X,'+1,...,Xn) dX]_,...dX,,
n N———

tutte tranne x

[Densita da funzione di ripartizione]:

dFx

fx(x) = m(x) q.o.
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Variabili Aleratorie Multivariate

e ESEMPIO. X, Xi,...,Xp ~U(0,1), Y =#{1<i<n:X;i> X};

(X,Y) sono una coppia con X continua e Y discreta

e ESEMPIO. N n. di sinistri, S danno totale; (N,S) ha
distribuzione mista

e ESEMPIO. S > 0 prezzo di un titolo con distribuzione continua,
X,'Y payoff di due opzioni con strikes K1, K> su S con stessa
scadenza; (X, Y') ha distribuzione mista
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Indipendenza di Variabili Aleatorie

e (9,.7,P) spazio di probabilita
(X«)aer va sono indipendenti se sono indipendenti le o-algebre

(6(Xa))ae

per ogni & € I, 2 € un insieme di va
(Z«)aer sono indipendenti se sono indipendenti le o-algebre

(o(X, X € Za))aci

le va in ogni 2 potrebbero non essere indipendenti; in
particolare ogni 2y potrebbe essere un vettore di va
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Indipendenza di Variabili Aleatorie

e (Q,.7,P) spazio di probabilita, X = [X1,...,X,]" vettore di va;
le seguenti proprieta sono equivalenti

@ Xi,...,X, sono indipendenti:
P(Xi € B1,...,Xn € By) = P(X1 € By)---P(X, € By)

per ogni By,...,B, € A

@ per ogni x =(xy,...,x,) ER"

Fx(x) = Fx;(x1) - Fx,(xn)



132

Indipendenza di Variabili Aleatorie

e (Q,.7,P) spazio di probabilita, X = [X1,...,X,]" vettore di va;
le seguenti proprieta sono equivalenti

@ [Caso discreto] per ogni ji,...,jn
1
P =Py i)
dove p}i) = P(X; :xj(i)) é la massa di prob. marginale di X;

© [Caso continuo con densita] per ogni x = (x1,...,x,) € R"

fx (x) = fx, (x1) - - x, (xn)



Variabili Aleatorie Multivariate

e ESERCIZIO. Esponenziale bivariata: per —1<a <1

Fxy(x,y)=(1—-e)(1-e”)1+oae ™), x>0,y>0

@ verificare che si tratta di una cdf bivariata

@ verificare che le marginali sono esponenziali standard
© mostrare che X, Y sono indipendenti se e solo se & =0
@ trovare la pdf congiunta

© determinare la copula di (X,Y)
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Variabili Aleatorie Multivariate

e Normale multivariata: X = [X,...,X,]" & normale se per ogni
z=(z1,...,2zp) ER"

Z]_X]_ + “e —I'_Zan

é normale univariata (una va degenere & normale di varianza 0)

tutte le marginali (univariate e multivariate) sono normali
ogni trasformazione lineare & normale (univariata o multivariata)

se non esistono (z1,...,2,) non tutti nulli tali che
2 X1+...+2,X,=0q.c., lapdfdi X ¢

() = (2m) 2 den() 2 { x0T M- ) |

(con u vettore e ¥ matrice di rango pieno)
X sono indipendenti <= ¥ & diagonale
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