
SOTTOALGEBRA DI CARTAN E CARTAN WEYL BASIS

Data alg di Lie G un elemento aEG si

dice semisemplice se ad a è un operatore semisemplice

cioè DIAGONALIZZABILE

Una sottoalgebra TORALE ACG è una

sottoalgebra i cui elementi sono tutti SEMISEMPLICI

Una sottoaly torale t è sempre ABELIANA

Dia Se non lo fosse 72ft con un autovett yet
questo perché ad a If nonsarebbe la matrice nulla
e guidi esisterebbe unozioAto del suo polinomio caratteristico

Allora si avrebbe x y Xy Ato
Sullo spduedm spennato da x e y y agisce
come Ty se Ay Ty97 0 che è rappresentato

da matrice 98 niepotente e nondieg

y non è semisemplice 1

adla con att sono simultaneam diagonalizzabili



Consideriamo un'alg di lie semplice

La sua sottoalgebra torale massimale èchiamata

la SOTTOALGEBRA DI CARTAN HCG
tic oh ha EH Che ha 0

massimale nel senso che non esiste una sottoaly torale
che contiene H

Ladim della sottoalg di Carton r è detta RANGO

dell'alg di Lia G

Posso scegliere una base 111 H di H

Consideriamo la rap aggiunta H
sono operatori lineari su G che commentano tra
loro inoltre H è una sottoalgebra
TORALE cioè tutti i suoi clem sono semi semplici e

quali ad h è diagonalizz thete

Hi possono essere diagonalizzati simultaneamente
Hi Ex α Ex Per ora deg 2 2 non

è fissata

α α 2 sono autovalori di vett E rispetto agli
op lineari 41 H



Siccome H è massimale α 0 Inoltre Hi sono
autorett relativi a 0 0

Perogni algebra di Lie G semisempl esiste sempre una
sottoaly di Carton nontriviale

Infatti ogni elem di G ammette una Jordan decomposition

AEG a astan con Asian 0 as semiserlice

e an milpotente Se a fossenilpotent taeg
l'algebra 4 sarebbe nilpotent Ma allora bt.i.to Kla b D

cioè be IIII K deg G nonsarebbe semisempl

Siccome tutti glielementi di Il commutano

tra loro essi possono tutti essere simultanea diagonettati
infatti una voltadiagonalizzati te ogni loro combinazione

lin è diagonale

h Ea α h Ex
Autovalorerelativo ad operatore adchi

α h E e dip linearm da h Slittare
α è un FUNZIONALE LINEARE sull LE 714

La REG h se 21472 then Lo reg Thise 0these
autosp con autovel α

Denotiamo l'INSIEME DELLEROOT con Δ



La forma di Killing k ristretta ad Lo è non degenere

La e sono ortogonali rispetto K a menoche B 0

Dima Decomponiamo G in autosp per Il G Logala
Se atla belp e LEI abbiamo

h Klaib RCThia b K a hib B4 Kaib

Se BIO Rca b D Latte se BF α

Inoltre ALEA taela thelo e th'EHELo Krondeg

Ch Kla h K ha 4 RLaith'in K 9,0 10
Siccome 74th tu Ch'Ito Klain 0 fatta KLEA thel

Qto implica che Rico è non deg altrim 74Elo t.c.klh.li

othELoma allora 7h tic Rise 4 0 frEG contraddicendo

che k è nonoleg

La La Latp and if β Δ then LaLp 0

Dimm h Taib hia b a hib 4 BCG Taib

cioè ai b to è un autovett d H con autovalore XP
Ma se β Δ questo non può avvenire e

qua Taib 0



K ristretta ad H è non degenere

Dim Poiché RIL è nondg Lo è un'algadi Lie
at Lo a Astan In 71 ad a 0 adlasintadlals.no

as 47 0 Tam4 them Qs anelo
Siccome Il è sottoalfitorale massimale as EH And se

contiene le parti semisemplici di tutti gli elementi di Lo

Ora proviamo che Rise è non dg assumiamo perassurdoche74th

tic Klh h o th eh

Prendiamo a astan E Lo Allora ad4 ad an è nilpotente

poiché hian 0 equali ha traccia nulla kChiamto

Inoltre as EH Klhias 0 KChia D fatto

equali k sarebbe deg.su Lo ma stofalsificaautodim sopra

71 Lo
Dimm Lo 71071 dove Ht è il complementoortogon risp K
H è composta da clem nilpotent
It è un idealedi Lo EH atto Cia EH perché

there R h Taic R h a c 0

In particolare 71 è un'algebra di Lia TGCITEN di

elemnilpotent Rise 0 RICIC
_Yigiie.FII upPreso CEM KIC c1 0 talent

KCCh 0 there
KIC a 0 fatto

Lo H c O fuchi Rigerondy



Se α ED α E Δ cioè Ex sit h E h E α

Dimm Se ciò non fosse vero allora Ex sarebbe a tuttirettdibased

K Ex h 0 there

RCE Epl 0 β α inclusoBea
Eato oppureRoly
entrambe violanoipotes

K bilineare simmetrica e nondg su H campo C

posso scegliere base H Hr A

K Hi Hi dii Ata base è
definita a meno
di solr rotations

G 71 Eta
Inoltre poiché k è non deg possiamo usarla per costruire

un ISOMORFISMO HEH tra l'alg diCartan e
il suo spazio duale 71 sp.difunz.lin.su te

per ogni root α ha Eth t.ci

k Chi ha α h the te

ha citti CI KCHI half α Hi α hai dihi
SescegliamobaseHion Isola

perH
vedi alla fine base a n



Dati LED aela beh abbiamo

a b bla b ha

Inoltre La La Cha
Ding La La EH Dati hell aela bel_α
Klh aib KIThia b h Rlaib K h ha Kla b

k h Klaibha K h Taib blab ha 0 these

Siccome Rise è nondy Taib Klaib ha

R ha ha Cha 0

Ding Possiamo riscalare a b inmodo da trovarli tic Rlab L

pergli abbiamo ai b ha Inoltre ha a Cha a

hab αCha b Se fosse αCha 0 avremo che

a b ha spennato una sottoalg nilpot e ha risulta

essere rappr da una matricevilpotente lie'stheorem ma batte

a qualidev'essere anche semisempl ad ha 0 ma ha to

se hafosse O R ha 4 α h Ah ma allora α 0 1



Esistono elem ExELa E EL α Ha EH che soddisfano

le regole di commutazione di se 2,6
Dima Definiamo Ha Ex E a LKLEXIEL ha
Normalizziamo Ea Ea tic R ENEL

p a
Ha ritira

Allora Ha Ex α LI Eazàpihita Ex

Ha E α Ex

La killing form definisce un prodotto anche su let
α B E RCha hp α hp βCha Kid β Ha

In particolare 2β Ha 2 12 2 2 BIX

Data una root α sla 24 Ex Ex Ha
Possiamo allora decomporre 9 in somma diretta

di inep di sla 2,4 G Vr
Glihighest weight states sono autorett anche per te

Dimm Highestweightstates aEG Ex a 03 0

Preso hell Ex h a Ea 4 a 4 Ex a 0

h a E U Siccome gli h sono diagonalizzabilisimult
possiamo trovare una basedi U di autorett di 7.4



Dato un highestweightstate j esso genera una inep 2j.tldim

Se abbiamo 1J applichiamo J 731171157 e leggiamo jedin

Prendiamo sla 214 I suoi highest weightstates 1J sono

1 Cartan hell tic α h 0 Ex 4 α 4 Ex

gli generano un SINGOLETTO diSla2,4 infatti
E α h α 4 E a 0 e inoltre Ha h O h dm 0 1 1

2 Root vectors Ep tic α B Δ equali ExEp 0

Siccome Ha Ep EH E 5 β H
dim 2pA 1

Una di queste irrep è l'alg slal24 stessa

Abbiamo in particolare dm che quando Ex EB 0

28 Hal 2 E IN

Vale più in generale che

L E I LIBEA

Pimm Una generica root β appartiene a una d string che

parte da un certoβ cioè B B RX con KEIN Allora

ZIP ZEKE LEE 2k 71



Siano α BEA Epelp e sta 214 Span ExHa Ex

Ep farà parte di una IRREP finito d'm di sla 2,6
Ha Ep BCHa EB MEB

PEIN tic ad E Ep α ad E ÉTÉ 0

EIN t.ci ad E Ep α ad E a
Egg

0

m j p s a

2 1,1 2 β Yp 28 Ha 2m p g

Iato numero da info su pe q

P 9 tic Btpα e β 92 sono ancora not
ma β palla e β 9 1 α NON sono roots ExLapa 0 EaLpg
La successione

β 92 β q 114 β β p 1 α β pa
è chiamata α string attraverso β



Per ogni root α dimLa 1

Inoltre se ED CLEA c 11

Dima Consideriamo Ma piÉglpet
α

Qta è una rap di sla2,4 e i pesi sono INTERI

siccome Ex B C Latp CHE 1

Ex Ha F EI TEX La CL CINA
Ha La CaCHa La che Ha Ha 0

Vediamo che l'unico autovettore di Ha in Ma con

autovalore zero è Ha stesso Inoltre tutte le

irrep di sl 214 con pesiINTERI hanno un vett con peso zero

Ma è una rap IRRIDUCIBILE

infatti se fosse riducibile Ma si scomporrebbe in più di
una inep con pesiinteri e quindi ci sarebberopiù di
un vett con peso zero

Ma Sla 2,4 perché slalia Ma ed è irrep
Ma CHI La La perognirootα ca è

root se esolose c 11

dimla 1



Se α B ABE Δ allora La La Latp

Dima Data BED consideriamo tutte le possibili root

del tipo Btk α con K 7

Def.Pp tzLptka.Qtosp è una rep di Sla 2 0

Il pesosotto Ha di un vett in Lana è Bta Han βHalt K

Qti numeri sono tutti distinti e sono o tutti interi tuttisemiinter

Pp è una IRREP di Sla 214
In una irrep di sl 214 se u è t.c.EU Du

e si sa che 1 è un peso allora tu è un vett dipeso1 1

Sia LEA se BED è nonvuoto e Ep tic HaEBIEGHIEB
Se PALEA allora BA Hx β a 1 Epa è weightstate
con peso βHa 1 e quali è generato da Ea cioè

2 TEX LA 1

L'intero BIO E ELI 2βHa è chiamato Carton integer

CBla è lineare in β ma non in α



Si ha che k hihi 4 α h hih 71

Dimm Per h liete ad 4 ad li 0 possono esserediag simult

ad 4
nu

froot adchi acuil

KChili Eftr ad 4 adch o HEdh1achil.y

r 8 KCHIHI 8 Ed Eald1
con 121 È L

rimane libertà di fissare normalized 8 di killing form fissare 8

vuoldire fissare la normalina delleroots 8 EIIIII.IE IIsiigetresceledandso
theireigenvalues

α B E K haihp α hp α BiH β

e 1 12 12 α



Le roots generano 11

Dima Se La fosse un sottosp vett proprio di H

allora EH A c α h 0 KLEA ma allora

K hit Ephk h 0 there e k sarebbe deg.suH

Se prendiamo V Rho sp vett realegenerato dai ha

la killing form su è def positiva

Dimm Per una root β
β B KChp.hr EgChp

2

Ef4IBt 2Ea
Nell'ultimauguaglianza fa anche α è not and ta scelgo

dell'nots

una delle due inoltre α B α B 2

Ep BIBI E 4 1 HBYEIN

BCha 1
BCHEL EQ RÉLI

Prendiamo heVILLAha h Eeaha AER

KChih EICH EEE GIGI
ER



Possiamo collezionare le regole di commutazione
di tutti i generatori

Siccome dimla 1 La Span Ea

Per ogni root α ma Ea def a meno di normalizzazione

roots dimG dimH d n

Base H i h.ir e Ex ED

Regole di commutazione

H 1H 0 Cartan Weyl
H E α E BASIS

Nap Extra se α BED
Ex EB

24 2
24 se α β

Napsome
O altrimenti



ESEMPIO sl 3 4
Consideriamo l'alga di Lie

Alg di Lie di
se 3,6 AE Max E tra 0 E come

forma reale
dim5113 4 8

Scegliamo come base di generatori
0

1,1 01,10 1,1 o

74 TS TE 7 78
H è data da matrici diagonali traceless

H 1 E

Troviamo le matrici ad T

T T 0

T T 0

T T 101,1 13 1 1 2 2T

T 54 2 9 o 2T

TI T 1 1 t

T T T

T T 1 7

8 58 Nota ètraceless
6 0 0

èmat
inrepAdj

adit o



Alla stessa maniera possiamo calcolare

L

Vediamo che sono già in forma diagonale cioè

T 58 sono autovettori di TI e T

2122 221 1 22111112 1112 2 1

Ex ENIT EFT EETSIE.IT ExFT EjT8

ci sono 6 roots per Sls Inoltre dmLa 1

Possiamo calcolare il loro prodotto di Killing se S

KIT T Tr adT'f 4 4 11171 1 1 12 68

KIT 7 12

KIT T Tr ad Thad t FÉIN
Vediamo che la matrice II è non degenere

Possiamo diagonalizzare questa forma quadratica

H ft H2 IT T 2T Normelito Te prendounsecondo
vett secondoK at



Verifichiamoche H'e H sono f c K HIHI 81J
KLH H 1K TTT 1

KCH H RCTIT 4KITTY 4RITIT 4 1

KCH H gg RCTIT 2RCTIT 2 1 0

Fissiamo 8 3 in atomodociverranno roots con 1 12 2

HEET
1
10 HEE 77252 11

2

Le roots sono ora date in pta base α 2 H 01H da

casi E o LEIA LEIE IEEI CEIE EIE
T TS T

α α α
t

Usiamo H e H come base da ora in poi
α 21H

In particolare ad H Ehm ada Ep

Vediamo ora La Lp Latp
Peres T T T Ex E L

RIO LEIE FIE

Quali sono gli ha ha def da Rlhiha h mi ha atti
han EH 0 E 110 210 T

hai EH EH
1
1 12 01

2

Khanhan KITTY 2 4Chan α EH 2



Verifichiamo aib Kla b ha con afta bela
Eames TTT o 900 1 ha

Calcoliamo adLE eadCE FEE.ae
E H RE E H RE
E H7 0 TE H O

E Ex 0 TE E EH

E E EH

È cEx Ex Ex

TE E O TE.IE Ea

E È 0 EL Ex Exa

E E E Eα Ea 0

adleak adle.ato

o o o o1 1

KleanEx 1 tr ad E adE I 2 0 2 0 0 11101 114



Ea Ea Ha Là soddisfano Ea Ea 2ha THIEL È
algebra sl 2,4

È D ha 2 tieni 2H
Ha E ha Ea 12 α ha Ea Ex

di.dz RChan ha k EH EH EH 1

α Char 41 1,47EH 1

152,0 FE 1

In particolare 24147 2 22 1

Prendiamo sla 214
Highestweight states sono aeg tic Ean a 0

Essi sono autoritt d H

Nel nostro caso essi sono ELI E α Ex H

Vediamo loro autoral in Hanahara

Ha Ear 1 Ea tripletto

Han E a α ha α EH E 1ELE E

4Han Ex 14 han 1223 EH E ELEDEL 239
Han HUH 0 singoletto

doppietti

A



Applichiamo E α agli highest weights

E an Ean EarHan E α

E an E α E α E α E A 0 E α ED

E an Ex Ea E 4 ELIO Ea Exa
Vediamo che abbiamo scomposto la rep adj di se 3,6
somma diretta di inep di se 2,4
8 10
CH'IOCEan Han E α E α E0370 Eas Ea

Verifichiamo che R 4,4 Ègα 4 ALL

k alttbH a'HAb'H2 ad bb

aEadlatthbH α CH b'H 1 2 anch α Chi da42214 41414141

Fara fate b La Eb EatEb ETES
200 ad bb ao bb

Le roots generano H infatti tra i vett di 4 ce

ne sono due r 2 di nidip



SUMMARY
Cartan subalgebra H maximal commuting subalgebra

whose element are all semisimple diagon

Roots All 4 71 can be simultandiagonalised

A ROOT is an α EH sit JEEM with

h Ea h E HEH ED

Thesetof all roots Δ

La eigenspace of root α with dimLa 1

La La Latp if diBidtB E Δ

If LE Δ α ED

The roots generate Ht

Rootspace decomposition G HO La



killing form Rise is non degenerate

and ha
Isomorphism K 71

α ha sit KChab Ch these

on basis H H s.t KCHIHI dis

ha di i

La La Spaulha in parti a b Klaiblha

α B RChahp β ha α hp α BHI

β 1 121 1 1 2141

K hihi EEL 4 41h
r ÉKCHIHi 171212 we can fix 8 by

choosing normalisationofα's



Sla 214 ED sla 214 Span Ea Ea Ha
with Ha E Ex EH E 2Ha

Ha pitàn KLEAE_a
p a

2β Han 2 LI

If ExEp 0 Ep is highest vector

actingwith E α one construct a upof sta2,4

of dimension 2 1 with j sit adHa Ep JEB
j BCHa JEEIN 2β H E IN

In genere β 1

Commutation relations in Cartan Wey BASIS

H H 0

H E di Ea
Nap Extra se α BED

Ex EB
241,224 se α β

O altrimenti


