
ROOTSEMPLI.IS
rendiamo una base 91 Sr di 71

Ogni root può essere espansa nella base

È s9

La root α si dice POSITIVA se il primo numero 0

della sequenza M hr è positivo

Denotiamo con l'insieme delle root positive

Analogamente Δ α ED è l'insieme

delle root negative

Una root positiva che non può essere scritta
come la somma di due not positive è

chiamata SIMPLE ROOT di

Ci sono esattamente r root semplici α dr

cheforniscono una base di 71 dim dopo

Notiamo che

di α Δ se die α sono semplici

Pia di α Ki α ma di è simple di α

α di α di ma α è simile di α A



Ogni root positiva è una somma di simple roots

ogninot può essere scritta come È nidi
con nigoti o neo fi

Dina Ogni not positiva è una simple not o è una
somma di duenot positive nell'ultimo caso possiamo

fare la stessa affermazione per ognuno deidueaddendi
e continuare finché non ci fermiamo su simplenots

bisognafermarsi perché il n'delle roots è finito

Definiamo ora la MATRICE DI CARTAN Aij come

Aij È E
È una matrice con Aij 7 e Ain 2

La disug di Schwarz AigAji 4 per i
sei

Poiché di dj Δ E Exi 0 9 0

e da Xi α 0 i j

Aij e Aji sono o entrambi zero sedi α 0

oppure uno è 1 e l'altro 1 2 o 3



Nota

Ki 2 Kil 12,1 costij COSA III
e 0 1 E E

Se Ki 2 0 11211,3

Ando tutte le roots hanno la stessa lunghezza

l'algebra è detta SIMPLY LACED

ME 2 1 NE 24Th con β α

for LIB O M NDO

MN 4cos'Ap 3 cos'Ep 1 Metàβ α

IMI IN e 0,11213

α β E Δ con β IX L'α serie attraversoβ
ha al massimo 4 clem

Dimm β pa β p 1 α B β 9 α

con p q CBK 24 2 MEZ

Ora prendiamo E Btaa e riscriviamo la serie sopra come

8 ptald 8 α 8 pag 0 21 2 M 29 M'E

Il numerodellenot nella serie è pta 1 M 1 4 1



Definiamo ora la COROOT come il vettore

α

Aij di α E I

Un elemento particolare di Δ è la HIGHEST ROOT

essa è la not tic se cisommiamoqualsiasi rootsemplice

non otteniamo una root

tuttiglielem di Δ possono essere ottenuti

da per sottrazioni successive di simple roots

II ai di LEI ai ai ai ai EIN

Definiamo il COXETER NUMBER

9 1 Etai
e il DUAL COXETER NUMBER

5 1 Ehi



ES 5113,4

Facciamo una scelta di ROOT POSITIVE Perfarlo dobbiamo

scegliere una base per Ht
Di solito si parte dai funzionali ai che

associano allamatrice diagonale l'i esimo autovalore

Per es se h d'aria a e h a erchka
e 4 91 02

Usiamo lila la e comebase per 71 e scriviamo

le roots in gta base

Ricordiamo che

KCTY.AT 2122 221 22 11 1112 12 1151
ca T 1 a Te 01

1

Vediamo α scriviamo α tre lala es er est

21 T her T1 health li 12 2

T2 tre Tythe T e 1
bile 1 1

α en la

Andogam 62 492 es e α en E3 21 22

Le root positive sono pudi Δ α 22,23
Siccome 23 21 22 le ROOT SEMPLICI sow α 22



La comodità nello scrivere le roots come diff di ei
è che il prodotto tra le roots è compatibili con ciej dij

I

Possiamo ora definire la matrice di Canton

A 2 ij 112

simply laced algebra

di li liti hai te α hai R hai ha

hai Onicki dn.itnde.it

djChai Sje dj in Ojai i Sjenite

d Idi es eja ei liti

Possiamo anche capire perché tra le voots di 813,4
troviamo ditta ma non 24 22 Infatti

p g 21 1 p 9 1

Partendo da Ea chi lowestweight cioè E 2 Ex 0 9 0

possiamo aggiungeresolo p L volte Ear



BASE DI CHEVALLEY

Una volta che conosciamo la MATRICE di CARTAN

possiamo ricostruirà l'algebra

Ad ogni not semplice di associamo tre generatori

li Eri fi E ai ti 3 2H

Le loro regole di comm sono Thai
hi t 7 0

te e Aji e
ti f Ajif
ai f dij ti sommasu indiciripetutièsottintesa

I rimanenti generatori vengonoottenuti attraverso
i commutatori con lei f tenendo conto che

Adle Aie 0

Ad fi Asif 0



WEYL GROUP

Per ogni α E Δ introduciamo un'involuzione sa su 2

Sa B β 2 2 α
β

riflessione rispetto all'iperpiano perpendicolare ad α
sa d α e Sa B p se αB D

Il gruppogenerato da queste riflessionitsi chiama WEYLgroo
E ungruppo FINITO

Il prodottoscalare C 1 è invariante sotto W
β 241ha 8 214 PN 21 1 0 21 11814411,111214

β 8

W manda roots in roots

Ding Sia LE Δ mi associamo sla 214
Sia in un autovalore di JaeHa su autovett IB

MEp HaEp CHE Ep α B Ep

2m 2 1 E 7

Se MIO un altro autorett con autoval m tale
vett è Eptex per 9che l 7 Quali

2m LIB 2m Bild II 21 1 2 1
È β è una root anche lo èanche Bild B LIESB 11



Spt Srep con r una riflessione

Dimm rspr X Sp Fict r Ncd FI NCD B

IIIIIFI esami

Sai Si simple Weyl reflections

Esse mandano POSITIVE roots in POSITIVE hoots

con la sola eccezione sai di di

eat sia
Edt se α di

di se α di

Dini 2 3 44 Kito sia E gg j
kidi It

Se α di allora tic Kj o 70 Sid non puòessere negativa

W è un esempio di COXETERGROUP

si 11 sis sisi se Aij 0 e

Isis 1 dove mi

Si dj α Aji di



W è generato dalle simile Weyl reflections

Dim Prendiamo BEH β È nidi Niels

Definiamo l'altezza e B Ehi
Se β non è semplice e B 1 È almeno una simpleroot

α tic 2 70

Sj B ha altezzaminore s β l'β 27,9 Il P

se PIÈ fosse 0 ti allora Bip EnidiB niki B 0

ma ββ 0 Assurdo

Riprendiamo BEA se EA lavoriamo con β vistoche SpaSp
se β è semplice Sp è una rifless semplice

se β non è semplice Si tic Be Si B è posrootcon l B al B

SeBr non è semplice continuano β Si Pn ha l B ECB

continuiamo e decresce finché otteniamo una notsemplice

O SirSiri 5 β B
Usiamo Srep r Sp r Sp r Sgt

Sp è generato da riflessioni semplici ABED

Per simply lacedalg tutte le roots hann stessa LUNGHEZZA

possiamogenerare tutte le not partendo da una e applicando

il gruppo di Weyl ri preserva le lunghezze

Se le roots hanno lungh diverse houn'orbitain ognilunghezza
cioè al massimo due comevedremo



Esempio G sl 3,4
r 2 α e da root semplici

012 2143 Ma 3 5152
3
11 Sisess sassi

Elementi del gruppo 1 si sa sisi sisi sisi si 1201 6

Usesa 53

S d α si d dntda Sasa d di

saldi antde se d da Susi de di 22

Sa ditte 22 52 ditte di sise ditte di

WED a se in la dicere antaren es

vediultima si è dato da permutazioni di Cribils
lezione

Sales92 er er analogo sisi li la 92 e

Salez es en e 452 5152 92 93 93 91

Sally 93 92 e 5152 91 es 92 e

Possogenerare tutte le roots partendoda α e applicando W

S di 21 Si d ditta Sasald da 525152 a 42

sia d sassi a sesi sase di k da


