


= : = ze (n,x 2(x2 - x ,)(x2- 2x ,) + (xc+3x, )(x2+ xi)(xz+2x)x)

i= y:-
Ito:tz] as y(t : ti) =

C=> ( to t. (t. - +) (+, - 2t) · to (t,++b)(t +2 t) (+,+St) · t . (t,++)(t, +2+)(t,+3 t))

PARAMETRIZ .
per Ep(F)#t z(f) razionale es jy razionale

Dim .. Sing(F) =EF, ...,Fs] z fissiamo altri 20-3 panti j mensingolari
in ELF)eNot o=#Zela)

( Ssenza perdita di generalita possono supporte chemedipnetit
a

1
. Sing(f) No
2. Ef(F) e ispent Q2-, Radea sono in passioner
ammissibile rispetto a Fixperie Centrana

-15-



Metodo delle aggiunte :

Ad-1 :=[C/deg()=d-1 , mc(Fi) >Mi- 1 , F(Q;)=0 j=1,...,24-33
e come al solito stimiamo codim(Ad) · Abbiamo victo :

Condignone mc (punto) > m-10.F(punt) = 0 per batte devr. (m-1)-esine
che sen tante quarte i monomi di

CRAZONALE
PER IPOTEST

,
gredo m-2 = ISTARS BARs]= (M-2+2)= (m)

=> codim(Ad.) E (M) +(20-E(*1) + 20 -3
*

=> dim (Ad-1) = MJd-1 ,2) - codim/Ad)(e) (d+2) - ((d-2) - 2d+3
↓

-+2+2) - 2d+3

= 2d-2 - 2d +3 = 1

Vogliamo dimostrade de dim (Ad) = 1 . Quindi sir per assurdo dim (Ad) >2
allora possione aggiungere due punti of passages S,SzEZp(F)

new

singalei
A : =Ad-1e

S
= dim/h)0 = A++=(d)+h

-16-



Z (f) INTEGRACE -F IRRID = F2 D new houn fattori communi2d-3

d (d =1) [TaFp)[FIED) + [teED) + IIsuED
RtZe(F)nEaLp] WV j=1 ↳ I

Mi (mi-1) T -
PER DEF di PERCHE APPARTENGONO
Fe di Ades AD ENTRAMBE LE CURVE

=> d(d-1) milmi=1) + (2d-3) +2
MA NOW SONO SINGOGRI

RAZIONALITA-

↓(m) +2- 12(1) +2-1 = d(d1)-+2+- 1
=> d(d-1) &(d - 1) + 1 CONTRADMIZIONE

=> dim(Ad-1) = 1 => Ada fascho I Ad= (Span (GoGi))
Claim : Ad-1 Parametrizza I [UNTI di Ze(F)-[Fi,9;3

=

Partendo de -Ze(F) - [Fi
,Oj3 Siccone Ad , sicuramente

existe G : ze(f)
,
E Ad-1 tale che Gla) = o. D'altra parte se

Elf) intersecasse z(F) - [Fi ,Q j 3 in pin di un punto distinte
avrenno une contraddizione con Bezout come prima. - 17-



& 'alte parte partendo de unt(f). -Ade za

E (G) nz(F) =&Fi, 934T
Allona per Beaut :

d (d-1)=ItaliaFinta) =It=1
k=1- - H

=zmi (mi-i) = 2d- 3 = IT)
PERCHE TK T=293Raz . Ed-Y(-2) NON SINGOL ↑

Ed(d-1) - (2d -2) UN UNICO

&UNTO CHE

DIPENDE DA GD
-

zuindi il claim e dimostrato . Allone possian parametrizzere
ZelF) meno in numero fivito di panti utilizzando il sistema
linear delle aggiunte Ad_1 E rediamo come questa
paremetrizzazione e razionale .

cRestingramadapetafirza)eztata,i
-18-



cosi-acendo escludiamo i puntr impropri (finiti perce FIRRID) ,S
ed escludians 1 ulteriore punto zlaF) nFlaG1)
supporends che to to

, possiamo quindi viscalere to =1,
attenendo lo spagno

zlaF) e z/aGo + t . aGi) t = t(G)t 1

e finerabhiamososattatounnuma finto di punti
l risultati

R (y,+) : = Re LaF, aGo + t -aGi) eGu Eer correspondeno alla Prima
COORDINATA DEL FUNTI DI aF n/aGottaG)

R2(x,+): =Ry (aF, aGo +t . aGi)=fu Er 11 1 SECONDA
11 1l 11 "aEnlaGo+ taG)

Allora sia M : = d(d-1) e siamo :

Elo ello clo
Fi=: (1 : x: Bi) = : (2:i:j) a(g)=: (1 :p(t) :4(t)

EIk[t] EK[t]
- Ke war :

R
, (y ,t)=:bulty Ry(x,t)=It

- 19-



Con la informazioni che abbiamo sulle radici atteniamo :S mi(mi- 1) 2d-] 1 1

R , (y,+) =bm(t)·<y - xi) · Fly-(i) · (y -b(t)
i= 1 j= 12d-3& R2(x ,+) =Cm (t). /22-pi/milmi-1)./2 - U.2 . (2 - 4(t)
i= 1 j= 1

·aim : Plt) , ↑It) funzion RAZIONALl in t

Fer redeve questo possiamo struttare il fatto che il penultimo
coefficiente di un polimamio, i . e .

La traccia per IO

↑
le-ormule

di VIETE e la somma delle sue radici.=bm-j = ej(radici)POLI SIMM
OPERATORE CHE ESTRAE IL ELEMENTARE

CoefficienteDI
M-

- y
b
m- ,
(t)=[ym

-

J . Re(y ,+)= -br(t)[mi(mi-x+[vj+P(t)]
Quindi isclendodiilmente per N

=H(i
,(i)

p(t)=-+(t) -[i(j), y(t)=-+(t) - H(pi,5j)
bmht) 2n(t)

E quindi sono rapporti di poline intefunzion razionali -20-



Allene abbiamo attenutouna impropre
TOLTO
T DIV ZlaFinzlaG)

y : A-z -> zlaF) <A
?

coordinate

+-- (p(t),P(t))
* RAzcoNALDA

-

- iniettiva /per esercizno , segreQuesto fungrene e genericamento
sostanzialmente per costruznee perce +=HG) con zi(g)ENd-1
2 z(G) interseca ELF)-SF , 93 in un unico punto &= &(4)) :

#

IFroblema : greate wive algebrice piare di grado d ci sens
che passano per I punti dati in posizione generale per deged
Le risposta Rd,i la conosciemo gra

N = H(d ,2) SWEET Spot
, perchee la DIM del

Rd
,
x
=
I

· logo di curve deged prame, allowaE M =M(d ,2) anti
deno

aggiungere N=dim (PNCa
,2)

O I gener di passaggio affindt
I N >N(d,2)/ Sistema linear abbra dim()+o#A=[03=Z ! curra

PER GEOMETRIAT
1 VoeNo Non e un Numero Molto INTERESSANTEMENUMERATIVA -21-H



Problema : greate curve algebride prame RAZIONALI di deged ei
sono che passano per N punti in posizione generale per defed
Sia Re

,in
la risposta. PerchE gli M punti son in position↓

L genede
Se e razionale) =() => possiano assumere che C abbia
solo nadi semplici [i.c . punt simpler a conm(a) =2]= s = (&)
-

Ogni penlo SINGOLARE FISSATO corrspende a codim =3 , ma
to SINGOLARE NON FISSATO 11 11 Codim =3-2-1
-agi pers
Non e Did Un SISTEMA LIMEAKED &un P2di

Allone il logo delle curve deg=d RATIONAL ha dim possibilitar

↓(d ,2) -S=+) --3-2) =3
Allone fissiamo N =3d-1 . E abbiamo : Abbiano l condizione

e persoN <3d -1 di Sistema lincare permettendo
-

ai penti di muanensi, oraRid
,
N E NdEM N=3d-1 nou abbiamo pin ProEttIVAZZATI

di spazi vettoriali ,
abbiamo

10 N >3d-1 INSIEMI di dimensione Zero,
Undi INSIEM di Funtl . MA9
DI QUANTI RUNTI ?

-22-



#[Kontserich 195]Sia Na il numero di curve algebriche prame
RAZIONALI passanti per 30-1 punti di in posiz , generica per deged .
Allowa [Mazds , e univocamente determinato della ricorsione :

He =Z cabi ·((ab-(b)
Y

Esempo : (d
=2)

d=2 =a= nb= 1 =M2= 1 . N2 · 2 - Nz .[2-fe3 -2

=> Nz=1 => esiste un unica cubica ·

per 5 puntirazionale
in positione generate.

Escmpro : (d=3)
d =b=(a ,b) = (2 , 2), (1 ,2)=N= 2.N . 1 ·Ne . [(2 .2-(94) .2)

+ 1 . N2 · 2 . N2 [(941 .2- (
-23-



I

=>M=-(2) - 4) = 10 = == 12
10

10 ~

ovvero esistano 12 cubiChe RAZIONAL /inevitabilmente
tutte single) passants per 8 FUNTI in posignone generale

.

Esempo : (d=4)
d= => (a ,b) = (3 , 1) , (2 ,2) , 11 ,3)

(3, 27 : 3 . Ns . 1 .Ni[(i) ·3 - (5) -> 36 . [en - 28) = (-4)36
(2,27 : 2 .N . 2 .N2 · [( %) · 4 - (3) 47 -> 16 . [70 - 56] = 16 . 14

(2,3) : 1 . N .. 3 . Ns · [(2) ·3 - (8) ·9) > 36 :[ 24 - 9) = 15 .36

~
Calculato per la prima velta de=>Ne= 36 . 11 + 16 . 14 = 620 (ZEUTHEN 1873)(Copenhagen)

ovvero ci sono 620 QuarTiCHE RAZIONALI /ute sigoloi)
per 11 FUNTI in posiziona generica

-24-



Esempro : Ja=5)
64,17: 4 . 620 . ((iv) 4 = (g) = 4 . 620 . [44-55] =

-27.280

(3,2) : 3 . 12 . 2. ((1)6 - (1) x) = 72 . [1980 - 1848) - 9
:

504

(2
,3) : 2 . 3 . 12 ((4)6 · (9) = 72 · (1980 - 14857 = 35640

(1,43 : 4 . 620((1)4 ·(b)) = 4 . 620 [44-1S] =-gi4 =My
Ovvelo ci sono 87 · 304 QUINTICHE PLANE t-

RAZIONALI per 14 punti generic Calcoloto per
la prima

volta de I
.

Vainseucher (195)Itutte simpleri) Alg. Geom] STESSO
ANNO RICORS . KONTSEVICH

-25-


