
Aspetti Topologici

Consideriamo una teoria di campo in d 1 cioè i campi

sono fantini 4 R Q
ene III

Q viene detto spazio delle CONFIGURAZIONI Ci concentreremo

ora su sposi Q topologicamente nontriviali con I A 70

I A è il gruppo fondamentale di Q
e consideriamo i loop curve chiuse in Q avè
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chiamiamo L'A lo spazio dei loop di Q

o prendiamo la relazione di equivalenzadatadalle omotopie
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Tutti i loop deformabili in maniera continua l'uno
nell'altro stanno in UNA CLASSE DI EQUIVALENZA



Possiamo costruire lo spazio quoziente alè l'insieme i cui
elementi sono le classi di equivalenza
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Se t a IO Q NEN è SEMPLICEMENTECONNESSO

ci sono loop che non sono equivalenti all'identità
cioè non possono essere contratti a un pito
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Consideriamo una particella che si muove in Q la sua

traiettoria è descritta da un campo X IR Q de

Possiamo interpretare la Lagrangiana delle particelle L Xii
Come la lagrangiana di una teoria di campo 1 dimensionale

Esperimento
B

a Le frange di interferente CAMBIANO

variando il campomagnetico B dentro
e pp il solenoide inoltre lafig di

ciuffetti Isham
interferente si ripeteuguale quando
flussodelcampomagnifréshiftatdi2nF

Sp delle config Q IRI cilindro I A L

Consideriamo un potenziale vettore
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aspettiamo forzanullaarbitrario sulla particella
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Cosa cambia accendendo B 0 dentro il solenoide

l'azione della particella carsica cambia e viene

aggiunto un termine

SIA E alt x ̅ A E con A 01 de

aggiungiamo alla lagrangiana un termine

di derivata totale

LA IT.AE À è cost

Leeq del moto classiche non vengono modificate
ma classicamente non si osserva alcun effetto alvariaredB

Tuttavia abbiamo aggiunto un nuovo termine ins

come cambia l'integrale sui cammini

Il if
Franco vedremo che tale La
introduce uno shift nelle

I 12
diff di fase tra le onde prodotte

delle due fenditure

Adi Adi E FA D da_e
8182

cambia pattern d'interferenza

con IB GOA e A Eedy



Quindi due diverse connessioni A e A producono

la stessa dinamica se

A DA te 2in NEI

A e A sono equivalenti se 0 21in NEI

Quindi
Diverse scelte di A sono parametrizzate da OETAZITI
Classicamente tutti i valori di danno la stessa teoria

cioèdanno Lagrangiane equivalenti Invece quantisticamente

c'è un continuo d teorie inequivalenti
Abbiamo diverse teorie quantistiche com'sfondenti

a una teoria classica parametrizzate da OETO2ITL

Ovvero ci sonoquantizzazioni inequir di una teoriaclassica

quando lo SPAZIO DELLE CONFIGURAZIONI

NON è semplicem connesso IT A 0

Accendere B impone una diversa condizione sulla

circuitazione di A su una curva che circonda il solenoide



PI e spazi con I a o

K 9219 i ta ta fa eh
tutti i camminiche
uniscono 9 con 92

Appartengono a classi di omotopia l'insieme E β
dei cammini da 9 a 92 modulo omotopia
è in relazione 191 con It Q anchese non hastrutturadigruppo

L'isomorfismo funziona nel seguente modo Fissiamo un 9 EQ
cammino loop

Ti ci g a

Niall ITL01

Nota le classi di omotopia sono insiemi disgiunti di cammini

Definiamo Ka 9219 itasti Da e
S

Camminida91a92
nellaclassediomotopia
corrispondente a LEITYA

Possiamo quali scrivere l'ampiezza come comblinearedelleKa

K 92 9 te A Σ a Ka 192,9 tuta
LET Q

a scelte in modo che K soddisfi le seguenti probabilita

1 K non dipende dalla scelta di ca ca

2 K sia un'ampiezza di probabilità cioè
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Ato avviene se i pesi soddisfano i

TIPOd XCBI XK

a fornisce una rappresentazione 1dm unitaria a

del gruppo fondamentale
X Nial cio

Cioè 1 X d I 1 KLEN QI CARATTERI diMIA

Se t Q 7 O cioè è un gruppo non triviale

abbiamo un'ambiguità nell'associare alla teoria classica
una teoria quantistica Ate ambiguità è data
dalla scelta del carattere 7
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ftp.a
le a a ci

Prendiamo a Bio tre loops con basept 9 e

tic pod 8

Siano 91,9219 pt di Q ètàallora scelto un Cs fisso
hoche csob.ci è un

cammino da 9 a 93

Ogni cammino da q a 9 può esseresplittato modomotopia

in un cammino da 9 a 9 e uno da 92993
30To ci C oB e CI o C2 o d o ci

IFI 9793 9792

Un'ampiezza di probabilità deve soddisfare

K 93,9 ta ta Ida K 9,19 ta ta K 92,9 ta ta
con A tact

Affinché la formula sopra faraoni bisogna che

718 kg 311 fda IPXHIXCBIKp.GR Ka 2,1



ma kg si Dge Egola Gog è fogeis
capiti 1593 l'e D 9 s

IIIIIIa
E da X a ka 211 71814 ky.at

i2lKGafdq X1alX18dalkakiilKy6a13i2 BIgIp.a

I da XLIX P Ka 41 Kp 312

Ato è compatibile con It se

XIP.at XP XK

1 La definizione di KlattEX Kl Kalil
Non deve dip dalla scelta dei cammini a ce

Prendiamo diversi cammini ci e
Allora si ha

e a E

c'Effy
loops con basept 9
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PARTICELLE IDENTICHE

Prendiamo un sistema di 2 particelle IDENTICHE in Id
Lo sp delle config è

112ª 111 x ̅ E
1

parametrizzato da x ̅ Xi x ̅ E

don è Xiii Nixie

Loop non contraibile a cost

ICA ECA t.c.TK xTxIdxIxTC11xIx2C11 xi

camminoche scambia la posizione delle
due particelle componendolo con séstesso otteniamo

IIImmin trivialeTal R 119 D
2

Caratteri di 72 due possibilità
1 B d 1 LEI

2 121 scambiofin
KB 212 Ka funtioni d'onde simmetriche Boson

per scambio di particelle

KFE ΣXFHIKL 11 qutisimmetrich FERMIONI



CARATTERI di IT Q e CONNESSIONI su Q

Data una connessioneV11 A su Q chesia PIATTA posso definire s

ogni α E I a

α EEE dip solo data nondarap l

Qta espressione definisce un carattere per I Q

D'altra parte un carattere di It Q è una mappa
che associa a un cammino chiuso un elemento delgruppo V11

Ato associa una connessione al carattere trasportoparallelo olorom

siccome il carattere associa lo stesso elem di UCI a tutti
i cammini nellastessaclasse di equiv la connessione
dev'essere piatta

Quando parliamo di CONNESSIONE intendiamo sempre
a meno di 1 forme esatte o meglio a meno di trasf digange

Consideriamo ora l'insieme delle classi di omotopia dei

cammini da 9 a 92 Introducendo una connessione

possiamo associare ad ogniclasse una fase

12121 e Sta off La α ENTRI



Come si legano Xia e

e
c

a è SE
cal

con i cammini ca e ca fissati

Possiamo anche scrivere

7 a è feci α

ato è un particolare
cammineadgia Tuche si puòsempre scegli

aperto semplicemente connesso

Posso prendere A te SIA èpiatta

Se scelgoFèe
diversi lAmp inv ma def di Ampcambia

di una fase
in modo che cicatrice

gII stia in classe non triviale

se caci sta in apertosempl conn

allora citi non puòstare in aperto sempl connesso

Qudi fissata scelta di A te SI 0 allora

SEI0 la diff di definizione di K è data

da aiSciti aiSfciaia ei G a
Ted a allafine
dilenonprecedente 94th



Pil and O term e.IEi Iie t I87ramg P

Prendiamo la teoria di partenza e aggiungiamo un termine

di derivata totale all'azione Che legame c'è coi coell 2
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ti 9792

Acost

K 92191 A fa e
5 St

Iii
E c'È fog e

e Ha Ka 92191

e Ka quan

eèSI e SI e SÌ Ka quae

III Excalkacquan
irrilevante presenteanche se sp èsemplconnesso

puòessere messo a zero con
una trasf di gange



Per calcolare l'ampietta uno si deve calcolare i singoli Ka che
sono definiti da Pil standard

In situazione semiclassica 4 0 Ka è benapprossimatoquile

da ISI a detA integrale Gaussiano

atti tn
Tipicamente le classi α non contengono solutoni classiche

Tuttavia se passiamo all'Euclideo S Se Sape fogèse

Se ammette soluzioni alle sue cg di Lagrange nelle
classi di omotopia α chiamate ISTANTONI

RE e Setlist g
a

Hip
CONTINUAZIONE ANALITICA

PENDOLO dg

iiiQ 5 x ̅ 51 71
circonferente

Ci aspettiamo Yuantizzazioni

ineguzelefiggitimetrizzate

L 12
2
V14 V19 ebl cosa 049 25

Termine topologico m interazione con un potenzialevettore

024 fa derivatetotale



St feltah 04 WIG
Finding number

Assumendo che

Istantoni per il pendolo A ie is Se

SE di 112412 b 1 cosce

Egdelmoto ap di lap allociah a SE cioè le solert

sono A c ESe 0

se GE 4 arety able
to

in 2 o 9 0

p 2 A 4 21T

ma 1

SE list è finita

list non puòessere deformate in maniera continua

alla solut di vuoto cioè 4 e least

Esistono solut con W 4 1 ce ne è una

in ogni dose di omotopia Uist
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aumentare di n



CARATTERE di un gruppo
Sia G un gruppo ABELIANO

Un CARATTERE di G è una mappa
G

che è un GROUP HOMOMORPHISM cioè

ga ga gi ga 91,9 EG

qta è Una RAPPRESENTAZIONE Idim di 6

Se richiedo che rep sia UNITARIA g g IX g F1
G V11

Ogni carattere X è costante sotto coniugazione

high a
X g LI Xlg

Un GRUPPO FINITO di ordine n ha in caratteri distinti

1 n Xi è la rap triviale 49 L HEG
è chiamato PRINCIPAL CHARACTER

Se G è ABELIANO l'insieme dei caratteri forma
un gruppo La molti è def da

10 2 g Xilg V2g CHARACTER GROUP

Es 6 17 a e

o 1 Id htm d'intm a m



Nota Gruppi semplici
Se G è un gruppo SEMPLICE l'unica rappresentazione

1 dim è il SINGOLETTO

Dimostriamo che i generatori di G sono nep.in VEC
solo da 0 sappiamochedev'esserecosìperché t'saranno

motrici 1 1 traceless ta sono motrici 1 1

O E E fa te
t o se fate 0 per

almeno unacoppia aib

Se E t f 0 aib allora G 41 6

infatti in orto caso generatoda te

te e if t o ts 1nd.mg

Qto ci dice che il gruppo dei caratteri d'un gruppo
semplice è telet

Nota Gruppo finito
Dato un gruppo finito di ordine K si ha

che gl 11 g 1 immagine dei caratteri
è 7k Critici

ES SE permutaz di 3elem 143 132 213 231 312 321

x S 76 17
i



Ma in realtà mappa in 72
123 1

231 312
1327 1 3127 231

Inoltre 132 213 312 231

312 231 1 perm cicliche vengono
mandate in 1

perm odd vengono mandate tutte in 1 tutte in 1

132 213 3121 1 132 e 213 hannostessosegno

Ho due X Xo e 1

Lijk 1 JK

Xp Cijk
1 se Cijklépani
1 se Cijkle dispari

53 72


