


11 . Curra Hessiana & punti di flesso
*

y
=x = 1 = (0 ,0) e di flesso

noghiemo generalizzare presto concetto.I * SAPPIAMO CHE
Osserviamo che : [alF , Talk))2, Ma

QUESTO E DI RIO DEL

1) (0,0) = z(y - x3)45210
&

MINIMO

↓
2) [10

,0(y-ma(zly-ul)) =3
PercheFretta tangente e
L'Asse 2

,
ovvero la retta y

=0
,

E INOLTRE :

Sy# x=0
y
=0
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↳t[Fesso) quelf) <A appare &E(F) #"Sono DI FLESSO

[9 Crisp . a) e histe

Ig(f , tq(z(ft))>3 (risp . JalF , FeLZz(FD)>3

Esempio : (d=1) QtL retta => talk) = 1 = Fall , () :=Fa3↓
a Lisco = sulle rette ogni pento e di flesso

Esempro : (d=2) ZI(F) integrate (IRRID + RIDOTA) = per Bezent
JalZp(F)

,
L retta quelrasi) =2 = salle coniche integrati

non ci sono punti di flesso
Se Er(t) e Irri ma mon ridotto = zale) retta Doppia

=> agai pento e d flesso.

Se zaif) e riducibile a ridotto = zpif) = L ,
U La

.

# ogni
punto e di flesso a parte Q= Linl perce non liscio
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LetTHESSIANO]
La Matrice HESSIANA di Feltro ,m ,2) , deg(f) >2 , wel pento
Re Zelt) e definita come :

CHIARAMENTE

MF (2) : = ((0x-,&n,-1#)(9)),za SIMMETRICA

⑪

M3xz(1] 12j13
mentre l'HESSIANO o determinente Hessiano e definite come :

HF(a) : = det (M+ (e)) ·
La CURVA HESSIANA e defruita come . ZI(HE) [supponian an 40
- la CONICA OSCULATRICE definita come

↑F (a) : = (20 x, xc) My (Q)(i) =Zin,(()co
latz(t)-Sing(F)=- (a) lesercigno)

↑HINT : USAre EUERO
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Let deg(F)3 , Q-Ze(F)-Sing(E) . Le requent sono equivalenti
↓. di flesso
ii) . (a)=Ya(ze(f)) U .... Degenere
iii). (9) DEGENERE

e

Ereof : Y

iiil .Sia& = (9:e : e) + (v ::) =Rete(z , (F)-

Allowa ogni punto Itta(zp(F) Si scrive come BEXQFUR
Per Taylor omogenea :

G(x,u):=F(xe +ur) = F(a)x* +[xi(9) r:) ju +

+(xe) vir;)
.....(a)
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Studiamo ora l'i-esimo coefficiente F(Ja+uR)
IQZI(F) -Sing(F) per ipotesi F(a)= o D

/RETalEpIFDDF(c) · () = 0 Es Exit(ar = oo

Ze
-

Eli(a)r,=o (a(r) =0 Re(R)
Feeta(z)

fu

↳ Taler(e)er(a) .El Mele) decentre e de (Ep(i] e sua comfrente

ivil Eovrio che viii. imostriamo che iii. . Ricardians de
VETTORE COLONNA

una conica e su pro sempre scrivers come to .Are de l

se tarjente in un punto liscb a (per 2) ha equazione

Ta(c):Q. A .s

Applicando questo principio alla comica osculitic C = Tr(Q)
treviamo che :
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Fe(TF(a)) : 1909192) Mile)(ii)= OPER EULERO IL TERMINE IN

PARENTESI => (degxiF).(ox#(a)(d = d= 1
-

·1.(a)

N
Per ipotesi =(a) e Defenere e per definiznere e ua conica.
Si osservi che una conica degener controme tutte le sue

tangenti , dunque =(a) [Te (F(9)) grindi T= (a)= ta(ze(#)

Se invece e singolare per =(a) lande se liscio per E(F)
prendiamo R = (ro : r : rz)+a (z(F) e osserviamo

ne()(a) = (d -1). (a)(2)=x)(0)9iVj
j=0

Allera+ (T(a)) - Yn(TFIal)== In(zo(F)(Er(i)
TF(a) Comca Degenre In
& SinGolare + (9) -6-



queste proposizione ci permette di Amostrare il sequente them.

↓I Anche ESCERE RIDUCIBILE oppure NON RIDOTTO

IHM) deg(33 .

Ex(F) -ze (HF) = Sing(EIIF) EFES]
#felse ae Sing(t)=F)(a) = 1:) >

o = (d-D(x,=(a) ==9,(xibxjf(a) i=1 ,2,3

I j=0

Allora & = 190 : 91 : 92)EKer(Mr(2)) = dim (Ren (MF(QD) >1
=> MF(Q) Degenere => Hr(a)=0 e riccone F(Q) =0 allora

Sing(ze(fezjf)nz(H) ·
ROSA

Se a e flesso e tell) degenere = Me(a) degenere Hild)=o

=> Gressi di Zeleye Ze(f) e Zelt) . Ne segue

=>on Hea=0 e suppwamo e list() Deer
& FLEsso

#
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d
L ze(t) LIScIAn K= a deglE= 1 #EFLEssIG [3d(d-2)di Zp(F)

Proof : Ex(t)n Zp(HF)# a Sing(EpIFT)=Persons Flssi+ deg(f)
- Bezont

=> #SFLESS]1 . degHe = 3(d-2) e k= =)FSS33(d-2).
w TRADOORDINE

MATRICE
DERNATE

HEESIANA
SECONDE #

Zp(F) SIMILARITATRA
11EMA6 ~E

Zolturre algebriche prame => He w
MATRICI

-

equivalentiI proiettivamente

Froof : Jesercial , usare T : E
=

- prodettivitie Tp(e) =zi)
17ZetHe =O .LEMMA
-

Proof : a meno o proiettivit (W .1
.
0
.g . per il lemma sopra) possiamo

suppose
S = (1 :0 :0) allone

F(x,X,x)=x1+:xz)
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Allone la matrice Hessiane

O O O

Me = o xExFHr :=det(MF)=O( (
O MayF &xF #

D : Vale anche it vicerusa ? R : per n=2, SID

E[GORDAM-NOETHER][n=2) deg(E)2 .

↓def(F)=d

zp( =* Her

D : E prindi vale anche per quelsiasi n ? R
: Cost si e creduta

Ente[HESSE)
"

>zq(F)=Como
PROLETTIVO #) Hr= O

in Pu
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E[GORDAM-NOETHER][n=3 ,4)
La Congettura di fesse e vera per n

= 3
,

ed e

falsa per n= 4 , done it controsepto dato
·alla CUBICA di FERAZZO

CP : Box + 2x,2232y + xx=0
Dim /solo del controsempio :

O O O 2x3 O

O 0 O 2xu
=>HMap =( · o o o( cr

:=det(Map)=0

2Xy 2x4 0 2xo 2x,
O 2xy 2xu 2x, 2x2 #

Problema aperto : classificarepersuperfici a Hessiano mullo in
pe n>5.
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