Esercizi su integrali di superficie con soluzioni (tutte risolvibili ana-
liticamente)

Esercizio 1. Calcolare

/ V14 322dS
S
dove S & la superficie parametrizzata da r(u,v) = (u,v,u) con dominio
D={(u,v):0<u<1 0<v<1}.
Soluzione. Si ha r, = (1,0,1), r, = (0, 1,0), percio
r, Xr, =(-1,0,1), [ru X Tyl = V2.

Poiché z = u, l'integrale diventa

1 1 1
//\/1—}—32’2(15:\/5/ / \/1+3u2dudv=\/§/ V14 3u? du.
S v=0 Ju=0 0

Usando la primitiva

/\/1+3u2du— \/1—}—3u2—&——arsmh(\f)—i—C’7

2V3
si ottiene
V1+4322d5 = V2 uer — arsmh(\/§u) 1
Il °[; )
( ar5111h(\/§)>
=2 <1 + arSi;%ﬁ)> .

Esercizio 2. Calcolare

dove S ¢ il piano z = 0 sul rettangolo

Soluzione. Per il piano z = 0 si ha semplicemente dS = dz dy. Allora

//S(1+a:2)d5:/y1_0/2—1(1+x2) dxdy:/21(1+x2)dx.

Calcolando la primitiva:

quindi

Esercizio 3. Calcolare



dove S & la superficie definita implicitamente da © — y = z e parametrizzata da
(z,9,2) = (u+v,v,u), 0<u<l —2<v<2
Soluzione. Con r(u,v) = (u+ v, v, u) si ha
r, =(1,0,1), 1, =(1,1,0),

percio
Iy XTIy = (_17 1, ]-)7 ”ru X I‘v” = \/g

Poiché y = v, si ottiene

1 2 2
// \/4+y2dS:/ / \/4+U2\/§dvdu:\/§/ V4 +v2dv.
S u=0 Jov=—-2 -2

La primitiva (caso generale a > 0) &

2
/\/a2—|—v2dv = g\/aQ + 02 + %ln(v—l— a?+v?) + C.
Con a = 2 e sfruttando la parita otteniamo il valore esatto

/[S\/WdS:\/g(%/g—i-élln(Q—F\/g)).

//S(2+z2)ds

dove S ¢ il cilindro circolare retto 2% 4+ 22 = 4 compreso tra i piani y = 0 e y = 3, parametrizzato da

Esercizio 4. Calcolare

(x,y,2) = (2cosb, y, 2sinb), 0<h<2m, 0<y<3.

Soluzione. Con la parametrizzazione si ha ||rg X ry|| = 2, dunque dS = 2dfdy e z = 2sinf. Allora

3 21
//(2+22)d5:/ / (2 + 4sin?0) - 2 df dy
S y=0 J60=0

27
:2-3/ (2 + 4sin?0) df.
0

Poiché [ sin®#df =, si ha
27
/ (2 + 4sin?0) df = 47 + 47 = 8,
0

dunque

//(2+z2)d5:2-3-87r:487r.
S

//S(l—i-y2)d5

dove S ¢ il piano inclinato z = 3z + 2y sul dominio triangolare

Esercizio 5. Calcolare

D = conv{(0,0),(1,0),(0,2)}.



Soluzione. Per z = 3x 42y si ha z, = 3, zy =2equindi dS =+/14+9+ 4dxdy = V14 dz dy. 1l triangolo
si puo descrivere con 0 <y <2e0<x<1-—¥ 2, quindi

1,,
//1+y )dS = \F/ / (1+42) dedy = V1 /1+y 1 g)dy.
Svolgendo e integrando si trova

//(1+y2)ds¢f~5w.
S 3° 3
Risultati finali (espressioni chiuse):
1./ 1/1+3z2d5':\/§<1+a1481nh(\/§)>.

5

2V3
2. //S(1+x2)d5=6.

3. / \/4+y2dS:\/§(2\/§+4ln(2+\/§)).
S

4. //S(2+22)d5:4877.
5. //S(1+y2)dS:5\gﬁ.



