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1 Teoria dell’integrale - il caso N =1

In tutta questa sezione indicheremo con I un intervallo compatto di R.

1.1 p-partizioni e somme di Riemann

Incominciamo con l'introdurre la nozione di p-partizione dell’intervallo 1.

Definizione 1 Una “partizione puntata” (o “p-partizione”) dell’intervallo I =
[a,b] & un insieme

P = {(1, a0, a1]), (w2, [ar, a)), -, (@, [ 1, @]}
i cui elementi appaiono come coppie (xj,[aj_1,a;]), dove [a;_1,a;] € un sot-
tointervallo di I e x; € un punto in esso. Precisamente, si ha
a=ayp< a1 < < Qmo1 < Qnp=>=
e, per ogni 1 < 5 < 'm,

€ S [Clj_l, aj].

Consideriamo ora una funzione f definita sull’intervallo I. Ad ogni p-
partizione P dell’intervallo I possiamo associare un numero reale, nel modo
seguente.

Definizione 2 Sia f: I — R una funzione e

70) = {(xla [CLO? al])v <x27 [(Ll, a2])> R (l’m, [am*b QMD}

una p-partizione di I. Si chiama “somma di Riemann” associata a f e P il

numero reale S(f,P) definito da

m

S(F,P) = flaj)(a; — a;_1) .

=1



Ci chiediamo ora se, prendendo delle p-partizioni via via piu fini, le somme
di Riemann ad esse associate convergano ad un qualche valore. Nel caso che cio
avvenga per una funzione positiva f, tale valore puo essere visualizzato come
la misura dell’area della regione del piano cartesiano compresa tra il grafico di
f e l’asse delle ascisse. Per poter analizzare la questione, dobbiamo specificare
cosa si intende per “finezza” di una p-partizione.

1.2 La nozione di )-finezza

Introduciamo una nozione di finezza della p-partizione P sopra definita. Per
brevita, chiameremo calibro su I ogni funzione 6 : I — R tale che 6(x) > 0
per ogni z € I. Una tale funzione ci servira per avere un controllo sull’ampiezza
dei vari sottointervalli determinati dai punti della p-partizione.

Definizione 3 Dato che sia un calibro d su I, diremo che la p-partizione P
sopra introdotta é o-fine se, per ogni 1 < 5 < m,

r;— a1 <0(x;) e a; —x; < o(x).
FEquivalentemente, abbiamo
a1, 0;] C [z; — 0(2;), 5 + 0(x;)] -

Mostreremo ora che e sempre possibile trovare una p-partizione d-fine del-
I'intervallo I, qualunque sia il calibro 6. Nel teorema che segue, dovuto a P.
Cousin, la compattezza dell’intervallo I gioca un ruolo essenziale.

Teorema 1 Dato un intervallo compatto I, per ogni calibro § su I esiste una
p-partizione d-fine di I.

Dimostrazione. Ragioneremo per assurdo. Supponiamo che esista un calibro
0 su I per il quale non sia possibile trovare alcuna p-partizione J-fine di I.
Dividiamo l'intervallo I in due sottointervalli chiusi uguali, aventi il punto
di mezzo come estremo comune. Allora almeno uno dei due sottointervalli
non ha alcuna p-partizione d-fine. Scegliamolo, e dividiamolo a sua volta in
due sottointervalli chiusi uguali. Continuando in questo modo, ci costruiamo
una successione (1), di sottointervalli chiusi imbottigliati la cui lunghezza
tende a zero, ognuno dei quali non possiede alcuna p-partizione d-fine. Per
il Teorema di Cantor, esiste uno ed un solo punto ¢ € I che appartiene a
tutti questi intervalli. E inoltre chiaro che da un certo n in poi, tutti gli I,
saranno contenuti in [c — d(c), ¢ + §(c)]. Prendiamo uno di questi: sia esso I.
Allora I'insieme P = {(c, 1)}, il cui unico elemento & la coppia (¢, I;), ¢ una
p-partizione d-fine di I, in contraddizione con quanto sopra. [ ]



1.3 Funzioni integrabili su un intervallo compatto

Consideriamo una funzione f definita sull’intervallo I. Siamo ora in grado di
definire cosa intendiamo per convergenza delle somme di Riemann qualora le
p-partizioni diventino via via piu fini. La seguente definizione ¢ dovuta a R.
Henstock e J. Kurzweil.

Definizione 4 Una funzione f : I — R si dice integrabile su I se esiste un
numero reale J avente la sequente proprieta: comunque scelto € > 0, si puo
trovare un calibro 0 su I tale che, per ogni p-partizione 0-fine P di I, si abbia

Dimostriamo che esiste al pitt un J € R che verifica le condizioni della
definizione. Se ce ne fosse un secondo, chiamiamolo 7', avremmo che per ogni
e > 0 esisterebbero due calibri ¢ e ¢’ su I associati rispettivamente a J ¢ a J’
dalla definizione. Definiamo il calibro ¢” :

6" (z) = min{o(x),d (z)} .

Presa una p-partizione 6”-fine P di I, si ha che P & sia d-fine che 0'-fine, e
percio

T =T < 1T = S(f.P) +1S(f,P) = T'| < 2¢.
Siccome cio vale per ogni € > 0, si deve necessariamente avere J = J'.

Se f : I — R ¢ una funzione integrabile su I, 'unico elemento J € R che
verifica le condizioni della definizione si chiama I'integrale di f su [ e si indica
con uno dei seguenti simboli:

/If, /abf, /If(x)dx, /abf(x)d:p.

La presenza della lettera x nella notazione qui introdotta non ha importanza
in se. Essa potrebbe essere rimpiazzata da una qualunque altra lettera u, «, o
da un qualunque altro simbolo, purché non abbia gia un altro significato.

Si pone inoltre, per motivi che saranno chiariti piu avanti,

[re-fre [

Definizione 5 Diremo che una funzione integrabile su I ¢ ivi R-integrabile
(o integrabile secondo Riemann), se tra i possibili calibri 6 che verificano le
condizioni della definizione di integrabilita se ne puo sempre prendere uno
costante su tutto I.



1.4 Proprieta elementari dell’integrale

Proposizione 1 Se f e g sono integrabili su I, allora f+ g e integrabile su I

o /I<f+g)=/lf+/lg-

Proposizione 2 Se f ¢ integrabile su I e a € R, allora af e integrabile su I

e si ha: /l(af) » </l f> |

Abbiamo cosi dimostrato che I'insieme delle funzioni integrabili & uno spazio
vettoriale, e che I'integrale ¢ una funzione lineare su di esso.

Proposizione 3 Se f e g sono integrabili su I e f(x) < g(z) per ogni x € I,

allora
/fé/g-
I I

Corollario 1 Se f e |f| sono integrabili su I, allora

[1= s

Dimostrazione. Applicando il corollario precedente alle disuguaglianze

=< f<Ifl,

- fin< 1< [1n.

da cui la tesi. ]

si ha

Proposizione 4 Siano dati tre punti a < ¢ < b e sia f : [a,b] - R una
funzione. Allora f é integrabile su [a,b] se e solo se lo ¢ sia su |a,c| che su

[c,b]. In tal caso, si ha
b c b
[rlrfr

E facile vedere come dall’enunciato precedente segua che se una funzione e
integrabile su un intervallo I, lo € anche su ogni suo sottointervallo. Inoltre, si
ha il seguente

Corollario 2 Se f : I — R ¢ integrabile su I, presi comunque tre punti u, v, w

in I si ha y . )
/uf=Lf+/v 3
4



1.5 Il Teorema Fondamentale
Introduciamo il concetto di funzione primitiva di una data funzione.

Definizione 6 Una funzione f : I — R si dice primitivabile su I se esiste
una funzione derivabile F': I — R tale che F'(x) = f(x) per ogni x € 1. Una
tale funzione F' si chiama primitiva di f su I.

Il Teorema Fondamentale stabilisce che tutte le funzioni primitivabili sono
integrabili, e che il loro integrale si puo calcolare facilmente, nota che sia una
loro primitiva.

Teorema 2 Sia f : [a,b] — R una funzione primitivabile su [a,b] e sia F' una
qualunque sua primitiva. Allora f é integrabile su |a,b] e

b
/ f=F(b)—F(a).
Talvolta ¢ comodo indicare la differenza F'(b) — F'(a) con i simboli

[Fla [Fl@)iza

a ) r=a
o con varianti di questi, come ad esempio [F(x)]?, qualora non ci siano ambi-
guita.
Il fatto che la differenza F(b) — F'(a) non dipende dalla primitiva in que-
stione e spiegato dalla seguente proposizione.

Proposizione 5 Sia f : I — R una funzione primitivabile, e sia F una sua
primitiva. Allora una funzione G : I — R é primitiva di f se e solo se F' — G
¢ una funzione costante su I.

Si puo dimostrare che ogni funzione continua f : I — R & primitivabile.

2 Integrazione di funzioni di piu variabili

In questa sezione estenderemo la teoria per poter trattare funzioni di piu varia-
bili definite su sottoinsiemi di R, a valori in R. Per semplicita di esposizione,
ci limiteremo spesso al caso N = 2. Non sara difficile al lettore estendere la
trattazione al caso di una dimensione N generica.

2.1 L’integrabilita sui rettangoli

Incominciamo con il considerare il caso di funzioni definite su rettangoli. Un
rettangolo di RY ¢ un insieme del tipo [ay,b1] X -+ X [an, by]. Questa dici-
tura e certamente familiare nel caso N = 2. Se N = 1, un rettangolo risulta
essere un intervallo chiuso e limitato. Se N = 3, si usa anche la dicitura di
“parallelepipedo rettangolo”. Nell’esposizione che segue, ci concentriamo per
semplicita sul caso bidimensionale. Il caso generale ¢ del tutto simile e non
presenta maggiori difficolta, tranne che per le notazioni.



Consideriamo un rettangolo I = [ay, b] X [ag, by] C R%. Definiamo la misura
di[:
u(I) = (b — ar)(bz — az).
Diremo che due rettangoli sono non sovrapposti se i loro interni sono disgiunti.

Una “partizione puntata”, o “p-partizione” del rettangolo I ¢ un insieme

P={(x, 1)), (@2, ), ..., (€, L)},

dove gli I; sono dei rettangoli a due a due non sovrapposti la cui unione ¢ I e
x; = (x;,y;) € un punto in I;, per ogni j =1,2,...,m.

Consideriamo ora una funzione f definita sul rettangolo I, a valori in R, e
sia P = {(x;,1;) : j = 1,...,m} una p-partizione di /. Si chiama “somma di
Riemann” associata a f e P il numero reale S(f,P) definito da

m

S(F,P)=> flm)ul;).

j=1

Nel caso di una funzione f positiva, questo numero e la somma delle misure
dei volumi dei parallelepipedi aventi come base I; e come altezza [0, f(x;)].

Introduciamo una nozione di finezza della p-partizione P sopra definita.
Chiameremo “calibro” su [ ogni funzione § : I — R tale che d(x) > 0 per
ogni « € I. Dato che sia un calibro ¢ su I, diremo che la p-partizione P sopra
introdotta ¢ “0-fine” se, per ogni j € {1,2,...,m},

I; C x5 — 0(xj,y5), 5+ 0(xj,y5)] X [y; — 6(5,95), 5 + 05, y5)] -
In seguito, dati @ = (z,y) € I e r > 0, per abbreviare le notazioni scriveremo
Blx,r] =[x —rx+r| X[y —r,y+7];
la p-partizione P sara quindi d-fine se, per ogni j € {1,2,...,m},
I; € Blw;, 6(;)].

Come nel caso unidimensionale, si puo dimostrare che per ogni calibro §
su I esiste una p-partizione ¢-fine di I. La definizione che segue ¢ identica a
quella vista nel caso N = 1.

Definizione 7 Una funzione f : I — R si dice integrabile sul rettangolo
I se esiste un numero reale J avente la sequente proprieta: comunque scelto
e > 0, st puo trovare un calibro 6 su I tale che, per ogni p-partizione d-fine P
di I, si abbia )

|S(f7,P)_\7| <e.

Elenchiamo ora brevemente tutte le proprieta che si possono ottenere a
partire dalla definizione data in modo del tutto simile a quanto fatto nel caso
di una funzione di una variabile.



Esiste al pit un J € R che verifica le condizioni della definizione. Tale
numero reale si chiama l'integrale di f su [ e si indica con uno dei seguenti

simboli:
/If, /If(a:) dex .

L’insieme delle funzioni integrabili ¢ uno spazio vettoriale, e l'integrale ¢ una
funzione lineare su di esso:

Jura=[r+[a [en=c[s

(dove ¢ € R & una costante); esso conserva l'ordine:

fég:‘/lfﬁ/lg-

Inoltre, si ha la seguente versione del teorema di additivita su sottorettan-
goli.

Teorema 3 Sia f : I — R e siano K1, K>, ..., K; dei sottorettangoli di I a
due a due non sovrapposti, la cui unione ¢ I. Allora f ¢é integrabile su I se e
solo se lo é su ognuno dei K;. In tal caso, si ha

=% by

In particolare, se una funzione e integrabile su un rettangolo, lo & anche su
ogni sottorettangolo.

Diremo che una funzione integrabile su I ¢ R-integrabile (o integrabile
secondo Riemann), se tra i possibili calibri ¢ che verificano le condizioni della
definizione di integrabilita se ne puo sempre prendere uno costante su tutto I.
L’insieme delle funzioni R-integrabili e un sottospazio vettoriale dello spazio
delle funzioni integrabili e contiene il sottospazio delle funzioni continue.

Diremo che una funzione f : I — R, integrabile su I, ¢ ivi L-integrabile
(o integrabile secondo Lebesgue), se |f| risulta anch’essa integrabile su /. Le
funzioni L-integrabili costituiscono un sottospazio vettoriale dello spazio delle
funzioni integrabili che contiene il sottospazio delle funzioni R-integrabili. (In
generale, pero, non ¢ detto che una funzione primitivabile f : [a,b] — R sia
L-integrabile.)

Dato un insieme limitato £ e una funzione f il cui dominio contiene F,
definiamo la funzione fg come segue:

e ={ 7 LI5E

Possiamo dimostrare la seguente



Proposizione 6 Siano I; e Iy due rettangoli contenenti l'insieme E. Allora fg
e integrabile su I; se e solo se lo e su Iy. In tal caso, si ha che fh fe= flg fe .

Siamo cosi portati alla seguente definizione.

Definizione 8 Dato un insieme limitato E, diremo che la funzione f : E — R
e integrabile su E se esiste un rettangolo I contenente linsieme E sul quale
fE risulta integrabile. In tal caso, st pone

[ 1=t

Nel caso in cui f sia integrabile su E secondo la definizione ora data, si ha
che fg risulta integrabile su ogni rettangolo contenente I'insieme F, e inoltre
I'integrale di fz su ciascuno di tali rettangoli ¢ un numero che rimane invariato.

Le funzioni continue sono R-integrabili su ogni rettangolo /. Vale inoltre
la seguente proprieta.

Teorema 4 Sia E un insieme compatto e f : E — R una funzione continua.
Allora f e L-integrabile su E.

Con la definizione data, si estendono facilmente tutte le proprieta dell’inte-
grale viste finora. Fa pero eccezione l’additivita, in quanto non si puo affermare
in generale che una funzione integrabile su un insieme limitato lo sia anche sui
suoi sottoinsiemi. Vale pero il seguente

Teorema 5 Sia f: E — R una funzione L-integrabile su un insieme limitato
E. Allora f e L-integrabile su ogni sottoinsieme misurabile di E.

3 La misura di un insieme limitato

Definizione 9 Un insieme limitato E si dice misurabile se la funzione co-
stante 1 ¢ integrabile su E. In tal caso, il numero fEl viene detto misura di
E e siindica con p(E).

La misura di un insieme misurabile e quindi un numero non negativo; per
convenzione, la misura dell’insieme vuoto vale 0. Nel caso di un sottoinsieme
di R?, la misura si dice anche area dell’insieme. Se E = [ay, b1] X [az, by] ¢ un
rettangolo, si vede facilmente che

u(E) = /E 1= (by — a1)(by — az),

per cui la notazione ¢ compatibile con quella gia introdotta per i rettangoli.
Per un sottoinsieme di R?, la misura si dice anche volume dell’insieme.

Purtroppo, non tutti gli insiemi sono misurabili. Nel seguito faremo atten-
zione a che gli insiemi considerati siano sempre misurabili.



Vediamo alcune proprieta della misura. E utile introdurre la funzione
caratteristica di un insieme F, definita da

1 sexeFl,

1E(”"):{ 0 scx g E.

La stessa funzione viene talvolta indicata con yg. Se I ¢ un rettangolo
contenente 'insieme F, si ha quindi

u<E>=[1E.

Proposizione 7 Siano A e B due insiemi limitati misurabili. Valgono le
sequenti proprieta:
(a) Se A C B, allora B\ A é misurabile e

p(B\ A) = u(B) — u(A);

in particolare, 1(A) < u(B).
(b) AUB e AN B sono misurabili e

AU B) + (AN B) = u(A) + u(B);
in particolare, se A e B sono disgiunti, allora (AU B) = u(A) + u(B).

Dimostrazione. Se A C B, si ha 1p\ 4 = 1 — 14, e la proprieta (a) segue
integrando.

Essendo 14up = max{la, 1} e 1anp = min{la, 15}, si hache 14up € 1anp
sono integrabili. Inoltre,

lavp +1anp =14+ 15,

e integrando si ha la (b). n

Chiaramente, si ha che I'insieme vuoto & misurabile e () = 0. Inoltre, si
puo dimostrare che ogni insieme aperto e limitato ¢ misurabile, cosi come ogni
insieme chiuso e limitato.

Proposizione 8 Sia E un insieme limitato misurabile e f : E — R una
funzione limitata a valori non negativi. Sia Gy linsieme cosi definito:

Gr={(z.t) EExR:0<t< f(z)}.

Allora f ¢ integrabile su E se e solo se Gy ¢ misurabile, nel qual caso si ha:

uGn = [ r.
9



4 Insiemi trascurabili

Definizione 10 Diremo che un insieme limitato é trascurabile se ¢ misura-
bile e la sua misura € nulla.

Nel seguito di questa sezione supporremo sempre che £ sia un sottoinsieme
limitato di RY. Vediamo come si possono caratterizzare gli insiemi limitati
trascurabili. Nella seguente proposizione, la dicitura tra parentesi quadre puo
essere omessa.

Proposizione 9 Sia E un insieme limitato. Si ha che E ¢ trascurabile se e
solo se per ogni e > 0 esiste una famiglia finita o numerabile (Ji) di rettangoli
[a due a due non sovrapposti] tali che:

ECJ, D nlh)<e.
k k

Ogni insieme costituito da un unico punto ¢ trascurabile. Ma sono trascu-
rabili anche tutti gli insiemi finiti o numerabili limitati. Il lato di un rettangolo
in R? & un insieme trascurabile.

Definizione 11 Sia E un insieme limitato. Una proposizione si dice essere
vera quasi ovunque su E (o per quasi ogni punto di E) se linsieme dei punti
m cui non e vera e trascurabile.

Teorema 6 Se due funzioni f e g, definite sull’insieme limitato E, coincidono
quasi ovunque, allora f ¢é integrabile su E se e solo se lo ¢ g. In tal caso,

Jef=Jp9

Quest’ultimo risultato ci permette di considerare delle funzioni definite
quasi ovunque, e definirne I'integrale.

Definizione 12 Una funzione f, definita quasi ovunque su un insieme limita-
to E, a valori reali, si dice integrabile su E se si puo estendere ad una funzione
g: E — R, integrabile su E. In tal caso, si pone fE f= fE qg.

Si puo vedere che tutte le proprieta e i teoremi visti finora conti-
nuano a valere per tali funzioni.

Risulta interessante la seguente caratterizzazione delle funzioni R-integra-
bili.

Teorema 7 (G. Vitali 1904) Sia I un rettangolo. Una funzione f: 1 — R
¢ R-integrabile se e solo se e limitata e continua quasi ovunque.

10



Dimostrazione. Vediamo innanzitutto che se f e limitata su I e se 'insieme D
dei suoi punti di discontinuita e un insieme trascurabile allora f ¢ R-integrabile
su /. Essendo f limitata possiamo definire la somma di Darboux superiore
S(f, 73) e quella inferiore s(f, 77) associate a f e a una p-partizione 73 come
fatto nel corso di Analisi I. Dovendo dimostrare 'integrabilita di f usando
un calibro costante, i punti z; non hanno alcun ruolo per quanto riguarda la
finezza della partizione.
Sia M = sup,c;|f(z)|. Se M = 0 allora f e nulla quindi R-integrabile.
Supponiamo dunque M > 0. Sia € > 0 fissato e sia P una partizione di I tale

che

Z u(l;) <

jeS1
dove J; ¢ l'insieme degli indici j per cui il rettangolo /; della partizione ha
intersezione non vuota con l'insieme D). Una tale scelta ¢ possibile perché D ¢
trascurabile. Sia J, l'insieme degli altri indici. Per comodita indichiamo con
C I'unione dei rettangoli I; della partizione con j € J;. C' ¢ un insieme chiuso
e limitato e la funzione f & continua su C, quindi uniformemente continua.
Esiste allora un ¢ > 0 tale che su un qualsiasi rettangolo contenuto in C

avente i lati minori di ¢ loscillazione della funzione f sia minore di 2—([)
Si puo allora infittire se necessario la partizione P in modo da suddivicﬁzre i
rettangoli I; con j € Jy in rettangoli non sovrapposti con lati minori di /.
Per comodita indichiamo la partizione eventualmente modificata ancora con
P e manteniamo la notazione J; e J, per i due insiemi di indici e [; per il
generico rettangolo della partizione. Valutiamo ora la differenza tra la somma

di Darboux superiore e quella inferiore:

J€J1 j€Jo

Per qualsiasi partizione piu fine di P la differenza tra la corrispondente somma
di Darboux superiore e quella inferiore risulta minore di €. Per I'arbitrarieta
di € > 0 questo mostra che f e R-integrabile.

Dobbiamo verificare ora l'altra implicazione. Iniziamo dimostrando che
se f & R-integrabile (cioe se ¢ integrabile e nella definizione posso scegliere
un calibro § costante) allora f deve essere limitata. Procediamo per assurdo:
supponiamo esista una funzione f R-integrabile e illimitata su I. Sia J = [ o f

Prendiamo € = 1. Allora esiste 0 > 0 tale che per ogni p-partizione é-fine P
di I si abbia )
Data una p-partizione -fine di 7, se f fosse limitata su ciascun rettangolo della
partizione allora sarebbe limitata su tutto il rettangolo I. Siccome abbiamo
supposto f illimitata su I, esiste almeno un rettangolo I della partizione su
cui f non e limitata.

Ora consideriamo le somme di Riemann al variare solo dei punti x; scelti
all'interno di I, lasciando invariante tutto il resto (rettangoli della partizione

11



e tutti gli altri punti scelti allinterno degli altri rettangoli). Siccome il calibro
e costante, la finezza non dipende dal punto z; e per tutte le scelte di questo
punto all’interno di [ la corrispondente somma di Riemann si deve trovare a
distanza meno die =1 da J.

Essendo pero f illimitata su I, possiamo scegliere z; in modo che |f(zy)]
sia arbitrariamente grande; allora il termine f(z)u(I;) rende la corrispondente
somma di Riemann arbitrariamente grande in valore assoluto. In particolare,
facendo crescere |f(xy)| otteniamo somme con

IS(f.P)| > T +1,

arrivando ad una contraddizione. Questo mostra che f non puo essere illimita-
ta. Dunque ogni funzione integrabile secondo Riemann su I € necessariamente
limitata.

Resta da dimostrare che I'insieme D dei punti di discontinuita di f ¢ tra-
scurabile. Poniamo wy(xg) = limsup,_,, f(z) —liminf,_,, f(z). Siccome f &
limitata, wy(x) € un numero reale, uguale a 0 nei punti di continuita e positivo
nei punti di discontinuita. Sia o > 0 e sia D, I'insieme dei punti x € [ tali che
w¢(z) > a. Dalla R-integrabilita di f segue che D, ¢ trascurabile. Osserviamo
inoltre che se a; < ay allora D, C D,,,. Siccome D = U, D1, con D1 * D,
possiamo concludere che D e trascurabile. ! ! [ ]

5 La formula di riduzione

Il seguente teorema, dovuto a G. Fubini, permette di calcolare I'integrale di una
funzione integrabile di due variabili effettuando due integrazioni di funzioni di
una variabile.

Teorema 8 Sia f : I — R una funzione integrabile sul rettangolo I = [ay, by x
[as, bo]. Allora:

(1) per quasi ogni x € [ay, by, la funzione f(x,-) & integrabile su [az, bs);

(i) la funzione fab; f(-,y) dy, definita quasi ovunque su [ay, by, € i integrabile;

(111) si ha:
b1 bo
[i=] ( [ f(fc,y)dy) e

Dimostrazione. Per dare un’idea della dimostrazione, considereremo il caso
semplificato in cui f : I — R sia continua. Essendo f(z,-) : [az,b] — R
continua, essa ¢ R-integrabile; definiamo

bo
Fz)= [ flz,y)dy.

az

Vogliamo dimostrare che F' ¢ R-integrabile su [a;, b1] e che

[e=)s

12



Sia £ > 0 fissato. Per la R-integrabilita di f su I, esiste un calibro costante 0
su [ tale che, per ogni p-partizione d-fine P di I,

stp) - [1] <5
Dimostreremo che, per ogni p-partizione d-fine P; di la, by],
‘S(F,f)l) - /f‘ S .
I

Consideriamo dunque una p-partizione d-fine di [aq, b,

ﬁlz{(xz,Jl)Z:l,,n}

Per ogni i = 1,...,n, essendo f(z;,-) R-integrabile su [az,by] con integrale
F(z;), esiste un calibro costante d; tale che, per ogni p-partizione d;-fine Py di
[az, bo], si ha

: €
|S(f(wi,-), Pa) — F(x)] < o —ar)

Possiamo inoltre assumere che 6; < 6, per ogni i = 1,...,n. Scegliamo allora,
per ogni ¢ = 1,...,n, una p-partizione &;-fine 732 d1 [a2,b2] e scriviamola
esplicitamente:

Péz{(y;,K]’) ci=1,...,m;}.

Avremo quindi che, per ogni i =1,...,n,

< £
|F(2;) = S(f(wi,7), Py)| < m,

ossia
15

M= o=y

‘ Zf T

Definiamo ora la seguente p—part1z1one o-fine di I:

ﬁz{((a:i,y;),JixK;):izl,...,n,jzl,...,mi}.

Abbiamo le seguenti disuguaglianze:

kwn ﬂ<WFﬂ> s P+ [s¢p) - [ ﬂ
ZZf a:z,y] p(J; XKZ) —
=1 j=1

—2ﬂ%wMKM
< ;mu(eﬁ) + - =

13
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Cio dimostra che F' e integrabile e

[rls

La dimostrazione ¢ quindi completa. [ ]

Esempio. Consideriamo la funzione f(x,y) = x?siny sul rettangolo I =
[—1,1] x [0, 7]. Essendo f continua su un compatto, € ivi integrabile, per cui

si ha:
1 ™
/f:/ (/ :EQSinydy) dx
I -1 \Jo
1

1 371
4
BTy N £
-1 -1 3], 3

Naturalmente, vale anche la seguente versione del Teorema di Fubini, sim-
metrica della precedente.

Teorema 9 Sia f : I — R una funzione integrabile sul rettangolo I = [ay, by] ¥
[as, bo]. Allora:

(1) per quasi ogni y € [ag, ba|, la funzione f(-,y) € integrabile su [ay, b;];

(i) la funzione fabll f(x, ) dz, definita quasi ovunque su |as, bs], € 1vi integrabile;

(111) si ha:
bo b1
/If:/ ( f(fc,y)dfc) dy .

Come immediata conseguenza, si ha che, se f e integrabile su I = [aq, by] X
[az, by], allora

b1 bo b b1
/ ( f(x,y>dy) iw= | ( f<x,y>dx) dy.

In altri termini, se non vale l'uguaglianza ora scritta, la funzione f non &
integrabile su I.

Esempi. Consideriamo la funzione

) &L se (z,y) #(0,0)
f(x,y)—{ ((] I o)

sul rettangolo I = [0,1] x [0,1]. Se x # 0, si ha

/1 $2—y2 d— y y=1_ 1
o @R TP re], ., Pl

y=0

1 1 CL‘2 o yg 1 _

14

per cui



Analogamente, si vede che

1 1 x2—y2 T
7 ) dy = ——
/0 (/ (@ + 22 ) YT

e se ne deduce che f non ¢ integrabile su I.

Come ulteriore esempio, consideriamo la funzione

ry
= { 7

sul rettangolo I = [—1,1] x [—1,1]. In questo caso, se x # 0, si ha

1 . y=1
/ B {_x} o,
_1 (224 y?)? 22 +y?) | ,_

/_11 (/jﬁdy) dr =0.

Analogamente, si vede che

/_11 </_jﬁdfﬂ) dy =0.

Ciononostante, non si puo concludere che f sia integrabile su /. In realta
non lo & proprio. Infatti, se lo fosse, dovrebbe essere integrabile anche sui
sottorettangoli, e in particolare su [0, 1] x [0, 1]. Ma, se x # 0, si ha

per cui

1 y=1
/ g |== -
0 @ty [2(%‘2+y2)Lzo 2a(2? +1)

che non ¢ integrabile rispetto a x su [0, 1].

Se la funzione f ¢ definita in un sottoinsieme limitato E di R2, si puo
applicare il teorema di riduzione alla funzione fg. Sia I = [a1, b1] X [ag, bs] un
rettangolo contenente E. Definiamo le sezioni di F :

E,={y € lag, by : (x,y) € E}, E, ={z € [a1,b1] : (x,y) € E},
e le proiezioni di F :
PE={z€a,b]:E,#0}, BRE={y¢€lay, by : E, # D}.
Possiamo allora riformulare il teorema nella forma seguente.

Teorema 10 Sia f: E — R una funzione integrabile sull’insieme limitato E.
Allora:
(i) per quasi ogni x € PIE, la funzione fg(x,-) é integrabile sull’insieme E,;

15



(i1) la funzione x fEm f(z,y) dy, definita quasi ovunque su P\ E, é ivi inte-

grabile;
/Ef N /131E ( E, f@) dy) -

(111) si ha:
Analogamente, la funzione y +— ny f(x,y)dx, definita quasi ovunque su PyF),
e w1 integrabile, e si ha:

Af‘£w<Eﬂ“W”%d”

Esempio. Consideriamo la funzione f(z,y) = |xy| sull'insieme
E={(z,y) eR*:0< s <1,—2° <y <a?}.

Essendo f continua ed E compatto, si puo applicare il teorema; si ha che
P.E =10,1] e, per ogni x € P,E, E, = [—2?, 2?]. Quindi:

1 z2
/ff/</!wwodw
E 0 —x2
1 yz z2 1 336 1 1
:/Q{x—] dx:/m5dm:[—] =—.

Come corollario, otteniamo un metodo per calcolare la misura di un insieme
limitato misurabile.

Corollario 3 Se E C R? ¢ un insieme limitato misurabile, allora:
(1) per quasi ogni x € P E, l'insieme E, é misurabile;
(11) la funzione v — u(E,), definita quasi ovunque su Py E, é ivi integrabile;
(111) si ha:
uB) = [ (B,
PE
Analogamente, la funzione y — p(E,), definita quasi ovunque su PE, é ivi

integrabile, e si ha:

u(E) = /P ; pu(Ey) dy .

Nel caso di funzioni di pitu di due variabili, valgono risultati analoghi ai
precedenti, con le medesime dimostrazioni. Separate le variabili in due gruppi,
e chiamato x il primo gruppo di variabili e y il secondo, valgono esattamente le
stesse formule scritte sopra. Inoltre, iterando il procedimento di riduzione, si
possono dimostrare, per una funzione di N variabili integrabile su un rettangolo

I = [al,bl] X [CLQ,bQ] X e X [aN,bN],

16



formule del tipo

/If:/: (/b ( aZNf(ml,xQ,...,mN)dmN ...)d;@) dz,

Esempi. 1) Calcoliamo 'area di un cerchio centrato nell’origine di raggio
r >0,
E={(z,y) e R*: 2” +9* <r?}.

Abbiamo che P E = [—r,r] e E, = [—v/1? — 22,/r? — 2], per ogni x € [—7,7].
Quindi,

w/2

w(E) = / 2Vir? —a?de = / 2r? cos® udu = mr,

—7/2
(Abbiamo operato la sostituzione u = arcsin(z/r), ossia z = rsinu.)

2) Calcoliamo il volume di una palla tridimensionale centrata nell’origine di
raggio r > 0,
E={(z,y,2) e R®: 2* +y* + 22 <r?}.

Possiamo procedere in due modi, a seconda di come raccogliamo le variabili.

Primo modo. Scriviamo (z,y, z) = (z, (y, 2)). Abbiamo che P\E = [—r,7] ¢
E,={(y,2) e R*:9? + 22 <r* — 2%}, perognix € [—rr].

Quindi, £, & un cerchio di raggio v/72 — 22, la cui area & u(E,) = n(r? — 2?),

e possiamo calcolare

" 4
w(E) = / m(r? — 2% dr = §7r7’3.

Secondo modo. Scriviamo (z,y, z) = ((z,y), 2). Allora

PE={(z,y) e R* : 2 +¢* < r?},

mentre
Eay) = [_ \/7”2 - — 2, \/7‘2 —a? — yQ} , per ogni (z,y) € P E.

Quindi,

,u(E)—/ 2¢/1?2 — a2 —y2dady.
PE

Usiamo di nuovo la formula di riduzione sull’insieme D = P E. Abbiamo che

P\D = [-r,r| e D, = [—Vr? — 22, v/r2 — 22], per ogni x € [—r,r]. Pertanto,
A=

,u(E):/Q\/rQ—xQ—dexdy:/ / 2y/r? — 2?2 —y?dy | dx
D - —Vr2—z?

r w/2 4
= / / 2(r? — o) cos® udu | dov = —mr®.
—r —7/2 3

2), ossiay = V1?2 — x%sinu.)

(E stata usata la sostituzione u = arcsin ( =
rt—x
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3) Vogliamo calcolare il volume del tetraedro regolare di lato £. Lo supporremo
appoggiato al piano xy, per cui la sua “base” € un triangolo equilatero di lato
(, altezza h = %E\/g e area A = %2\/3. L’altezza del tetraedro E e pertanto

_ 2:\2 /2
H=\Je—(2hp = /20
Raggruppiamo le variabili come ((x,y), z) e proiettiamo sull’asse z, ottenendo

PE = [0, \/g 4 . Per ogni z € P,F, la sezione E, e un triangolo equilatero di

latofzzf—\/gzearea

W(E) :/OHu(Ez)dz:/OﬂETS(E— \/§z>2dz: \1/—2563.

Nota. Dehn ha dimostrato nel 1902, in risposta al Terzo Problema di Hilbert,
che non e possibile tagliare il tetraedro in poliedri piut piccoli che, ricombinati
assieme, formino un parallelepipedo.

Pit in generale, consideriamo ora un “cono” tridimensionale E. Esso e
ottenuto prendendo un insieme S, che supponiamo contenuto in {(x,y,z) :
z =0} (la “base” di F) e un punto v = (0,0, h), con h > 0 (il “vertice” di E).
L’insieme E ¢ cosi definito:

E={1-MNv+X x:\e€[0,1],x € S}.

La sua proiezione sull’asse z ci da il segmento P,E' = [0, h|, e per ogni z € P, E
la sezione E, ha un’area

WE,) = (h - Z>2u(Eo) = (h - Z)QM(S) :

Quindi il volume del cono E &

u(E):/PE;L(EZMZZ/;(hgz)zmsmz:%msm,

ossia “area della base volte altezza diviso tre”.

6 Cambiamento di variabili nell’integrale
Se I = [a,b] ¢ un intervallo in R e ¢ : I — R ¢ una funzione derivabile con

derivata continua, qualora f : ¢(I) — R sia continua possiamo scrivere la
formula di integrazione per sostituzione

w(b) b
x)dr = w))o' (u) du .
/¢ @ / F(p(w)!(u)
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Si noti che ¢(I) ¢ un intervallo i cui estremi potrebbero non coincidere con
¢(a) e p(b). Questo si verifica invece se ¢ sia strettamente monotona, nel qual
caso la formula si puo scrivere come

z)dr = w)) | (w)| du .
1@ / F(w))l! ()

Infatti, se @ e strettamente decrescente, si ha che |¢'(u)| = —¢'(u) e f:}g:;) f=

— J:f((;)) f. Cercheremo ora di estendere tale formula.

Per iniziare, consideriamo il caso in cui f € costante di valore 1, per cui la
formula diventa

H(p(D) = / ()|

Sia ¢ : R? — R? una funzione lineare, per cui esiste A, una matrice 2 x 2,
tale che p(x) = Az. Supponiamo che A sia invertibile. Se I = [0,1] x [0, 1],
allora (I) ¢ un parallelogramma, la cui area ¢ |det A|. Si noti che in questo
caso la matrice jacobiana di ¢ & costante, Jo(u) = A per ogni u € R?, per cui
abbiamo che

u(o(I)) = / [ det Joo(w)| du.

Questa formula si estende a un qualsiasi diffeomorfismo ¢ : A — B, dove A e
B sono due aperti limitati di R2. Se I & un rettangolo contenuto in A4, lo si puo
suddividere in molti piccoli sottorettangoli, su ciascuno dei quali la funzione ¢
sara approssimata dalla ben nota formula

p(u) = p(uo) + Jp(uo)(u — o) +7(u),

che ci riporta a un’espressione lineare con A = Jp(ug). Si puod dimostrare che
queste approssimazioni, con un procedimento al limite, forniscono la formula
cercata.

Il procedimento descritto sopra si estende a ogni dimensione e si puo
dimostrare il seguente

Teorema 11 Sia ¢ un diffeomorfismo tra due aperti limitati A e B = p(A).
Se D ¢ un sottoinsieme misurabile di A, allora ¢(D) é misurabile, | det Jp| é
integrabile su D e si ha:

u(p(D)) = /D | det Joo(w)| du.

Possiamo ora passare al caso generale, con f una funzione non necessa-
riamente costante. Enunciamo il teorema di cambiamento di variabili
nell’integrale.
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Teorema 12 Siano A e B due aperti di RN, e ¢ : A — B un diffeomorfismo.
Siano D C A e (D) C B limitati e misurabili, e f : p(D) — R una funzione.
Allora f e L-integrabile su p(D) se e solo se (fop)|det Jp| é L-integrabile su
D, nel qual caso si ha:

| t@dn= [ fow)det Jotw)| du.
@(D) D
Potrebbe essere utile la seguente formula equivalente:

[ @rim= [ sotldet Jotu)ldu

7  Alcune trasformazioni utili in R?2

(i sono alcune trasformazioni che lasciano invariata la misura di ogni insieme
misurabile. Ne consideriamo qui alcune delle piu usate nella pratica.

Le traslazioni. Si dice traslazione, per mezzo di un vettore fissato a =
(a1,as) € R? la trasformazione definita da

o(u,v) = (u+ay,v+ag).

)\y

\

>
>

X

Si vede immediatamente che ¢ ¢ un diffeomorfismo con det Jo = 1, per
cui, dati un insieme limitato misurabile D e una funzione L-integrabile f su
©(D), si ha:

/ f(x,y)dxdy:/f(u+a1,v+a2)dudv.
@(D) D

Le riflessioni. Una riflessione rispetto ad un asse ¢ definita da:

o(u,v) = (—u,v), oppure o(u,v) = (u, —v).

Qui det Jo = —1, per cui, ad esempio nel primo caso, si ha:
/ f(xay)dxdyZ/f(—u,v)dudv.
©(D) D
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Le rotazioni. Una rotazione attorno all’origine di un angolo fissato a &
definita da:

o(u,v) = (ucosa —vsina, usina + v cos a) .
Si tratta di un diffeomorfismo, con

cosa —sino
sin « CcoS o

det Jp(u, v) = det ( ) = (cosa)? + (sina)® = 1.

) e

>

X

Quindi, dati un insieme limitato misurabile D e una funzione L-integrabile f
su (D), si ha:

/ f(z,y)dxdy = / f(ucosa —vsina, usina + vcos o) dudv .
@(D) D

Un altro tipo di trasformazione utile & la funzione 1 : [0, 400[ x [0, 27[ —
R? data da

¥(p,8) = (pcost, psind),

A

Coordinate polari

che definisce le note coordinate polari in R?. Preso un sottoinsieme limitato
misurabile E di R?, sia By una palla aperta di centro l'origine e raggio R che
lo contenga. Consideriamo gli insiemi aperti

A=1]0,R[x]0,2x[,  B=DBg \ ([0,+00]x{0}).
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La funzione ¢ : A — B definita da ¢(p, 0) = 1(p, 0) risulta essere un diffeomor-
fismo e si vede facilmente che det Jo(p, 0) = p. Possiamo applicare il teorema

di cambiamento di variabili all’insieme E = ENB. Siccome E e ¢~ (F) differi-
scono da F e ¢~ }(FE), rispettivamente, per un insieme trascurabile, otteniamo
la seguente formula di cambiamento di variabili in coordinate polari:

[ swwaray= [ moppdpds.
E 1/)*1(E)
Esempio. Sia f(z,y) = xy definita su

E={(z,y) €eR*: x>0,y >0,2>+y* <9}.

Facendo il cambiamento di variabili in coordinate polari, si vede che ¢~ }(F) =
[0,3[x[0, ]; per la formula di riduzione di Fubini, possiamo quindi scrivere

/2 3 1 /2 1
/f:/ </ pSCOSQSiHOd,o) d9:8— cos@sin9d0:8—.
E 0 0 4 Jo 8

8 Coordinate cilindriche e sferiche in R?
Consideriamo la funzione ¢ : [0, +0o[ X [0, 27r[ xR — R3 definita da

§(p.0,2) = (pcost, psinb, z),

che definisce le coordinate cilindriche in R3. Preso un sottoinsieme limitato

f/
Coordinate cilindriche.

misurabile £ di R?, sia Cyx | — H, H[ un cilindro, avente come base il cerchio
aperto Cg di centro l'origine e raggio R, che lo contenga. Consideriamo gli
insiemi aperti

A:]OvR[X]Oa27T[X] _HvH[a
B =(Cr \ ([0,+00o[x{0})x]—H HI.
La funzione ¢ : A — B definita da ¢(p,0,2) = &(p,0, z) risulta essere un

diffeomorfismo e si vede facilmente che det Jp(p, 0, 2) = p. Possiamo appli-
care il teorema di cambiamento di variabili all’insieme E = E N B. Siccome
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E e o~ Y(E) differiscono da E e £~'(E), rispettivamente, per un insieme tra-
scurabile, otteniamo la seguente formula di cambiamento di variabili in
coordinate cilindriche:

/f(a:,y,z)d:cddeZ/ f(&(p,0,2))pdpdodz.
B £-1(8)

Esempio. Calcoliamo l'integrale fE f, dove f(z,y,2) =2® +y? e
E={(r,y.2) eR®: 2>+ <1,0<z<z4+y+V2}.
Passando a coordinate cilindriche, notiamo che
pcosd + psind ++v2 >0,

per ogni 6 € [0,27[ e ogni p € [0, 1]. Facendo il cambio di variabili e usando
Fubini, si ha:

/(a:2+y2)dxdydz:/ p*dzdf dp
E £H(E)

1 27 p cos 0+psin 6++/2
:/ (/ (/ pgdz) d9> dp

0 0 0

1 2
:/ (/ p3(pcos«9+psin9+\/§)d9) dp
0 0
1
:27r/ p>V2dp
0

e
2

Consideriamo ora la funzione o : [0, +oo[ X [0, 27 X [0, 7] — R? definita da
a(p,0,¢) = (psingcosb, psin psinb, pcos @),

che definisce le coordinate sferiche in R3. Preso un sottoinsieme limitato mi-

4
V4

/

Coordinate sferiche.
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surabile E di R3, sia Bg una palla aperta tridimensionale di centro 1'origine e
raggio R, che lo contenga. Consideriamo gli insiemi aperti

A =10, R[ x]0,2x] x |0, 7], B =Bg \ (]0,4+00][x{0} x R).

La funzione ¢ : A — B definita da ¢(p,0,¢) = o(p,0, @) risulta essere un
diffeomorfismo e si vede facilmente che det Jp(p,0,¢) = p?sin ¢. Possiamo
applicare il teorema di cambiamento di variabili a £ = E N B. Siccome F

e ¢ 1(FE) differiscono da E e o~ '(E), rispettivamente, per un insieme tra-
scurabile, otteniamo la seguente formula di cambiamento di variabili in
coordinate sferiche:

[ ededyds= [ fo(pb.0) simodpdd do.
E o~ 1(E)

Esempio. Calcoliamo il volume dell’insieme

E:{@’y’z)€R32x2+y2+z2§1,22 \/x2+y2}.

Si ha:

u(E) :/ ldxdydz
E

p*sin ¢ dp df d¢
)

/
/01 ( Oﬂ/4 (/O%stingde) d(b) dp
:27r/01 (/Oﬂﬂp?sinqbd(b) dp

9 Integrale su sottoinsiemi non limitati
Useremo la notazione
B[0,7r] = [=r, 7] x [=r,7] x --- x [-1,7] C RY.

Sia E un sottoinsieme di RY, non necessariamente limitato, e sia f : £ — R
una funzione tale che

f(x) >0, perognix € E.
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Se f ¢ integrabile su ciascun insieme limitato EN B0, 7], con r > 0, si definisce

/ f= lim f.
E T+ J EnB[0,r]

Si noti che il limite esiste sempre, siccome la funzione r — [ ENB0] f e cre-
scente, essendo f > 0. Inoltre, il risultato non cambia se al posto di B[0, ]
si considera la palla euclidea B(0,7), o una qualsiasi famiglia crescente di in-
siemi che invadono RY. Qualora tale limite risulti finito, la funzione f si dira
integrabile (o L-integrabile) su F.

Nel caso in cui la funzione assuma anche valori negativi, procediamo in
questo modo. Definiamo le funzioni f* : £ — R ponendo

fT(@) = max{f(x),0}, [ (x) = max{—f(z),0},
per cui f(x) = f*(x) — f~(x). Sinotiche ft >0e f~ > 0. Se ben definito,

si pone quindi
Jor=Jr =L

Se f* e f~ sono integrabili su F si dira che f ¢ L-integrabile su E. Osser-
viamo infatti che |f(x)| = fT(x) + f~(x), quindi se f* e f~ sono integrabili,

avremo anche
L=+ [ 1

Si dimostra senza grosse difficolta che I'insieme delle funzioni L-integrabili e
uno spazio vettoriale, e I'integrale e una funzione lineare su di esso che conserva
I'ordine.

Un insieme £ C RY si dice misurabile se £ N B[0,r] ¢ misurabile, per
ogni r > 0. In tal caso, si pone

wE) = lim p(ENB0,r]).

Si noti che il valore p(E) puo essere in alcuni casi +00. Esso ¢ finito se e solo
se la funzione costante 1 e L-integrabile su F, ossia la funzione caratteristica
di £ ¢ L-integrabile su RY. Le proprietd degli insiemi limitati misurabili si
estendono facilmente agli insiemi illimitati. In particolare, sono misurabili
tutti gli insiemi aperti e tutti i chiusi.

Anche il teorema di riduzione di G. Fubini si estende a funzioni definite
su un sottoinsieme E di RY non necessariamente limitato. Sia N = N; + N,
e scriviamo RY = RM x RM2. Per ogni (z,y) € RM x RM | consideriamo le
sezioni di F :

E,={yeR™: (z,y) € B}, E,={zcR":(z,y)cE},
e le proiezioni di F :
PE={zcR"M:E,#0}, BRE={yecR™:E,#0},

Possiamo allora riformulare il teorema nella forma seguente.
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Teorema 13 Sia f : E — R una funzione L-integrabile sull’insieme E. Allo-
ra:

(1) per quasi ogni € P\ E, la funzione f(x,-) e L-integrabile sull’insieme E,;
(i) la funzione x wa f(x,y) dy, definita quasi ovunque su PiE, é ivi L-

integrabile;
/fz/ ( f(w,y)dy> dz .
E PE Ex

(111) si ha:
Analogamente, la funzione y — ny f(x,y) dx, definita quasi ovunque su PyE,
¢ wi L-integrabile, e si ha:

/Ef:/pﬂ< Eyf(w,mdw) dy.

Corollario 4 Sia E un insieme misurabile. Allora E ha misura finita se e
solo se:
(1) per quasi ogni ¢ € P\ E, l'insieme E, ¢ misurabile e ha misura finita;
(11) la funzione & — p(E,), definita quasi ovunque su PLE, é ivi L-integrabile;
(111) si ha:
W)= [ (B de.
PE

Con enunciato simmetrico, se I/ ha misura finita, si ha pure

u(B) = [ () dy.

La formula di cambiamento di variabili nell’integrale si estende
anch’essa ad insiemi non limitati, con enunciato analogo.

Teorema 14 Siano ¢ un diffeomorfismo tra due aperti A e B = ¢(A) di RV,
D wun sottoinsieme misurabile di A e f : p(D) — R una funzione. Allora f
¢ L-integrabile su o(D) se e solo se (f o )|det Jp| é L-integrabile su D, nel
qual caso si ha:

| sy = [ sew)lden o) du.
¢(D) D

Si possono fare le stesse considerazioni per quanto riguarda i cambiamenti di
variabili in coordinate polari in R? o in coordinate cilindriche o sferiche in R3.

Esempio 1. Sia F = {(z,y) € R? : 2? + y* > 1} e f(x,y) = (z* + y*)™°, con
a > 0. Abbiamo

1 2 “+00 1
/E(x2+y2)a dxdy:/o /1 gl W0
+00
= 27r/ P2 dp
1

Si vede quindi che f ¢ integrabile su F se e solo se @ > 1, nel qual caso

Iintegrale vale - .
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Esempio 2. Calcoliamo la misura tridimensionale dell’insieme
1
E = {(x,y,z) eERP:x>1,\/y2+22< —} .
x

Usando Fubini, raggruppando le variabili (y, z) abbiamo
+0c0 1
E) = —dr=m.
- [ ks

. . . . (2 2 .
Esempio 3. Consideriamo la funzione f(z,y) = e~ *¥) ¢ facciamo un cam-

biamento di variabili in coordinate polari:

2m +00
1
/ e~ @) dy dy = / e pdpdf = 21 [——e”Q] =T.
R? 0 2

0

Notiamo che, usando il Teorema di Fubini, si ha:

2 2 +oo Foo 2 2
/ e~ @) dg dy:/ (/ e e dx) dy
R2 ) —00
+o00 ) +o0 )
= (/ e ” dx) (/ eV dy)
_foo e
= (/ 67332 dl’) 5

per cui troviamo il seguente importante risultato:

+o0 )
/ e dr =/ .

[e.e]

Terminiamo con la proprieta di additivita dell’integrale.

Teorema 15 Siano E, ..., E, sottoinsiemi misurabili di RY, a due a due non
sovrapposti (ossia p(E; N E;) = 0 se i # j), la cui unione € un insieme E.
Allora f : E — R é L-integrabile su E se e solo se f ¢ L-integrabile su ciascuno
degli Ev, ..., E,, e in tal caso, si ha

/Ef: REERY NS

10 Integrale su una M-superficie

Sia ¢ : I — RY una M-superficie, con 1 < M < N. Possiamo considerare, al

variare degli indici 71, ...y, le matrici M x M che si ottengono selezionando
dalla matrice jacobiana Jo(u) = ¢’(u) le corrispondenti righe
do; do;

ouq

O-Eil,...,iM)(’u’) =

9oy, 901y,
Psc (). St (u)
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Definiamo, per ogni uw € [, i vettori (]\]\/[[)—dimensionali

(1155 'LM)( ))1§’i1<"‘<iM§N.

Indicheremo con || X(w)|| la norma euclidea di ¥ (u):

[X(u)]| = [ Z (deta(il ..... z‘M)('U’))Q

1<ii<-<ipg <N
Sia U c RY un aperto contenente il supporto di o.

Definizione 13 La funzione f : U — R é integrabile sulla M -superficie o :
I = RY se (foo)||X]|| ¢ integrabile su I. In tal caso, si pone

/f /f DIS(w)]] du.

Ad esempio, ogni funzione continua f sara integrabile su o.

Nel caso M = 1, abbiamo una curva o : [a,b] — R" e, data una funzione
scalare f definita sul supporto di o, si ha:

|- /f Do (1)1 dt.

Se M =2 e N = 3, abbiamo una superficie o : [ay,b1] X [az, 0] — R3 e,
data una funzione scalare f definita sul supporto di o, si ha:

b2 rbi do oo
[1= [ stotwon |5t « G

Definizione 14 Due M-superfici o : I — RY e 5 : J — RY si dicono equi-
valenti se hanno lo stesso supporto ed esistono due insiemi aperti A C I,
B C J, e un diffeomorfismo ¢ : A — B con le sequenti proprieta: gli insiemi
I\ A e J\ B sono trascurabili e, per ogni u € A, o(u) = d(p(u)).

dudv .

L’integrale non differisce per M-superfici equivalenti.

Teorema 16 Se o e o sono due M -superfici equivalenti, si ha:

fr=Lr

Dimostrazione. Con le notazioni introdotte in precedenza, essendo o(u) =
7(p(u)) con ¢ : A — B, abbiamo:
E(’U,) = <det 0-27/1 77777 ZM)(U))]_S <. <’LA{<N
= (det (&EZ ..... (@(u)) ( )))1§7;1<"'<iA/I§N
(et ),y ot



Pertanto, per il teorema di cambiamento di variabili, essendo I \ A e J\ B
trascurabili, si ha:

;= / £ (0 ()| S(w)]| d
—/f(é'( () |5 (p(w))]] | det ' (w)] du

/f< ()15 Hdv—/f

Come vedremo in seguito, non sempre due M-superfici aventi lo stesso
supporto sono equivalenti. Introduciamo una classe particolare di M-superfici
per le quali questo inconveniente non si verifica.

Definizione 15 Una M-superficie o : I — RY ¢ una M-parametrizza-
zione di un insieme M se ¢ regolare, iniettiva su I, e o(l) = M. Di-
remo che un sottoinsieme di RY ¢ M-parametrizzabile se esiste una sua
M -parametrizzazione.

Esempi. La circonferenza M = {(z,y) € R? : 2? + y* = 1} & parametrizzabile
o :[0,27] — R? definita da o(t) = (cost,sint), ne & una parametrizzazione.
Una parametrizzazione della sfera M = {(z,y,2) € R® : 2% + y* + 22 = 1}

¢, ad esempio, o : [0, 7] X [0,27] — R3, definita da

o(¢,0) = (sin ¢ cos b, sin ¢ sin b, cos ¢) .

Teorema 17 Due M -parametrizzazioni di uno stesso insieme Sono sempre
equivalenta.

Se M ¢ un insieme M-parametrizzabile, possiamo definire I'integrale di f
su M ponendolo uguale a fa f, dove o & una qualunque parametrizzazione di
M. Lo denoteremo con

/ fduar,  oppure / f(x) dpn () -
M M

Se M = N, si riottiene I'integrale usuale, ossia [, f(x) dz.

11 Misura M-dimensionale

E interessante il caso in cui f e costantemente uguale a 1 : in accordo con l'idea
fisica del moto di una particella lungo un percorso descritto dalla funzione o,
in questo caso l'integrale di linea si chiama lunghezza (o misura curvilinea)

della curva o, e si scrive:
b
~ [l ar
a



Esempio. Sia o : [0,b] — R? definita da o(t) = (¢,¢2,0). Il suo supporto ¢ un
arco di parabola, e la sua lunghezza ¢ data da:

Ll(a):/b\h (202 dt

sinh ™1 (2b) 1
:/ §(cosh u)* du

inh=1(0)

1 [u+sinhucoshu sinh ™" (20)
2 2 o

1
=3 <sinh-1(2b) VI F 4b2>

1
= In <2b+\/1+4b2> +g\/1+4b2 .

Anche nel caso in cui o & una superficie in R3 risulta utile considerare la
funzione costante 1. Si chiama area (o misura superficiale) della superficie o
il seguente integrale:

A

Come vedremo in seguito, nel caso in cui la superficie risulti essere una 2-
parametrizzazione di un certo insieme, questo integrale e il flusso di un campo
di vettori che in ogni punto della superficie coincide con il versore normale. !

@(u,v) dudv .
v

0

oo
%(u, v) X

Esempio. Sia o : [0, 7] X [0,27] — R? definita da
o(¢,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sinf, Rcos ¢) .

Il suo supporto € una sfera di raggio R, e la sua area e data da:

27 pm
L2(0) = / / \/(R2 sin® ¢ cos )2 + (R?sin® ¢ sin 0)2 + (R%sin ¢ cos 0)2 d¢ df
o Jo

2w s
= / / R*sin ¢ do db
0 0

=47 R?.

In generale, nel caso in cui f e costantemente uguale a 1 abbiamo la
seguente

Definizione 16 Si dice misura M-superficiale di una M -superficieo : I —
RY il sequente integrale:

(o) = / 15(w) | .

!Naturalmente anche la definizione di area puo essere giustificata da considerazioni
geometriche, anche se la questione risulta molto piu delicata che nel caso delle curve.
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Come ragionevolmente ci si aspetta, da quanto visto sopra segue imme-
diatamente che due M-superfici equivalenti hanno sempre la stessa misura
M-superficiale.

Esempio. Le due curve 0,5 : [0, 2] — R? definite da
o(t) = (cos(t),sin(t)), a(t) = (cos(2t),sin(2t)),

pur avendo lo stesso supporto, non sono equivalenti. Infatti, come facilmente
si vede, t1(0) = 2 mentre ¢1(6) = 4.

Alla luce di quanto sopra, e possibile dare la seguente

Definizione 17 Si chiama misura M-dimensionale di un insieme M -pa-
rametrizzabile M C RY la misura M -superficiale di una qualunque sua M -pa-
rametrizzazione.

Nei casi M = 1,2, la misura M-dimensionale di M si chiama spesso
lunghezza o area di M, rispettivamente. Si potra parlare, ad esempio, di
lunghezza di una circonferenza e di area di una sfera.

Se M = N, si puo verificare che la misura /N-dimensionale dell’insieme M
coincide con la misura usuale che abbiamo trattato nella prima parte di queste
note.

12 Lunghezza e area

Consideriamo dapprima una curva o : [a,b] — RY. Per ogni partizione P
dell'intervallo [a, b] del tipo

a=ay< a1 < - <o <y=~"b,

calcoliamo la lunghezza della poligonale che congiunge i punti o(a;), ossia
Uo,P) =) llo(a;) = ola;-)ll-
j=1

Risulta abbastanza intuitivo il fatto che queste lunghezze siano una buona
approssimazione della lunghezza della curva o, qualora i punti della parti-
zione siano presi sufficientemente vicini I'uno all’altro. Si puo effettivamente
dimostrare il seguente risultato.

Teorema 18 La lunghezza della curva o € ottenuta come
t (o) =sup {{(o,P) : P partizione di [a,b]} .
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Dimostrazione. Per ogni partizione P di [a, b] si ha che

lotay) = otaall = || [ oya| < [ 1oolar

quindi

=Y llot@) —olal <3 [ lo'@lde= [Tl ar

Allora, anche
b
sup {{(o,P) : P partizione di [a,b]} < / llo’ (t)]| dt .

Dimostriamo ora anche la disuguaglianza opposta. Sia € > 0 fissato. Siccome

o' : |a,b] — RN & continua, per il Teorema di Heine essa & uniformemente

continua, per cui esiste un 0 > 0 tale che
s—t|<d = |o'(s)—d )] <e.

Sia P una partizione di [a, b] tale che a; —a;—; <0, per ogni j =1,...,m.

Se t € [a;—1,a;], allora [|o’(t) — o'(a;)[| < &, quindi [|o’(£)]| < [[o"(a)[ + &,
e pertanto

CL]' , aj ,
[ lrlae< [ o't +<) a

aj—1 aj—1

- / o (a)]| df + (a; — aj-1)

aj;—1

— H/aj a'(aj)dtH%—e(aj—aj,l)
< H/ o'(a;) — o' dtH+H/ )dtH—{—e(aj—aj_l)

< / lo’(a;) = o' (®)]l dt + [lo(a;) — o(a;-1)ll + e(a; — aj)

J

< ela; —aj-1) + [|o(a;) — ola;1)[| +ea; — aj-1) -

Quindi,

b m aj
[lewla=Y [ el

m

<Z(Hw ola;-)]l + 22— a,01))

= ﬁ(o, P) + 2¢(b — a)
sup {{(c, P) : P partizione di [a,b]} + 2e(b—a).

IN
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Essendo ¢ arbitrario, ne segue la disuguaglianza
b
/ |0’ (¢)|| dt < sup {{(o,P) : P partizione di [a,b]},

e la dimostrazione e completa. ]

Potremmo ora provare a vedere se una costruzione similare possa essere
fatta anche per le superfici. Piu precisamente ci chiediamo se sia possibile
approssimare ’area della superficie con 'area di una superficie poliedrale con
vertici sulla superficie iniziale. Sorprendentemente, cid non e sempre possibile!
Vediamo il seguente esempio dovuto a Schwarz.

Consideriamo la superficie laterale di un cilindro con base circolare di raggio
r e altezza h. La parametrizziamo in coordinate cilindriche, con la funzione
o :[0,27] x [0, h] — R? definita da

0(0,z) = (rcosf,rsinb, z) .

La sua area, come facilmente si vede, ¢ uguale a 27rh.

La “lanterna di Schwarz” € un poliedro, avente 4mn facce triangolari, in-
scritto nel suddetto cilindro. I vertici del poliedro corrispondono ai punti che
si ottengono suddividendo il dominio [0, 27] x [0, ] in nm sottorettangoli

2 27

[(j -~z

,]—}x{(k—l)ﬁ,k‘ﬁ}, conj=1,....m, k=1,...,n,
m’"m n

n

e poi dividendo ciascuno di essi, per mezzo delle loro due diagonali in quattro
triangoli uguali.

(=1 k) (5 k)

(2j — 1), (2k —1)2)

(G =D (k=1)7) (75 (k=1)7)

Indicheremo con A(m,n) l'area di questo poliedro.

Usando semplici formule geometriche si vede che ciascuna delle 4mn facce
del poliedro € un triangolo isoscele avente base di lunghezza

b = 2rsin <%> ,

e altezza di lunghezza

el (T (2
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D
A
Si veda la figura dove, per esempio,
2m h
A= —1)—, (k—1)—
oG- 1), (k= 1)),
2m h
B=o(j—, (k—1)—
o(j— (k=1)-).
T h
C=0((2j—1)—, (2k—1)—

AFE = rsin (%), OF = rcos <%>, ED:r<1—cos (1>>, CD = i

m 2n

Pertanto, la somma delle aree dei 4mn triangoli vale

b/ sin () .

A(m,n) = 4mn7 = 27r

o6 ey

E T

m

m2rn

2
2). Se m — “+oo e
m

n — 400, non e detto che esso tenda a zero, come si vorrebbe, per avere che
A(m,n) — 2nrh. Anzi, possiamo affermare che

C’¢ in questa formula un termine “scomodo”: (

il limite di A(m,n) per (m,n) — (400, 4+00) non esiste!

Si noti ad esempio che A(m,m) — 2wrh, mentre A(m, m?) — +oo e, per ogni
¢ > 27rh, esiste una successione (n,, ), tale che n,, — +oo e A(m,n,,) — /.
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