


$12 .2 Legge & gruppoabelianerre ellittiche
# Sia e una cubica prana lisciam =K .

Net procetting equi rette Linterseca 2 in esattamento
3 punti, now necessariamente distinti e contat

con motteplicita, gragna al teoreme di Bezout.
Siamo dati A

,
B E T

,
allore l'unica retta L interseco [

anche in intergo punto (new necessariam distinte de A
, B)

PER BEZONTche chiamamo R(A ,B) . Se A=B =Lea(b) COMUNQUE INTERSESA
& IN UN TERzo

questo definisce un'operagnere binaria
RUNTO

R : 3 xz -> T

(A ,B) 1> R(A,B)
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Ess)Si hanno la requenti proprieta
& R e COMMUTATIVA per costiuguese
& RIA ,A) = A L A FLESSO

R(F,9)
⑨ &(f,9)

&

# *

* E T

⑧

·

Si fissiD mode9 fessi di G, e si definis e "operagea
(A,B)> R(R(A ,B), 0)
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&: Percle + invece di R 2 a che serve ?
& uno del flessi Come elemento Neutro

#) +
, 0) e GRUPPO ALGEBRICO ABELIAMO

Froof. : O CHIUSURA % E chinso rispetto ad R =
E e chinso rispettoa /T,) e un magne agebrics.
·Commutativita: La commentativit di e segua dalle
commutativit di R

· ASSOCIATIVITA :

Dimostrazione grafica
della assocrativita :

(P+a) +r = p+ (a+R)
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Dimotramo formelmentede
=R(R(A , B+c), 0)

Quindie sufficiente mostrare de R(A#B, C) = R(t , B+c) ·

Definiamo la cubica completamente riducibile :
-> ->

D :=B W A+B
,
cu 0

,
B +C

Allora abhiemo :

2. nD = 50, A , B,2 , A+B ,B+c , R(a ,B), R(B,c), R(A+B,c)
e supponiamo che siano tutto distinti (vero genericamente .For
Sappiamo ance B, C, R(B,C) ALLINEATI . ESERCITI

VERERE
CASOAllora con d=3

,
n = 1 abbiamo daPUNTI in EnD

DEGEMERE

con d= def(b) = def (D) n End : nd Punti in una curva
di grado n IRRID = in nimament d(d-n) = 6 RUNTI so
contenuti in una curra di def = d-n= 2 = in una covice
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Allona 16 punti
& O
,
A
,
A +B
,
B+2
,
R(a,B) , RLA+B,CLEY

appartengers ad una conica
,
ma 0,B , R(A ,B)N

sons ALLINEATI => T DEGENERE =R(R(A ,B),b)
a quindi possiamo concludes che :

A
,
B+C
, R(A+B ,c) ALLINEATI

Ma per definizione sappiamo de dat A
,
B+C
,
l'mico

tergo pento in te valle retta Le R(A , B +c)

quindi per Unicit dobbiamo arece de :

R(A +B , c) = R(t , B+c)
Ineprio come volevasi dimostrare.
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· elemento Neutro O : Dobbiano verificara de
FAGY Si abbia A # O = A

,
ovreco de

# R(R(A,0), 0) = A
Si osservi che

R(0,0) = O proprio perche ·O

R(A,0)

i
PRIMA TRONO QUESTO COME UNICA INTERSEZION

,

O e Flesso

ER(R(A,0), 0)= A PolCAR)RA, = Retrov

Quindi (Es +, o) si qualifica come MoNoDe COMMUTATINO
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· Elemento Inverso : Fatt dobbiamo esibire

un elements BEG tale de A + B = 0 M B +A = 0
-

automatica della
ovvelo de : commutativite

R(R(A ,53)
,0 =0 scagliamo : B := R (A,0)

·0=R(R(A,0), a)
M

R(A,0)-I&

ESSENDO PER DEF R(A,0)
IL TEREO IUNTO DI INTERSEZIONE TRA

A L 2 T
,
Allort IL TERZO IUNTO DIE LAR(A

,d)
INTERSEZIONE TRA -ET

I

TORNA AD ESSERE O

Allena (C, #, ) si qualifica come gruppe abeliamo,
concludendo

la dimostragree -7-



D : E se invece de il flesso O aressio scelto un

altro quelunge dei flessi p' di G %

R : Otteniams due grupp abeliami :

(t, +, 0) (6, + , 0')
concessi della sequente relegnene :

A + B = A + 3 - 0
9

-

UM SEMPUCE SHIFT DATO

DALLY INVERSO DELL'ALTRO FLESSO ,

E un Camblo De SisTEM) di RIFERIMEN

Proof. : per esercial

⑫, Ogui curva ellittica ha g structure of
grupp abeliance,

tutte isomorfe l'una con l'altra.
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~ Fine Gel
corso I. A .

G.

~

Bueno studio
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