
FORME REALI per ALG di LIE
Finora abbiamo studiato alg di Lie complesse Tuttavia
in fisica siamo spesso interessati ai gruppi di Lia reali
come SUCN SOCN e alle loro ALGEBRE DI LIE REALI

Dato uno sp vett d dimensionale posso scegliere una

base liberi ae allora Ezili ZIECI i 1 yd
Restringendo la scelta delle zi posso definire dei sottosp.vett

Peresempio Zi O ti 2 ottengo un sottosp 2am di V

come V2 zientzie 7,22 e C V

Sia Vsp vett COMPLESSO di d'moved e libia
una sua base Esso può essere visto come uno

sp vett REALE di d'MRV 21 definito come

EEE.EE I FiERi h d

Posso trovare un sottosp vett REALE di dimied di V

imponendo una condizione di REALTÀ VIRCV tic V VinOf
La più semplice è ZIEIR cioè Ii o Vi

oppure Zi E il cioè Ri o ti ma possiamo

anche imporre ZielR i Ek e Zifill isk un'altra

possibilità è zi aitiai oppure zi aitibil.si ed

e zi di ibi dei 2d



Data un'aly di lie COMPLESSA 9 con d'M 9 D
una sua FORMA REALE è una sottoalg G CG condimaged
Essa è uno sottosp male ottenuta attraverso una condizione

di realtà se tale conditi di realtà è preservata dal

prodotto di lie allora Gp è anche sotto ALGEBRA di lie

Nella base di Cartan Weyl H Ex le cost di struttura

SONO REALI

possiamo fare combinati lineari REALI di Hi Ea e

i loro commutatori saranno ancora combinati reali

Possiamo quali def la SPLIT REAL FORM di G come

GE l'H l'Ex 1 ell'ER i y.ir ED CGR

Per le alghe classiche

ATTIRY
analgebrgeneranBr so rts r

e gp 2 gruppi non compatti

Dr so r r

Nei casi eclez 26161 Cacti Cgis nessunsimbhFa G

fitti Hi 59



Possiamo invece prendere come base

ihii ti.ir Ti EEE TIE ELI EA

e definire

9 l iki e I è 5 liesMEIR eh ir dest cg
anche in sto caso le cost di strutture sono reali

fitti Ji Hi EatE a α EEE α J

ihi JE CHI Ex E D i α EEE
α 51

51 5 Et Ea Ea E a Ea E a i 4H liti
Fissando normalizzaz di Earp in modo opportuno anchaltrecostidistrEIR

atealgebre generano gruppi COMPATTI nella basedata

la killingform è DEFINITA NEGATIVA
o se β α

RCH HI sii RCHIE 0 e KLEYER seria

Klitti iHi 8 k H Ji o

K 51 J 1 R Et Ea Et E K Ex E a so etc

qtaG è chiamata la COMPACT REALFORM

Vediamo perché il gruppo di lie corrisp è COMPATTO

definiamo nozione diHermit coniugato Hi EHI E E E α
estendiamo tale def.in G in modo anti lineare ex E c

nella base sopra IHI fitti 51,4 Ji
tutticlem al

abbiamo una base di Gipche è ANTI HERMITIANA Gipsonanti



l'esponenziale di Gir genera un gruppo che è un

sottogruppo del gruppo UNITARIO che è compatto

siccome sottoinsiemi chiusi da dim di compatti

sono compatti allora Gr gen da expG è compatto

ES SULZ H Ea 8 E a 98
5 1,19 52 E



RAPPRESENTAZIONI CONIUGATE

Consideriamo un'algebra di lie complessa Ga
Scegliamo una forma reale Gp e Ga t.c.GE 9 e

Sia Sr una rap d Gp Sp Gp EnddV

Possiamo definire due rappresentazioni a partire da gta
1 la rap 9k Gp EndalV

se fila Ge

2 la rap Sp Gp Enda V
coniugato

se Salse Srbe IIInatra

La 1 è gia che abbiamo chiamato rap coniugata nelle

alg di Lia complesse abbiamo già dim che data una

base thu th soddisfa stesse regole di comm

La 2 non definisce una rapp per algebra COMPLESSE

se def Ep Er Sp 95ª 19 Salta 19 62
non è stessacomb limare di lato

Però se l'EIR cioè ho una forma reale risp base Ta

allora SE l'Ta l'Sp Te e inoltre le cost di struttura

sono reali perché Ta T è comb.lu d T'con colli reali



Se l'algebra Gia è COMPATTA per ogni R

esiste una base di Vr tic i generatori sono

anti HERMITANI rap unitarie del gruppo associato

t ter LEI E Si Sr
Cioè c'è un solo tipo di rap coniugata

per es gruppi SUINI sono compatti e le

rap coniugate di rep di SLIN G sono rap
complex comigate µ SUCN

Per i gruppi di Lie G con alg di lie reali possiamo

quali definire le rep complex coniugate Sp g Sr g
con GEG

Es SU 2 R 2

g E SUL 9 g eta
0 2 gate 0ª

Salg gia e
iato

Re E sono equivalenti cioè isomorfismo E tic

0ª E 0ª E con E 9 E

911 19 14 11 1
Infatti sellie ha una sola rap 2 dm 9 9 191 1 19 1
2 2 Inoltre Suc è compatto 9 1 19 191119 to

qua TEL L



Le algebra di Lie complesse e le loro forme reali

hanno una nozione diversa di rappresentazioni

le rep di Ge devono essere 4 lineari

le rep di Gin devono essere IR lineari



UNIVERSAL COVER in grouptheory

Dato un manifold M il suo COVER I è un insieme

tale che esiste una mappa IT M M tic ogni pto
di M ha un intorno UCM tic E U è un'unione

disgiunta di aperti in M o in italiano RICOPRIMENTO

ItIf.Mr.lt

P
LO UNIVERSAL COVER RICOPRIMENTO UNIVERSALE è

un ricoprimento SEMPLICEMENTE CONNESSO

Lo universal cover di un gruppo di Lie è

ancora un gruppo di Lie

Ad ogni alg di Lie reale possiamo associare

un gruppo di Lie SEMPLICE CONNESSO

ES su N SU N er Er
so N Spin N fa Fg
Sp N USP 2N g 62



CENTRO del gruppo
diversi gruppi di lie associati a stessadg

Il centro di un gruppo G è def

2 G ZEG g 92 Kg G

g29 2 ZgÈ g
2 G è un sottogruppo abelian di G sidim essere

gruppo FINITO

Gli elementi di 2 G commutaro con tutti gli elem di G
per Schur nelle rep irriducibili essi sono rappresentati

da matrici proporzionali all'identità

Per irrep unitarie 9 7 e App

ato fornisce un omomorfismo di gruppo da 2 G a V11

How ZIG V11 2 G Pontryagin dual
E 216 perché 2 G gruppo finito

2 G C G è un sottogruppo NORMALE

GIM è un gruppo con TE ZIG

Tale gruppo NON è semp connesso

Per es SO 3 SU 2 SOCN Spin N



I gruppi Gip con TE 2 G hanno tutti la

stessa algebra di Lia

Infatti sono tutti ricoprimenti l'uno dell'altro

È
I E

E
IG TIÈ

Oi
È

I centri dei gruppi semplicem connessi sono

G Z G

SU N IN

22 N 113moda Dal fatto che le alg di Lie sono

Spin N 72 IL N O moda isomorfe possiamo identificare i seguaci
N 2 mod4

gruppi sempl connessi

USPCZN 72
Spin3 SULZ

E 73 spin 4 SU 2 SULZ

spin 5 USD14
E 72

Spin 6 SU 4

Es 211

Fa 211

62 211


