
FINITE SUBGROUPS of SU 2 vs SO 3

Ricordiamo che se E SULZ può essere scritto come

g explia cos II 112 i sen I 0ª

C'è omomorfismo soriettivo

p SU 2 SO 3

g e g è
E

Il nucleo di qto onomorf cioè elem di SULZ che vengono mappati

in 1 SO 3 è

Kerp 11 11 11 e
E

11 è l'unico elemento di SULZ di ordine 2 a parte 1

gt.c.gl11
to è tipico di un RICOPRIMENTO DOPPIO nel nostro caso SO 3 SU 217

sull

SO 3



Dato sottogruppo finito GCSULZ G p È 5013

Dato sottogruppo finito GCSO 3 posso liftarlo
a un G sull tic G p G e il nucleo

di EEG sia di ordine 2 2 tranne gruppiciclici 1

Se G ha almeno un elementodi ordine 2 g t.ci 92 11

allora È NON può essere 6 22 estensione triviale

altrim 6 7 avrebbe 2 elem non triv di ordine 2

che è incompatibile con l'essere sottogruppo di SULZ

Se G ha un elem di and 2 è sarà un'estensione

non triviale di G

Classifichiamo prima i sottogruppi finiti di SOC



AZIONE DI G su insiemi

è def l'azionePossiamo definire un'azione di G su GxM III p
a b m abà am AEG G MAM

Sia MEM definiamo isotropy groupof m

Gm a EG am m sottogruppo di G che
lascia un invariato

Definiamo Z bim EGXM b E Gm

G agisce su Z a bim abà am EZ abà Gam
cioè

Gam aGà
Definiamo FP a MEM am m

l'insieme dei punti fissi di AEG

Notiamo che 1 EGm AmEM 1 M CZ

Definiamo

Y Z1 1 XM aim EGXM am m a 11

Esempio G 53 Esso agisce sul triangolo equilatero È
2

2 1,1 1,2 1,3 23 1 13 2 42 3

23 1 13 2 2 3
lepermutazioni cicliche
nonfissanonessun pto



Consideriamo Gc SO 3 finito e tic ogni a 11

ha un numero finito di ponti fissi

Questo succede per G sottogruppo finito di 5013 e M SL C R

se me s'è fissato da a EG allora se m è anchefissatodaa

Qti sono gli unici pii di 5 fissati da a
Se ci fosse un altro ptofisso su 5 allora ogni lorocomblineareserebbefissata
da a avremmo un continuo di ptifissi chestanno su un cerchio Siccome
a 5013 manda terneon in terrea n a fisserebbeanche i vettori aglisulcerchio
Maallorafisserebbetutte lecomblineari EISS 9 11

In questo caso Y è un insieme finito con

IYI III FP a 1 Epl 16m _Hogiamo
dove PCM è def come D MEM JEG à A t.c.am m

Se M S ognisuo pt è fissato da alcheelem di 5013 tale in appart a P se gliclemstannin
GCSOC

Gam aGmà IGem 1 Gm

Inoltre se MEP allora Pm am I AEG CP

possiamo decomporre P in orbite disgiunta di G

P P o Pau UPr r orbite

Il numero di elem in un'orbita è IL
IYI È Ig 1Gmil 1 16mi è bendef

sull'orbita Pmi



FINITE SUBGROUPS OF SO 3

Qti gruppi hanno a che fare con le simmetrie

dei CRISTALLI

Ricordiamo che ogni geSO 3 9 11 è

una ROTAZIONE attorno ad un ASSE individuato

dal vettore w̅ tic gi w̅
Tale w̅ esiste g 11 g 1 g

1 9119T

det g 1 dei det 11 g del 9 11 0 t.cigME o

G 5013 agisce su M S R 1

Ogni gEG ha 2 PUNTI FISSI Su M S

IYI IglFPla
2 161 1

Sia ne IGI Mi IGmil Mie Pi orbite

A

2in 1 È hi 1

2 z r

Qta relazione impone vincoli severi su rinini Vediamo come



P è composto da elementi che sono fissi sotto almeno

un elem di G 1 per mEP Gm 1

16mi 72 in cioè ni 2

2 r È r E E re 4

Inoltre nien 2 r È r E
v72

Il numero di orbite di G in P assume solo due valori

2 3

Se E II 1 neh

Prendiamo un elem di G ato fissa due pii antipodal
in 52 IM che quali EP per L GIG Ini n

quali tutti gli elem di G fissano gli due pii
G è fatto da rotazioni attorno a un unico asse

cioè GC SO 2 C SO 3 P MIU m

G Cn cyclic group of order m generated by
rotation by 2in

Se 1

Senza perdita di generalità assumiamo MEN ns

Dobbiamo avere nn 2 altrimenti LHS 1 Analogam ha 3



Se ha 2 ns cioè n 2k è pari arbitrario

Se 42 3 allora 16 1 ns 46

abbiamo le seguenti possibilità
2 2 K n 2k 472 arbitrano

2 3 3 n 12
mi hai ns

213 4 4 24

213,5 n 60

Vediamo ora a quali gruppi corrispondono

2,2 K Gruppo Dihedrale Da sim.dirotaz.erifl.dkpoligono
Dimm Abbiamo tre orbok Ps Ps Ps

1Pil 1
1 1Pa 2

L'orbitaPs ha 2 elem chesonomandatil'unonell'altro da G

gli duepii devono essere antipodali g
devonoagirecomerotaz Io2

Gp Gm MaEPs fissa dueptiantipodali sono rotazioni sul

piano ortogonale ai duepti Inoltre Gp k D2 Gp Cr
I gruppi Gpi è112 che fissanoglielem delleorbite Pi
hanno IGpil Mi L Gpi 72 1 11

Dato ME Pria gEGm non può fissare ANCHE i 2pti inB perchégfissa

solo 2pii e le orbite sono disgiuntetE g scambia i 2pt in Ps
Ato è vero mePria gli puntigiacciono su piano ai duepliniPs



Le rotaz Gps agiscono transitivan sui pii in PrPr
e li ruotano di 2T k

i k ph di Pr e Pi stanno sui vertici K 6

di un poligono regolare a kvertici

Dato Mi Pn Gma sono rotaz di it con asse 1m Io
che fissano M e Ma

Per k pari mi Pr Gun non fissa alcun pto in Pa

ma ci deve agire transitivamente phi in Pa stanno

su un altro poligono coi k vertici sugli assi dei lati diPs

Per K dispari ME Mi Pa I due K poligoni hanno

vertici in posizione opposta

Possiamopensare a gto poligono piano come un poliedro

degenere viene infatti anche chiamato diedro



35 r

Es 2 D Ps Pa 11213 1121,3

Gp 1 9213 84N Cs
Pg ps ps

1º 2
v2

Gp 1 MIE 1 E 1 r

P 11213
b 3 ord.gr 6 Gp 11M 11 E 11 r
G 1,9213,941 Mirrits Ps 11121,31

52 4
3 51

ES P Ps Ps 1,213,4111121344

4 2,53 Gp E 1,914191T 8314 C4

P ps P
1 2

Gp 1,4 1 v2

k 4 ordgr 8 P2 1,213,4

G 1,9M 9H 931 Riva Bia GP 1,83 1,4
Pa 11,2113114



2 3,3 Gruppo Tra di simm del TETRAEDRO

Ci sono sottogruppi di ordine due E Gp i vett

fissati da tali gruppi stanno in orbita con 122 6 elementi

Ci sono poi sottogruppi di ordine tre EGp Gp
i cui pali fissi stanno in due orbite con 132 4 elementi

Gpi sono sottogruppi finiti di SO 3 gli unici tali gruppi
con ordine Le 3 sono Cz e Cs
Prendiamo orbita P2 Mi MaMa ma Gm 3

Gmi agisce transitivam su ma mama se uno digli fosse

anche pto fisso gli altri due non potrebberostare in un'orbitadiGm
i segmenti che uniscono ma con altri mi hanno

tutti lunghezze uguale Possiamo fare stesso ragionam InogniGm

Elem di P2 sono vertici di un tetraedro

Siccome mi Pz pliin Ps formano un altro tetraedro

G è gruppo di simmetrie del tetraedro

Il gruppo di Simm del tetraedro ha rotaz attorno assil

passanti per i suoi 4 vertici 9,197,921922 93,9349419 e rotazione

attorno ad essi passanti in centri dei segniche non si
toccano ci sono 6 lati 3coppie hr hai43

T 1 8 3 12 G G T essendosuo
sottogruppo

Gli dem hnihails sono rotaz di x ̅ fanno 3 sottogrCEG



Ati fissano pti sulla sfera che non stanno sul tetraedro

antipodali sono 6 pt Imj j 11213 I sottogruppi 3

agiscono transitivam i loro phifisi stanno in PaPa e fanno

si che gli 6 pli stiano in una sola orbita R

04
Ma MI Ma1E.ie
Ms Ma MI

ms ma

Ma Ma MUHMZ



21314 Gruppo0 disimmetria del CUBO OTTAEDRO

gli due solidi sono dual tra loro e hanno lo

stesso gruppo di simmetrie
Stesa duali facce1 vertici2

vertici facce2
segm 1 segni

Ci sono sottogr di ordine 2,314 Essi sono sottogr di 50 3

e quali sono isomorfi a Ca Ca e o Cy o Gmi 5012

Le tre orbite in P hannoelew P 221 12

E 234 8 Ps 4 6

Consideriamo Ps Mi Ma msMy ms ME

Gm deve fissare anche me altrimenti avremo due orbite

con 6 perchépartiremmodame o da ma con G 5013 perfareorbiteisom

Qudi Ps mi Me ma Ma ms Ma G agisce in maniera
transitiva su ma mama ma infatti Gm C SO 2 piano 11mi

ed è di ordine 4 Gm E Cc segni li tuttistessalunghi

tutti segui g sono stesse laugh

Im Im Im stanno su vertici di un ottaedro

o nelcentro dellefacce di un cubo
G O

O 24 G Infatti le simm di un ottaedro sono

rotaz diM2 attorno assi passanti per IMi i 112,3

Gi gi 9 112,3 9

rotaz di17attornoassi passanti per centro di due facce opposte fatela

he HE 1143,4
8



rotaz di IT attorno assi passanti per centro di segniopposti

ra 9 1121314,516
6

identità 1

G O
P segm ottaedro Pa facce ottaedro Pr verticiottaedro



2,3 5 Gruppo Igo di Simm di DODECAEDRO ICOSAEDRO

solidi duali facce1 vertici 12 vertici1 fecale20

segm1 segm2 30

Ci sono sottogruppi di Ord 21315 E Cz Cs Cs
Orbite Pn 30 P 20 P 12

Pr Ima Ima Ima Imy Ims mg
senza perditadisen prendiamo

Mi in emisferoN e mi ingl 5

Gm Cs agisce transitivan su Pr dentro Pr

ci sono 2 orbite di Gm mi e mi

essendo orbite di Cs devono stare su un piano 1ms

segm li sono tutti uguali segni 1 i tutti uguali

ogni pto legato a 5 altri peli da segnauguali

tutti triangolini equilateri 20

P vertici di un icosaedro

GE Igo
Io ha 9 9 1 rotaz asse percento facce 20

ha ha ha ha a 6 vertici 24

Vp par 15
centrosega 15

Io 1 20 24 15 60 G Io



Abbiamo quindi i seguenti sottogruppi finiti di 5013
Min Cn gr ciclico ordine n arbitrano

2,2 R Da gridihedrale ord 2k k arbitrano

2,3 3 T gr
tetraedrico and 12

213,4 O grioctalchico ord 24

213,5 I gr icosaedrico ord 60

Vogliamo liftarli a sottogruppi finiti di SULZ

Tutti i sottogr finiti di 5013 hanno un elem di ordine 2

a parte Cn con n dispari

liftaro tutta ricoprimenti doppi non banali il
loro nome è lo stesso del rispettivo sottogi_di 5013

ma con l'aggiunta di Binario

Il caso Carey 5013 questo ha due lift
2121 1 SULZ ricoprim doppio

arti
SULL ricoprim bande Cart 72

tutti i gruppi ciclici sono realizzati tra i sottopidi SUCC

In particolare in 5013

c explEE

Lift exp ie
etiam

2h12m Can



Quindi i sottogruppi finiti di SULZ sono

Ani Cm gr ciclico ordine in arbitrano

Dr 2 DI gr binario dihedrale ord 4k k arbitrano

E T gr binario tetraedrico and 24
0 gr binano octalchico ord 48
I gr binomi icosaedrico ord 128

ADE classification

GESU 2 è ADE sing

Mckay CORRESPONDENCE

Ad ogni sottogruppo finito di SVIZ è associato un

diagramma di Dynkin esteso di tip A D E coi Coxeter labels

Eisiaggiunge un nodo che corrisp a highestra

An E 3

Da a
57

3

Tali diap portano info sulle rep di GCSULZ
Inquantosottogr di SULZ la rap fond di SU 2 sarà

una rap ingen riducibile di G chiamiamola R
I nodi delchiagne corrispondono a irrep di G e il Coxeter

label dà la dim della rep



Il numero di linee hi tra nodo i e vodoj è determinato

nel seguente modo data rep Ri
Ri R RIYJ

molteplicita di irrepRj
in scomposiz di RIOR

1

ES Cs A 5 11,9 92

9 g Eziis R R E doveSrd9

Andi Ra R Run Rk 1 I
e così ricostruisco diagramma circolare atovale Cn

ES DI III Da cisono trip TEEEFE
Qui R r

ti R r VOR roonorzors



GRUPPI CICLICI

Se nn è dispari 21241 Carta è sempre

isomorfo a 72 Cara e guidi anche SUL contiene

Canti come sottogruppo

Ga i gj ltE2ktrll0112,3 447 e2cm a 2k 2412 12k
0,21 14k

1 2m

per l 2m11 e
2

24 1 etichilm that
2kt

92mi 1 8am ovvero 92mn 1 8am

92m formano sottogr 241 C 4kt

Esiste ismonf Carta Certi 72
reo re

9am 9m 0

82min 9m 1

Prodotto è competb

9m r 9mi r Gamer Jamitri
1

92cmmi 9m9mi rtr

ato isomorfismo non esiste per Case



Da simm disegni LIA 7 Da 4 DE 72 22

Da 1 eh e e c'E e
1

Elutao
a
E

I_e 91 92
9192

Facciamo lift con p Sulz SOL3

DE 1 11 e e ahi esitti
e 90 91 19091 92 99 9,9 gogg

NON ABELIANO

9291 909192

19

Ato è il gruppo che mi da sing Da quel faccio Ez
Di generato da g

i
e es

con coord Xi 22 Invariantisotto g i

1 ti a stese
b k 24 con a b c4

E 7 c senser

sotto se E
Inv sotto entrambi generatori

e T b t bc Y a

con Z XT e YET 2

T Y XE YTXKY X

z YAY Y X sing D4


