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Processi Stocastici



Processi Stocastici

Processo stocastico

modello per un fenomeno aleatorio dinamico

dinamico: in tempo o spazio o altro
— SRR S

Informazione collegata a un processo

Categorie generali di processi
martingale
processi di Markov

e esempi importanti

moto Browniano

processo di Poisson
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Processi Stocastici

e Processo stocastico: su uno spazio (€2,.%, P), una famiglia di va

(Xa)ael

e Tipicamente /: insieme di indici temporali

I =7 o | =N ~ processo stocastico a tempo discreto; X, =
valore del processo all'istante n

I=Rol=][0,+) o0 /=][0,T] ~ processo stocastico a tempo
continuo; X; = valore del processo al tempo ¢

e ogni Xy & una va; oppure Xy vettore di RY oppure in uno spazio
generale (E, &)
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Processi Stocastici
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e ESERCIZIO.

X; prezzo azionario al tempo t

X: numero di sinistri registrato fino a t

X: danno di portafoglio cumulato fino a t

X; temperatura al tempo ¢ in una certa localita

X(a,p,y) temperatura in un certo istante nella latitudine o,
longitudine B, altezza dal suolo y

X: rating di una compagnia al tempo t

X, tempo registrato dall’n-esimo atleta (in una gara)



. o AN /—){l’(wl)
Processi Stocastici J X (w)

z
}/
o (X¢)t>0 processo stocastico a tempo continuo

per ogni t >0, X; & una va

per ogni o € Q, [O/ Foo) —7 )g
t— Xt(w)

& una traiettoria del processo
~rAIEIOrld el Processo

spesso si richiedono proprieta aggiuntive sulle traiettorie:
misurabilita, continuita (a dx, a sx), integrabilita



Processi Stocastici

e (Q2,.7,P) spazio di probabilita
| =[0,4c0) (definizioni simili negli altri casi)

- per ogni t >0, sia .%; o-algebra con %, C ¥

» % informazione disponibile al tempo ¢t

> |'informazione non viene persa: %#s C %y se 0<s<t
- -

e Una famiglia (:#;)¢>0 di o-algebre con queste caratteristiche &
una filtrazione ~» modello per il flusso di informazione;
(Q,#,(%t),P) & uno spazio di probabilita filtrato
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Processi Stocastici

e (Q,.7,(%:),P) spazio di probabilita filtrato; un processo
stocastico (X;)¢>0 € adattato alla filtrazione (.%;) se

—_—

Xt & % — misurabile, per ogni t >0

)(§ \é ‘T}s M’W@QBLLF/ @SCE},

se 0 <s<t, Xy & F-misurabile ~ X, & parte dell informazione
disponibile in t

e Filtrazione naturale generata da un processo (Xt)t>o0: (\(14 >
X
FX = 6(Xp,0< u<t) @P/V):
~ ﬂtx osservazione del processo X, fino a t =5 (XU) \fa/

~~ piu piccola filtrazione che rende (X;) adattato D<U< '_)
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Martingale

o (Q,.7,(F¢),P) spazio di probabilita filtrato
il processo stocastico (Xt)r>0 € una martingala se

Q (X:) é adattato a (%)

Q X, ell perogni t >0
|

T
o

E[Xt|gzs] =X q.c.

© perogni0<s<t




Martinmgale

e QOsservazioni
martingala = processo “costante in media”
X: = guadagno cumulato in un gioco equo

se (3) é sostituita da E[X;|.%s] > Xs q.c. ~~ sottomartingala ~~
gioco favorevole

se (3) é sostituita da E[X:|.Zs] < Xs q.c. ~» sopramartingala ~
gioco favorevole
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Processi Markoviani

(LE)

o (Q.7,(F),P) spazio di probabilita filtrato X} & &
il processo stocastico (X;)t>0 € Markoviano se

Q@ (X:) ¢ adattato a (%)

E
@ per ogni 0 <s < t, per ogni g : R — R misurabile tale che b (5(
~ g(Xe)el! M GXe)
VNELLS Elg(Xt)|7s] = E[g(Xt)|Xs] a.c. A4
o5, Y, ST T— o = F
X< o E[g(Xe)| Xs] :m; se Ps = P;_s, il processo & @

Markoviano omogeneo




Processi Markoviani

e Osservazioni

» solo il valore corrente conta per valutare il futuro

» “futuro e passato sono indipendenti condizionatamente al
IRLPRTATTE R el e s ISR
presente
resete.

» modelli Markoviani sono “trattabili’ ~~ finito dimensionali
&
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Processi a Incrementi Indipendenti e Stazionari
— — — -
(T2) 1D Xa2 Xot Tyt3,6 —+Tn = Xay + Ua,

e (Q,.7,(%#t),P) spazio di probabilita filtrato
il processo stocastico (X:)r>0 € a incrementi indipendenti e

stazionari se ( X =X
Fo e T LoV 7) ISR
———
Q (X;) ¢ adattato a (%) H'S

M/(_/CWQ/UTO _//———)’_——f"'

. L o < F
@ perogni 0<s<t, X;y—Xs & indipendente da .%;

© perogni0<s<tedh>0, Xy— X ha la stessa legge di

Xerh— Xsth
-

e Ogni processo di questo tipo &€ Markoviano omogeneo



Processi Stocastici

o (Q,%,(F:),P) spazio di probabilita filtrato
(W) =0 processo stocastico adattato a (%) € un moto
Browniano/processo di Wiener se
S O e d i el
Q@ Wo=0gq.c

@ le traiettorie sono continue, q.c.

© il processo ha incrementi indipendenti: per ogni 0 <s <t

W; — W; indipendente da .%;

W, — W, ~ /v(o;t—s)_)

e Modello base per i processi di diffusione ~ prezzi azionari

Q perogni0<s<t

e |l moto Browniano & una martingala e un processo di Markov
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Processi Stocastici

o (Q,.7,(#:),P) spazio di probabilita filtrato
(N¢t)¢>0 processo stocastico adattato a (%) € un processo di
Poisson omogeneo di parametro A > 0 se

Q@ Ny=0gq.c

. . . S

© il processo ha incrementi indipendenti: per ogni 0 <s <t
N: — N indipendente da .7

©Q perogni0<s<t

W\It — Ns ~ Poisson(A(t —s))

e Modello base per i processi di conta
e |l processo di Poisson & un processo di Markov; il processo di

Poisson compensato
Mt — Nt = )u t

& una martingala
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