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Speranza Matematica Condizionata

o Obbiettivo:

estendere il concetto di probabilita condizionata P(A|B)

» prima a quello di speranza condizionata a un evento E[X|B]

> poi a quello di speranza condizionata a una c-algebra
2 una g=algebra
E[X]9]
% = informazione 6-(\//’) - “Yw )

in particolare, speranza condiziongta a una o piu variabili

aleatorie .

E[X|Y1,..., Y]

collegamento con la legge condizionata

178



){f/(a

(XT@)(D‘)J N

Speranza Cond|2|onata a un Evento

EL1a 1B = €L e) _e(Mane] P[/)o@)

S T
e (Q,,P) spazio di progljagllltg B e .Z con P(B) > O)X va tale

cheXelloX>0
si definisce

E[X:B]

E[X|B] = 5

,X(W/ 1 (W) dove per convenzione E[X; B] = [z XdP ={E[X1g]
i )

|

Xlw)

O

a -
el e AE T PAB) = E[14/8]

» E[X|B] = Epy[X] dove Ep, = speranza sotto la probabilita Pg

W¢Q (p. 52)

~ E[-|B] ha tutte le proprieta di una speranza (non
condizionata)
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Speranza Condizionata a un Evento

a(s] g ({B}) iworg ol
e Proprieta della speranza cor?@nata (a un evento) E[,X /]%’) _

> [Indipendenza] s E[X|B] = E[X] 61:><_> _ E[/'l@/]

» [Disintegrabilita (1)] (B;); C # partizione discreta di Q

- ¥ P(Bf)E[XB,-]J
i:P(B;)>0 ?—*

7

» [Disintegrabilita (I1)] Y va discreta con determinazioni

}’17~--7Ym~-- g\'

—>

E[X] = Y P(Y=y)EX|Y =y]]
i:P(Y=y;)>0

e L'ultima proprietd non pud essere utilizzata con Y va continual!
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Speranza Condizionata a un Evento

e ESERCIZIO. Lancio di due dadi, Xi, X5 risultato del primo e
secondo dado, Z = X1 + X3, U =min{ Xy, X2},
V = max{ X1, Xz} calcolare

E[Xi|Z =i, i=2,...,12
E[UV =i, i=1,...,6

e ESERCIZIO. Una portafoglio di rischi é classificato in buoni
(20%), normali (45%), mediocri (35%); il danno atteso per
sinistri buoni, normali e mediocri € rispettivamente 500€, 750€
e 1500€. Calcolare il danno atteso per un rischio estratto a caso
dal portafoglio.
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Speranza Condizionata a un Evento

oM Ol cAwg) PER \ERERE  m TESTE  PUT T

=t X7 =7
- Lxye 2 E[X Y= JR=n )+ BT ] Y o)

e ESERCIZIO. Lanci di una moneta. Trovare una formula per il
numero atteso di lanci prima di vedere n teste consecutive.
(condizionare a {Y =1},..., {Y =n}, {Y > n} dove Y &Il
numero di |anci per avere la prima croce)

p(f=): 9 F»" = 2‘

?(Y>’W):? = é/’/’w
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Speranza Matematica Condizionata

e [Speranza condizionata - Teorema di Kolmogorov] (Q,.%, P)
spazio di probabilita, X € L', ¥-sigma algebra con ¥ C .7

una va Z su (0,7 P) tale che
Q Z & Y-misurabile 2 (g) -} 2(@‘( c ? o= Dot

Q zell RQelr
Q@ perogni Ac¥
_ A _ . 2 ’1 = C
367/249?(@/0) iE[ZA]_E[XA]! tlz a) {Xh}]

ltre Z & unica: se Z’' & una va che soddisfa (1), (2), (3).
<& PA)wo  inoltre Z & unica: v
allora Z=2' q.c. Z' ¢ U~VA "grsieiag o1 C(K/j)

e Z = E[X|¥] ¢ la speranza condizionata di X all'informazione in
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Speranza Matematica Condizionata

e Osservazioni

» [Caso nonnegativo] il teorema vale per X > 0 q.c. con (2)
sostituita da
E[X|9]>0q.c.

» [Medie parziali (1)] la proprieta (3) puo essere scritta come

E[E[X|9]|A] = E[X|A] per ogni A€ ¥ con P(A) >0

d:z 14]¢ e[x 14] » [Medie parziali (I1)] (3) pud essere sostituita da

> ¢l 2Y =< 7] E[E[X|9]Y] = E[XY]

per ogni Y ¢-misurabile tale che le speranze esistono
—
» [Probabilita condizionata a una c-algebra] per A € & si pone

) P(A9) = E[149]
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Speranza Matematica Condizionata
~ _
. - ={—n
e Osservazioni (< \/m (@/ } {Y&QQY ;C—@ })
» se ¥ =0(Y1,...,Y,) allora la notazione &
MISLRA & LE

— wins I'n VA
JE[XK;]'E[X‘YI’ - Yl RISy 27D 6(\{1 . /Vm)
R

speranza condizionata di X all'osservazione di Y7,

esiste una funzione h: R"” — R misurabile tale che (p. 90)

E[XTY1,...,Ya] = h(Y1,...,Yn)
e si usa la notazione n~ f;/ ca 02 ©)
(P@lﬁ Z A SD’\!Z,\)T/M,E

h()’lvnw}’n):E[X‘YIZ}/I7~--7Yn:)/n

.....

curva di regressione di X su Y1 =y
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Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata: X, Y € L}, 4 c-algebra
con¥Y C ¥

» [Informazione triviale] E[X|{@,Q}] = E[X]

» [media della media condizionata=media]

w (Y A=SL E[E[X|¥]] = E[X] a.c.

» [Linearita] per ogni a, B € R

ElaX +BY|9] = aE[X|¥] + BE[Y|¥] q.c.

» [Monotonia] se X <Y q.c. allora

E[X|¥] < E[Y|¥] q.c.

186



ok ARITA

€ (X+ P\f)%): dé(*‘?)‘”ﬁ(?/‘f‘?) o C.
eo1@d  [Fa2 Woere (HME L TERMNE 4 O
ooISF0 LE TERPPRETA (1), (2, (3) 93
M. ol DL MDCO NV

| ovuvA
(z) 7~

(2) ¢l Z/A] :E(@U(f(?\/)/(p& oo 06 487
@ sboo) (FATTIA 99 Z; %EO()?)J/ @L?(\/fgj




E((eXGP <« (YVIE))1q ) =
6(4 cXKig) s + (2 @/Y/?}44)

L g (CXGIs) v e TCEVIG) )

E(X'14) c(Y1a)
7Rz Prlopee7dA (3) i Zx14), (_:/\//?)

=X TR 1e)

0\

0\



Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata: X, Y € L1, & o-algebra
con¥9 CF

» [Misurabilita=costanza] se XY € L! e Y-& misurabile
—_——m _’\—’—_
E[XY|¥9] = YE[X|¥] q.c.

e in particolare

E[Y|9]=Y q.c
—ma PO I VFo RMAZPAT
» [proprieta iterativa] se ¥ C S C & eisPcTto A <§V
m

E[E[X|#]|9] = E[X|¥] q.c.
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Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata

» [Disuguaglianza di Jensen] f : R — R convessa
X va, X €1 q.c. con f(X) e L?
allora X € !

f(E[X|¥9]) < E[f(X)|¥] q.c.

» [Contrazione] se p>1e X € LP allora E[X|¥9] € LP e

E[[E[X|4]1P] < E[IXI7]

» [Indipendenza] se X € L! indipendente da ¢ allora G”(X)/ ? N0,

E[X|¥9] = E[X] q.c.
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Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata

g:RMM 4R mlsurablle tale che g(X Y)e !
. <re olpﬂs?rvog

/—J"—/_’ R4
Elg(X,Y)I¥] = E[g(X,y)|]ly=v

> [Teorema di Fubini] X, Y va in R" e R™, conY 54 misurabile Q

~

"CD‘.‘)TQ(\/7€

se X & anche indipendente da ¢ l Quvarroo s
OO ZOTA

Elg(X,Y)|9] = E[g(X.y)]ly=y -




Speranza Matematica Condizionata

o [Geometria in LP] per X, Y € LP (p > 1) si pone o O @YF
=
1X]|, = E[|X|P]M/P lunghezza di X
dp(X,Y)=IX=Y]lp distanza tra X e Y
-
(identificando X con Y se X =Y q.c.) ~
) cosor)= E(Xv)
V=2 [Geometria in L2] per X, Y € IXSi pone ~E(x) é(\/)

< X,Y >=E[XY] prodotto scalare di X e Y

e X & ortogonale a Y se < X,Y >=0; quando una delle

variabili ha media nulla, ortogonalita=non correlazione



Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata: ¢ o-algebra con 4 C %,
Xel?

» [Proiezione ortogonale] E[X|¥] & I'unica variabile aleatoria
«-misurabile in L2 tale che

X — E[X|¥] ¢ ortogonale a Y
per ogni Y € L2 ¢4-misurabile
» [Miglior predittore] E[X|¥] & I'unica soluzione del problema

min dr(X,Y)

Y &-misurabile, Yel2

191



o Xeblg) LY
/ PCR O
r ? MISDRARI T

\ 2
| XAL[X/;‘;)
>




X -E(XIg) | Y ree Y ?M/j
X C/(X/g)/ T >=0
] (x-ecip) ¥ (=0

Q)Dé
e[ 591z el exigr Y] N & ms
¢ LA 95DP/&675\) (3) O) C)()ﬁ(?)



?%’%g élZ(X/%) —> RIPLre
Ak © A we(X/?)

2 z
d,(<of)" = lIx =1 =ELIx-v1?] =

- e[ [ —e@ v aoig) -y -



e[ (x- eyt ]+ eLEWR) )7 ] +

:{z MISV@ @I

12 € (D) (i) ) ]
_ J(X C(X/%)} A f> 2 d, (&LCX/?UZ

/



cKig )
D35 TONT
U A

Speranza Matematica Condizionata %C/g , 2cA

S=¢f o B3=4

e Proprieta della speranza condizionata

» [Speranza condizionata a un evento (1)] se A# & & un atomo di
4 (p. 88) e P(A) >0, allora

E[X|¥)1a = E[X|A]L4 q.c.

quindi E[X|¥] é costante su A ed uguale a E[X|A]

.. —_—
> [Speranza condizionata a un evento (I1)] se Yi,..., Y, sono va e
Y1,--+,¥n CON MAS5Q CONVCE L WRATA v SZALT

P(Y1:y1....,Y,,:y,,)>O

allora su {Y1=y1,..., Yo = ya} =PCANIEA 2 VOl Z i DaATA
’ SN AN VSR (S
E[X|Ya,..., Yol = EXIY1 = y1, ..., Yo = ya]
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Speranza Matematica Condizionata

e Proprieta della speranza condizionata

osrvl Q. € JNV ATpMD PSR

» [Speranza condizionata ad una partizione] P = (B;); C #
partizione discreta di Q, 4 = o(P)

EX|9l= Y 1gE[X|B]q.c.
i:P(B;)>0

mentre su ogni B; con P(B;) =0 si pud definire E[X|¥]
arbitrariamente
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Legge e Speranza Condizionata Q (5,7 )
V _ XNy
(7] Y gy = AL

gx(x)
e Dato un vettore di va

X =Xt s Xol " = [Xts s Xoms Xt 15+, Xa] T

=X —X"

con pdf congiunta fx e pdf marginale di X" fx»;

la densita condizionata di X’ a X” = x” & (ponendo

N = (Dameas Xim)y X = Nimitisasas X)) ( o F(SSATO

f' !/ " — -

ey = XX UNVR FanT N
fx//(X ) ol X \

X(
€

se fx#(x") >0, 0 altrimenti



Legge e Speranza Condizionata )
§ € 1 (511 8 3 ;j £ X x) dx &,[/xi
1 X' [X /EV/ \@X P ()T'/)

14
e Proprieta della distribuzione condizionata QX“ ")

» per ogni X" = (Xmi1,.--,X%y) con fxn(x") >0 - 4
fxrixr (- x") 28
é una pdf
%—

fx”

1Q)((X‘,)(”}: f)\,(xt)gx“(x} X', X" indipendenti se e solo se fx/x» = fx /
g ﬁx(lxll

» congiunta di (X', X") = marginale di X" & condizionata X'| X"
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Legge e Speranza Condizionata

e Proprieta della distribuzione condizionata

> [Speranza e legge condizionata)] per ogni x” = (Xm+1,...,Xa) con
fxr(x") >0 e ogni g : R™ — R misurabile tale che g(X’) € L}

g EX)X=x1= [ a()foix(x|x")ax

—

, _— ( o
= o 204197
’6/)()( ) LCuGE (EDP)M

e Il caso in cui X', X” sono va discrete (o una discreta e una
—— _—

continua) & simile
—_—
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Speranza Matematica Condizionata

var (X |4z v )

e Varianza e covarianza condizionata; per X, Y € L2

» varianza di X condizionata all'informazione in ¥:
J & &
VAR[X|¥] =E[(X — E[X|¢])*|¢]

=E[X*|9] - EX|9)?>0 qc  &—

» covarianza di X e Y condizionata all'informazione in ¥¢:

COV[X,Y|¥4] =E[(X — E[X|9)(Y — E[Y|¥9])|¥]

—E[XY|¥] - EIX|Y)E[Y]Y] <—o
Nl sl e ik
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Speranza Matematica Condizionata
e Proprieta della varianza/covarianza condizionata: X, Y, Z € L?
» [Simmetria]

COV[X,Y|¥9] = COV]Y,X|¥] q.c.
» [Varianza e covarianza]
VAR[X|¥4] = COV[X, X|¥]

» [Bilinearita] se A, B, C sono va ¢ misurabili tali che tutte le

speranza sono finite (Q’,%\ C MNeogtapt QISP 10 & ﬁ/ /
VAR[AX + B|¢] =A?VAR[X|¥] q.c. -
COVIAX +BY + €, Z|#] <ACOVIX. Z|9] + BCOVIY . Z|9] a.c. f—
» [Covarianza "between” e “XV/'thin"] [é = G(\)//
—& VAR[X] =E[VAR[X|¥]] + VAR[E[X|¥]] q.c.
4 COV[X, Y] =E[COV[X, Y|9]] + COV[[E[X|¥].E[Y|]] q.c.
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Speranza Matematica Condizionata

199
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e ESERCIZIO. Lanciando una moneta la probabilita di testa & f\j/Z
V ~ U(0,1); si lancia la moneta N ~ Poisson(A) volte, con N o
indipendente da V/; sia X il numero di teste;

calcolare - N 6(\/)
Q@ EX|NV,V]= NV !
Q E[X|V]
0 £[X]
@ VARIX|N,V] = (41—
Q VAR[X|N]
@ VAR[X]
Q COV[X, V|N]
@ COV[X,N|V]



VAR (x Iv) = E(xAV) ~E&IV) =
N/z

(510 = £ (R 10 =el P,

1
VAR -
ALY ¢ ECINT
M\/(4*\/} CI\J\/)Z
_ NV = ME 0B VE
= OV VEN (V)
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Speranza Matematica Condizionata

e ESERCIZIO. Si sceglie a caso un punto U nell intervallo (0,1);

per n > 1, dato U,, si sceglie a caso un punto Upy1 su (0, U,).
Dimostrare che la successione U,, converge q.c. a 0

ESERCIZIO. [distribuzione composta] Il numero di sinistri in un
portafoglio & N ~ Poisson(A); I'ammontare dell’i-esimo sinistro &
X;: le va -

X1, X,

sono indipendenti e identicamente distribuite (iid) con media u e

varianza 62, e |nd|pendent| da N; il danno totale e

PR S

Calcolare E[S], VAR[S], COVIS, N]; esprimere Ms tramlte -
My, My. TTrwvmeal ST
oc(  IMowlc MT!
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Speranza Matematica Condizionata

e ESERCIZIO. [modello Poisson-Gamma] Il numero di sinistri in
un portafoglio &€ N|A ~ Poisson(A), dove A ~ Gamma(c, 1);
A rappresenta |'eterogeneita della popolazione;
trovare la distribuzione dﬂ E[N], VAR[N]

e ESERCIZIO. [rischio di credito e dlpendenza] E; = I'i-esimo o)
credito & insolvente, i =1,...,n; ?ﬁO%(M@LVEU%Q
Ei,...,E, sono iid condmonatamente all, con P(E;|N) =

I ha distribuzione Beta(a, ) con pdf su (0,1)

%ﬁ)@

Trovare la distribuzione delw >( 4(57 S 76
%
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