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Modello di sopravvivenza continuo

MODELLO DI SOPRAVVIVENZA CONTINUO
Sia
T n.a. non negativo che esprime la durata aleatoria da un istante iniziale fino al

verificarsi di un determinato evento

Esempi:

e durata di funzionamento di un’apparecchiatura dall’istante di accensione in cui
I'apparecchiatura inizia a funzionare

e durata di vita di una cavia dall'istante di somministrazione di una determinata
sostanza

» durata di vita dall'istante in cui ad un soggetto € diagnosticata una certa malattia

e durata di vita dalla nascita
Si indica con 0 l'istante iniziale

T ha determinazioni: t >0

T ha supporto [0,+oo



Modello di sopravvivenza continuo

Si definisce
Funzione di sopravvivenza Sit)=P(T>t), t=0
Si ha
- S(0)=P(T>0)=1
« S(t) & una funzione non crescente: se t; <t, allora S(t;) = S(t,)

« lim S(t)=0, se si esclude I'esistenza di masse aderenti a + o
t—>+00

Si definisce

Funzione di ripartizione F(t)=P(T <t)

Poiche:
F(t)=P(T <t)=1-P(T >t)=1-5(t)

per assegnare la distribuzione di probabilita del n.a. T e equivalente assegnare la
funzione di ripartizione oppure la funzione di sopravvivenza



Modello di sopravvivenza continuo

Se la distribuzione del n.a. T & dotata di funzione di densita f(t) continua si ha:

F(t)= } f (u)du S(t)=1-F(t)= +f° f (u)du
0 t
inoltre
ft) =S F (D) = - sh)

Quindi, per assegnare la distribuzione di probabilita del n.a. T e equivalente assegnare la
funzione di ripartizione, oppure la funzione di sopravvivenza, oppure la funzione di
densita

Si definisce
Funzione di rischio o hazard function /l(t) = lim P(t =T <t +At‘T 2 t)
At -0 At
Si ha
Alt) = Y da cui f(t)=S(t)A(t)



Modello di sopravvivenza continuo

Osservazione: interpretazione del significato di A(t)

Essendo la distribuzione del n.a. T & dotata di densita f(t) continua si ha:

F(t+At)-F(t) _ f(t)At +o(At) con  lim 24D

) s TR

Plt<T <t+AtT 2t)=

Si ha allora che a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo

Plt<T <t+AtT 2t) SRAUJYe A(t)At

S(t)

A(t) misura l'intensita istantanea dei decessi all'istante t per gli individui in vita fino
allistante t

Si ha inoltre

A= -9 )

S(t) ~ dt

quindi, assegnata S(t) si determina A(t)



Modello di sopravvivenza continuo

Essendo f(t) continua, vale anche viceversa, infatti integrando si ottiene
t
[A(u)du = -In(S(t))
0

da cui si ottiene
t
S(t) = exp{— j/](u)duj
0

In tali ipotesi e allora equivalente assegnare la distribuzione di probabilita del n.a. T

assegnando la funzione di sopravvivenza oppure la funzione di rischio

Si definisce
t
Funzione di rischio integrato A(t) = [A(u)du
0
Si ha allora

S(t) = exe(=A(t))



Modello di sopravvivenza discreto

MODELLO DI SOPRAVVIVENZA DISCRETO
Sia
T n.a. non negativo che esprime la durata aleatoria da un istante iniziale fino al

verificarsi di un determinato evento

Si indica con 0 l'istante iniziale

T ha determinazioni: 0<t; <t, <...

Esempi:
e o0sservazioni di durate con misurazioni arrotondate

« osservazioni di durate raggruppate in intervalli (si considera come durata il punto
medio di ciascun intervallo)

* durate misurate con un numero intero di unita (per esempio, durate misurate in
settimane)



Modello di sopravvivenza discreto

Si definiscono le

probabilita q; =P(T=t;), j=12..
+00
essendo } q; =1
j=1
Si definisce

Funzione di sopravvivenza S(t)=P(T>t)= ¥ q;.t=0
t;>t

Si ha
. S(t) & una funzione non crescente, continua a destra; infatti, se t, <t <t,,, si ha

S(t)=P(T >t)= Ekqj' = S(t)

. per assegnare la distribuzione di probabilita del n.a. T € equivalete assegnare le
probabilita oppure la funzione di sopravvivenza



Modello di sopravvivenza discreto

Si definisce
Funzione di rischio o hazard function A(tj ): P(T =1; ‘T 21; ) j=12,...
Si ha
.
A(t): J J :11 21
sl
essendo

to =0 e S(to): 1
Si ha allora che, assegnate le probabilita, € assegnata la funzione di sopravvivenza ed e

pure assegnata la funzione di rischio

Poiché q; = St;—;)- Slt; ) si ha
A(tj) d; _S(tj—l)_s(tj)zl_ S(t;)

— — , =12, ..
S(tj-1) S(tj-1) S(tj-1)




Modello di sopravvivenza discreto

Proviamo che assegnata la funzione di rischio risulta assegnata anche la funzione di

sopravvivenza.

Siat, <t <ty siha

s(t) = Slt, ) = S(tk) Stk-1) o St)
7 S(t) Sltk-2)  Stto)

Essendo

i) _ ._ o
=1-Alt;), ] =1 2,... siottiene
S(tj—l) (J)

- At)) - At-)l--(1-At) = 1 @L-A(t)))

tht

S(t) = St )

E equivalente assegnare la distribuzione di probabilita del n.a. T assegnando la funzione

di sopravvivenza oppure la funzione di rischio
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Modello di sopravvivenza discreto

S(t;
Osservazione: interpretazione del significato di S(t( J)) :1—/](tj)
j-1

Si ha

S(t;)  P(M>t;) P>t T>t))
S(tj—l) P(T >tj—1) P(T >tj—1)

=P(T > ;[T >t;_y)

Si puo allora interpretare la formula

S(t) =Sltc) = (1‘/|(tj)):t_|_<|tP(T>tj‘T>tj—1)

tht i

come prodotto di probabilita condizionate di sopravvivenza.
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Rilevazione dei dati per la stima di un modello di sopravvivenza

RILEVAZIONE DEI DATI PER LA STIMA DI UN MODELLO DI SOPRAVVIVENZA

| dati per I'analisi della sopravvivenza si dicono completi se per ogni individuo osservato
si osserva l'istante iniziale e I'evento; e quindi osservata la durata (time to event data).

Si possono avere due tipi di rilevazioni:
* le rilevazioni trasversali (cross-sectional studies)
* |e rilevazioni longitudinali (longitudinal studies)

Rilevazioni trasversali

Si individua un gruppo di studio, cioe un gruppo di individui per i quali interessa studiare
la sopravvivenza (per es. la popolazione di una certa zona o anche di un’intera nazione,
gli assicurati di una compagnia di assicurazione, gli iscritti ad un fondo pensione, ...).

Si fissa un periodo di osservazione durante il quale viene osservato il gruppo di studio.

All'inizio dell'osservazione ci saranno individui gia presenti, ai quali se ne aggiungeranno
altri durante il periodo di osservazione; alcuni individui possono uscire per causa diversa
dal decesso durante l'osservazione; ci saranno individui ancora in vita al termine
dell’'osservazione.
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Rilevazione dei dati per la stima di un modello di sopravvivenza

Tipicamente, nelle rilevazioni trasversali, i dati sono incompleti :

se non € osservato l'istante iniziale, 'osservazione e detta troncata a sinistra

se non e osservato I'evento, I'osservazione € detta censurata a destra

Rilevazioni longitudinali

Sono tipicamente usate negli studi clinici, quando le durate, dall'istante iniziale al
verificarsi dell’'evento, non sono molto lunghe.

Si seleziona un gruppo di studio, cioe un gruppo di individui per i quali interessa studiare
la sopravvivenza, e si osserva il gruppo fino a quando per tutti gli individui € osservato
I'evento e sono quindi osservate le durate dall’istante iniziale al verificarsi dell’evento.

Negli studi clinici, si possono spesso avere dati completi , se per ogni individuo e
osservato l'istante iniziale, che puo coincidere con una stessa data di calendario, ma non
necessariamente. Si parla di cohort complete design.

Se si termina l'osservazione prima di avere osservato tutti gli eventi, si hanno dati
incompleti (censurati a destra). Infatti, se per alcuni individui non si osserva l'evento, si
perdono alcune informazioni sulla sopravvivenza della collettivita oggetto di studio.
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Funzione di sopravvivenza empirica

FUNZIONE DI SOPRAVVIVENZA EMPIRICA

Rilevazione longitudinale con dati completi

Osservazioni: n individui osservati; t; <t, <...<t, durate osservate

Si definisce funzione di sopravvivenza empirica

1 t<ty
é(t):<n—;J tj St<tjy, j=12..,n-1
0 t>t,

\

La funzione di sopravvivenza empirica fornisce una stima della funzione di sopravvivenza
s(t)
Sia
N; il n.a. diindividui in vita all'istante t a partire da Ny = n individui osservati
all'istante O

Lo stimatore §(t) del quale la funzione di sopravvivenza empirica & la stima per S(t) &

~ N
S(t)=—1t
="
14



Funzione di sopravvivenza empirica

Proprieta dello stimatore S(t)

Nell'ipotesi che le durate aleatorie di vita degli Ng = n individui osservati all'istante O
siano ugualmente distribuite ed indipendenti con funzione di sopravvivenza S(t), fissato
t >0 il n.a. N; ha distribuzione Binomiale(n, S(t))

Si ha allora
E(N;) =n S(t) Var (N;) =n S(t) L1—- S(t))

Risulta quindi che S(t) & uno stimatore non distorto, infatti per ogni t >0 si ha

E(S(t)) = E(&j = S(t)

n
Si ha inoltre

Var (3(t)) = Var( N, ) - St d=S(1)

n n

Quindi una stima di Var(S(t)) & data da
var(3(p) = St.€=S0)

n




La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

LA STIMA DI KAPLAN-MEIER PER LA FUNZIONE DI SOPRAVV IVENZA
IN UN MODELLO DISCRETO

Rilevazione trasversale: per ogni individuo si osserva l'istante iniziale; alcuni individui
danno luogo ad osservazioni censurate a destra. Quindi i dati sono incompleti.

Osservazioni: n individui osservati; m decessi osservati alle eta t; <t, <...<ty

dq, do,...,d numeri di decessi osservati alle eta t;, t,, ...,t,
dy+dr+...+d =m
n—m numero di osservazioni censurate

Sia ty I'eta di ingresso in osservazione corrispondente all’istante iniziale
Si ripartisce I'intervallo [tg, + | negli intervalli

[tj’tj+l[ J :O,l,...,k con tk+1:+00

Sia cj, ] =0,1,..., k, il numero di osservazioni censurate nell'intervallo [tj , tj+1[

Co+tCG+...+C =nN—mMm
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Con riferimento all'intervallo [tj : tj+1[, ] =0,1,...,k, indichiamo con

tipStjp <. St

le eta di uscita delle C| osservazioni censurate

Sia
nj, j =1..., k,

il numero di individui in vita all’eta t; che danno luogo ai d; decessi

Si ha

n; :(dj+dj+1+...+dk)+(Cj+Cj+1+...+Ck) ] =1...

Obiettivo:  stimare la funzione di ripartizione F(t)
del n.a. T durata aleatoria di vita dall’eta t,
Disponendo delle osservazioni: decesso all'eta t;, j=1,...,k

osservazione censurata all’'eta
tji . j =0,..., k , | :].,...,Cj

, K
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Nell'ipotesi che I numeri aleatori osservati siano stocasticamente indipendenti ed
ugualmente distribuiti con funzione di ripartizione F(t) la verosimiglianza delle

osservazioni e L= ([F (t)- F(tj_)]dj Elal -y )]j

j=0
essendo

F(tj_)=tlirrt]_|:(t) j=1...,k
|

[F(t )—F(tg)]d" =1

Obiettivo: ~ determinare la stima F(t) di massima verosimiglianza della funzione di
ripartizione F(t)

Osservazione: L#0 < F(tj)—F(tj‘)>0 0 )=1...,k,quindi
inoltre 1~ F(t;; ) & massimo se F(t;; )= Flt;)
Quindi la verosimiglianza diventa
k ok
L = ,-'llF t)-Fl; )" ngo[l— Flt; )"
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Osservazioni:

* F(t) & la funzione di ripartizione di un n.a. con distribuzione discreta e determinazioni
ty, to, ... b

e per stimare F(t) si tratta quindi di stimare le probabilita

aj = F(t;)-Flt7) i=1..,k
e ovvero di stimare la funzione di rischio
/]j:/](tj): qJ :F(tj)_F(tj_) j:l,---,k

S(tj-) 1-F(tj-0)

essendo

S(tj)=l—|:(tj): |_|(1_)|(ti)):{%1_/]1)(1_/]2)...(1—/11.) z:} ;L K

t<t;

Si ottiene allora la seguente espressione per la verosimiglianza

= A el ot el = DI st

19



La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Data la verosimiglianza

d

L= ﬁAjj[l—Aj]“i‘dj
i=1

Osservazione

d. d s : L .
)Ijj[l—/]j]”l d e proporzionale alla verosimiglianza di un n.a. con

distribuzione Binomiale(n;,A;)

Sia Dj il n.a. dei decessi all'eta t; a partire dagli n; individui in vita all'eta t; prima che si

verifichino i d; decessi
Si ipotizza per Dj la distribuzione Binomiale(n;, A;)

La stima di massima verosimiglianza di A; e

20



La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza e allora

n . d;
5= f-4)= n [1—?}
ty<t ty<t n;

Osservazione

Poiché

si puo allora interpretare la formula

. - d;
S(t)= (1—/1j)= M (1—{}
ti<t ty<t n;

come prodotto delle stime delle probabilita condizionate di sopravvivenza.

La stima di massima verosimiglianza, di Kaplan-Meier, della funzione di ripartizione F(t)

e allora

E()=1-80)=1- 1 [1-‘11'}
tj<t n;
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Esempio
it |y | dy | g |i-dy/ny | Sl
0 0 8 0 1 1 1
1 1,5 7 1 0 0,857143 | 0,857143
2 2 6 2 1 0,666667 | 0,571429
3 3,5 3 1 2 0,666667 | 0,380952

Osservazioni

La stima di Kaplan-Meier F(t) & definita per t <t

Se I'etd massima osservata & un dato censurato, cioé se ¢, >0, la F(t) non &
definita per t >t, ed & F(t,) <1; una possibilita & definire F(t)=F(t,) per t >t, ma
ci0O comporta la presenza di masse aderenti a + o

La stima di Kaplan-Meier If(t) puo essere definita anche in presenza di osservazioni
troncate a sinistra, cioe di osservazioni per le quali non si e osservato l'istante
iniziale essendo entrate in osservazione ad un’eta maggiore di ty. Tuttavia, in tal
caso é(t) e la stima della funzione di sopravvivenza condizionata alla eta minima di
ingresso osservata t,in, €ssendo ty <t.;, <t; ; quindi € una stima di

P(T >tT >tyin) = S(t)/ S(tmin)
22



La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Proprieta dello stimatore di Kaplan-Meier

" d:
St)= [l_an e la stima di Kaplan-Meier di S(t), t=0
ti<t j

Sia
S(t)= 1 p con pj =1-A(t;) =P(T >tj‘T >t4)
si ha
S(t)= 1 P essendo pj=1-—
<t
dove p; e una stima della probabilita P(T >tj‘T >tjq), 1=1..,K
Indichiamo con

S(t) = |‘|S , t=0
) é

t
lo stimatore del quale S(t) & la stima.

Per valutare speranza matematica e varianza dello stimatore S(t) occorre formulare delle
ipotesi suin.a. pj, j=1...,k
23



La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Osservazione

Sia

D.

J il n.a. dei decessi da una popolazione di n; individui in vita all'eta t;

nell'ipotesi che D; abbia distribuzione Binomiale(n;,q;) si ha
si ha inoltre che il n.a.

—l ha distribuzione Binomiale scalata ed e

D. D. . (1-q.
(2)q vafB1] 2000
n; n; nj
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Sia I ={ng, ny,,..., n} lo stato di informazione sugli individui presenti alle eta t,

] =1...., k subito prima che si osservino i decessi d;, | =1,..., Kk

Si formulano le seguenti ipotesi condizionate a I ={ny, ny,,..., N} suin.a.
_ D, .
pj =1-—, j=1...,kK
N
|potesi
Condizionatamente a 7 ={ny, ny,,..., N} , i n.a.
_ D; . . . . .
P; :l—n—, ]=1...,K siano stocasticamente indipendenti
j
e siano
~ . p; - p;) .
E(B;|7)=p; Var(pj\I): : : j=1...,k

n;
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La stima di Kaplan-Meier per la funzione di sopravvivenza in un modello discreto

Risulta allora che S(t)= ] P; & uno stimatore non distorto, infatt

tht

E('S'(t)]):E[tnqﬁij:tnqu = 5(t) 20

La varianza dello stimatore S(t) &

Var (S(t)7)= [s(t)]{ M (1+ 1-p; J -1}

t;<t Pjn;

e puo essere approssimata da

Var(§(t)\I)D[S(t)]2t_z<t1F; :_j

dalla quale si ottiene la formula di Greenwood |, che fornisce una stima della varianza

dello stimatore di Kaplan-Meier

var(g(t)1)=[ . @dﬂ .4

t<tl Ny )| ¢ <t(ny —dj)n;
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La stima di Nelson-Aalen per la funzione di sopravvivenza

LA STIMA DI NELSON-AALEN PER LA FUNZIONE DI SOPRAVV IVENZA

Fornisce una formula approssimata per la stima della funzione di sopravvivenza di
Kaplan-Meier.

A d;
Dalla stima di Kaplan-Meier della funzione di sopravvivenza  S(t)= ] (1—’} t=>0

tjst n;

Si ottiene

Iog(é(t)): > Iog(l—djj t=0

ty<t n;

Considerando I'approssimazione lineare della funzione f(x)=1log(1- x) si ottengono le
. o dj)_ dj
seguentl approssimazioni: log 1-— |-——
n. n,
j j
Si ottiene allora la seguente stima della funzione di sopravvivenza, detta stima di
Nelson-Aalen

S(t) = ex;{— > d’} t>0

t;<t N
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Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

IL MODELLO ATTUARIALE PER LA DESCRIZIONE DELLA SOPR AVVIVENZA

Si tratta di un modello di tipo continuo generalmente di tipo non parametrico, ovvero con
funzione di sopravvivenza descritta mediante una tavola di sopravvivenza o tavola di
mortalita.

Sia

To n.a. non negativo che esprime la durata aleatoria di vita dalla nascita

Si definiscono
Funzione di sopravvivenza S(t)=P(Ty>t), t=0
Funzione di ripartizione Folt)=P(Ty<t), t=0

Nel caso di distribuzione dotata di funzione di densita f(t) continua si ha:

Folt) = } fo(u)du t>0
0

inoltre

folt)= 5 Folt) = - S)

28



Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

Si definisce intensita istantanea di mortalita o forza di mortalita

- P(Tyst+AtTy >t)
t)=1
H) AtITO At

Si ha
uft)= ol dacui  folt)=S{t)ut)

S(t)

Osservazione: a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo si ha

P(To <t +AtTy >1) Dfo—(t)At = u(t)At

S(t)

Si ha inoltre

u(t):;ngt;:-gws«»

da cui si ottiene

S(t) = exr{— :j),u(u)duj

e allora equivalente assegnare il modello di sopravvivenza attraverso la funzione di
sopravvivenza oppure l'intensita istantanea di mortalita
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Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

Si definisce vita media alla nascita

& = E(Ty) = (f t dFo (1)

Si ha
+o00 +o00 +o00
& =E(To)= [tdRy(t) = [1-Fo(t) dt= [ S(t) cf
0 0 0
Sia
T, n.a. non negativo che esprime la durata aleatoria di vita per un individuo di eta
x>0
Poiché

Ty = (To = X)To > X
si puo esprimere la distribuzione di probabilita del n.a. T, attraverso la distribuzione di T,

Sia F (t)=P(T, <t), t=0

sl ha
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Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

Si definisce la funzione di sopravvivenza

S(x+1t)
=P(T, >t)=1-F.(t)=
t Px ( X ) x( ) S(X)
Si definisce la funzione di ripartizione della distribuzione condizionata

tOx =1-Py = Fx(t)

Si puo esprimere inoltre la funzione di densita condizionata

9 p=-14d _ folx+t)
fx(t) "t Fx(t) - S(x) dt S(x+1t) = S(x)

Ricordando che l'intensita istantanea di mortalita relativa alla distribuzione di T,

. Py st+AtTy >t
u(t) = lim (To To>t) _ folt)
At—0 At S(t)
per definire I'intensita istantanea di mortalita relativa alla distribuzione di T, si considera

i P St+AT >1)  f(t) _ fo(x+t)

= X+t
At -0 At t Py S(X+t) ,u( )

quindi l'intensita istantanea di mortalita della distribuzione condizionata coincide con

I'intensita istantanea di mortalita della distribuzione di T,
31



Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

Poiché

fx(t) _ folx+t) _
t Px - S(x+t) = ey

sl ha
f(t) =Py (x+t)

Osservazione: a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo si ha

P(T, <t +AUT, >t) T g(x+t)At

Si definisce vita media residua di una persona di eta x
+00
& =E(Ty)= [tdR(®)
0

Si ha

B +00 +00 +o00 +OOS(X+t)
=E(Ty)= [tdR (t)= [1-F(t)dt= [ p,dt=
& =E(T)= JtdR (0= [1-FOdt= [ pydt=] =g o

dt

32



Il modello attuariale per la descrizione della sopravvivenza

Si definisce tasso centrale di mortalita  relativo all'intervallo di eta (x,x+1)

[ u(x+1)S(x+t) ct
m =2
[ S(x+t)dt
0

Piu in generale si puo definire il coefficiente di mortalita
(X,X+n)

[ (x+t)S(x+1) dt
NUVEE n
[ S(x+t) dt
0

relativo all'intervallo di eta
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Tavole di mortalita

TAVOLE DI MORTALITA

In ambito attuariale la funzione di sopravvivenza e generalmente descritta mediante una
tavola di mortalita o tavola di sopravvivenza

La tavola di sopravvivenza puo essere interpretata come la tabulazione sugli interi di una

funzione di sopravvivenza S(x) definita per x>0, quindi di tipo continuo.

s(x)
1
0,99172
0,99105

N P OX

«-1| 000015
G 0

« & detta eta estrema ed & tale che S(e—1)>0 ed S(a)=0

Definiamo le grandezze che compaiono in una tavola di sopravvivenza.
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Tavole di mortalita

0

lx dy Ox Lx my Tx ex
100.000| 828 |0,008280|99.586,00/0,008314|7.881.389,00| 78,81
99.172 | 67 |0,000676|99.138,50|0,000676|7.781.803,00|78,47

99.105 | 42 |0,000424|99.084,00|0,000424|7.682.664,50| 77,52
99.063 | 32 |0,000323|99.047,00|0,000323|7.583.580,50| 76,55

W NP O X

109 | 30 | 15 |0,5000001 2250 |0.666667| 30,00 | 1,00
110 | 15 | 15 |1.000000| 7.50 |2.000000|  7.50 0.50
111 | 0

Si definiscono le seguenti grandezze
Def. |, =g S(x) x=0,1...,a

dove |y e detto radice della tavola ed e fissato opportunamente, per esempio |5 =100000

|, esprime il numero atteso di individui in vita all'eta x, a partire da una collettivita di I,

neonati, nell'ipotesi che la sopravvivenza sia descritta dalla funzione di
sopravvivenza S(x)

Def. dy =1y = Iy x=0,1..., a

d, esprime il numero atteso di decessi nell'intervallo di eta |x,x +1]
35



Tavole di mortalita

Si ha
_ S(X+1) :1_ IX+1 :$

=1- =1
Oy =1 Py 503 =

Per definire le seguenti grandezze

Ly My Tx Ex

occorre assumere che la distribuzione di probabilita, espressa attraverso la funzione di
sopravvivenza S(x), x =0, sia dotata di funzione di densita continua

Si ha allora
d d | f (x) 1d
()=~ 5, SX) o I Hx) s(x) I dx *
d 1d f (t) 1 d
f(t)=—— =—-__ )= x\ - ~ ¥

e da queste si puo calcolare la vita media alla nascita &, e la vita media residua g, di un
individuo di eta x
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Tavole di mortalita

Si ha
a
o ” [ 1,dx
& =]S(X)dx=] Xdx="
0 olo lo
Si definisce
a
Def. To= | ldx
0
Poiché
T,
% =|—°
0

esprime la vita media alla nascita, allora

To (NB: da non confondere con il n.a. durata aleatoria di vita alla nascita)

rappresenta il numero atteso di anni vissuti da una collettivita di |5 neonati
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Tavole di mortalita

Analogamente si ha

a—X a
WX WX | J Ixaet “ydy
0 0 X X X
Si definisce
a
Def. Ty=]lydy
X
Poiché
T
& =

lx

esprime la vita media residua di un individuo di eta x, allora

T, (NB: da non confondere con il n.a. durata aleatoria di vita per un individuo di eta
X) rappresenta il numero atteso di anni vissuti da una collettivita di I, individui di

eta x
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Tavole di mortalita

Per il tasso centrale di mortalita relativo all'intervallo di eta (x,x+1) si ha

1 1
U(X+1)S(Xx+1)dt folx+1)dt
JHbertisbertyat Tlobrtlt o) ghan) te-bey
My = 1 1 1 1 1
[ S(x+t)dt [S(x+t)dt  [S(x+t)dt [l dt [l dt
0 0 0 0 0
Si definisce
1
Def. L, = [ Iy Ot
0
Poiché
Ly =Ty —Tys1

L, esprime il numero atteso di anni vissuti da una popolazione di I, individui di eta
X,trale eta x ed x+1

Si ha allora
d
m,=—>
LX
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Tavole di mortalita

Osservazione: poiché nella tavola di sopravvivenza la funzione S(x) & definita sugli interi
x=0,1...,a, per calcolare

1
Ly =] Ixsy dt
0

occorre approssimare l'integrale.
Se si approssima lintegrale mediante l'area del trapezio, ovvero si considera
I'interpolante lineare per definire la funzione |,,; per t0(01), si ottiene la seguente

approssimazione

L. IX + IX+1
X 2
] (49
Essendo inoltre Ty=Jlydy=Ly+Lq++Lyg
X
Si ottiene la seguente approssimazione
T Da_z):(_llxm tlxrh+
X
h=0 2

e quindi 'approssimazione della vita media residua e, mediante la vita media completa

0 1 w—x-1]

+1
ey = x+h * 'x+h+1
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Tavole di mortalita

Osservazione

poiché si ha

s = S0 £x=D ) S
S(x-1) S(x-2)  S(0)

per x=12,...,a -1

ed essendo

S(x) _ P(My>x) _P(My>x,Tog>x-1) _
S(x-1) P(Ty>x-1)  Pp>x-1)

P(To > X[Tg > x—1) = py_y

per x=212,...,a -1
Si ottiene
S(x) = py—1 [ Py—2 [+~ Po per x=12,...,a -1

Quindi la stima della funzione di sopravvivenza, in un modello non parametrico, potra
essere ottenuta mediante la stima delle probabilita condizionate di sopravvivenza p,

ovvero mediante la stima delle probabilita condizionate di decesso g .
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Stima delle probabilita di decesso mediante lo stimatore di Kaplan-Meier

STIMA DELLE PROBABILITA DI DECESSO
MEDIANTE LO STIMATORE DI KAPLAN-MEIER

Obiettivo:  stimare le probabilita g, , x=0,1,...,a -1

Consideriamo la generica classe di eta |x,x +1| e supponiamo di avere osservato in tale
classe di eta

dy, do, ..., dy decessi alle eta t,t5,...,t con x<t; <t, <...<t <x+1

essendo
nj, j=1...,k, il numero diindividui in vita all'eta t;

che hanno dato luogo ai d; decessi

Si noti che ty = x rappresenta l'istante iniziale

La stima di Kaplan-Meier per la probabilita g, e

. . K d;
Ox =1- Px =1- [ 1-—
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Esposti al rischio

ESPOSTI AL RISCHIO

Nella tavola di sopravvivenza sono riportate le seguenti grandezze

Oy :% probabilita che un individuo in vita all’'eta x, deceda con eta esatta in
X
|x,x+1
m, = % tasso centrale di mortalita, € un’intensita
X

Per esprimere g, dato my, e viceversa occorre stabilire un legame tra |, e L,

Sussistono le seguenti relazioni

X+1

Ly = | Iyt dt = jly dy =T,
X

o —r

1
_Tx+1 = Ix+1 + lxj t fx(t) dt
0

L, esprime il numero atteso di anni vissuti nell'intervallo di eta |x,x +1] dagli |, individui

in vita all’'eta x; € anche detto esposizione o numero di esposti al rischio
nell'intervallo di eta |x,x+1]
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Esposti al rischio
Per giustificare formalmente tale interpretazione di L, consideriamo i seguenti n.a.
TW  durata aleatoria di vita dell'individuo i, i =1, 2, ..., ., nellintervallo di eta |x,x +1]
Nota: T ha determinazioni ]0,1]
Indicato con Tx(i) la durata aleatoria di vita dell’i-esimo individuo in vita all'eta x si ha
10 = minfr® 1

Nell'ipotesi che le durate aleatorie di vita degli I, individui siano ugualmente distribuite
con funzione di ripartizione F,(t) si ha

0 t<0
PTW <t)=JF(t) O0<t<1 ed éinoltre  P(T" =1)=1-F (1) = p,
1 t>1

Il numero atteso L, di anni vissuti nell'intervallo di eta |x,x +1] dagli |, individui in vita
all’eta x e allora

|X . IX . IX 1 1 | 1
E(ZT(')j: ZE(T(')): Z}{jtde(t)+1px}=lxjt f (t)dt +1, XL =1 [t £, (t) dt +1,4q
i=1 i=1 i=1 0 0 Iy 0
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Esposti al rischio

Posto
1
I [t f,(t)at
f, =Y la durata attesa di vita di ciascun individuo che decede in |x,x +1]

dalla relazione
1

I—x: Ix+1 + IXI t 1:x(t) dt
0

Si ottiene
I—x = Ix - dx (l_t_x)

Si possono esprimere quindi le seguenti relazioni

o X o qx q ) dx ) mx
t Ol 1+ @L-t)m,

Se t, =1/2 (ci0 si ha in ipotesi di distribuzione uniforme dei decessi) si ha

_Ox G _Ox My
e Ly 1-12q, K Iy 1+12m,
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Completamento del modello di sopravvivenza per eta non intere

COMPLETAMENTO DEL MODELLO DI SOPRAVVIVENZA PER ETA NON INTERE
Nella tavola di mortalita sono riportati l, x=0,1...,a
In molti casi si ha la necessita di definire |, per qualsiasi eta x>0

Obiettivo:  definire I+ , Xx=0,1,...,a e 0<t<1 tale che

|+ continua in [0,1] e derivabile in (0,1)
Interpolazione lineare o ipotesi di distribuzione u niforme dei decessi
Ix+t:a+bt — |X+t:|X_th

In tale ipotesi si ha

1-=s
st Px+r = 1—¢ SI;( sOx = S0x p(x+t)= 1_thqx fy(t) = ax
1 — Ix+1"'|x
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Completamento del modello di sopravvivenza per eta non intere

Interpolazione esponenziale o ipotesi di intensita di mortalita costante
|, = alb = Ly =1, (P
X+t x+t = Ix (Px

= L = () [y

In tale ipotesi si ha

p(x+t)=—log py
s—r Px+r = ~H(S7T) con Hy = —Iog Px

fy(t) = e_'uxt,ux Ly =—" My = Uy
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Completamento del modello di sopravvivenza per eta non intere

Interpolazione iperbolica

1 1 1 1 1
lyst = = —=—+4| —-—|t
atbt T U
- -1 t+1(1—t)
Ix+t Ix+1 X
In tale ipotesi si ha
_ _ 1
1-r Ox+r = @-r) Ox t Px = |
1+[X—1jt
X+1
H(x+t) = B nota: decrescente con t

Px +1 0y
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Modello di sopravvivenza selezionato

MODELLO DI SOPRAVVIVENZA SELEZIONATO

Si utilizza un modello selezionato per descrivere la durata aleatoria di vita da
un’assegnata eta in cui I'individuo e selezionato; per esempio, nel caso delle
assicurazioni, I’eta di selezione ¢ I'eta (intera) di ingresso in assicurazione.

Funzione di sopravvivenza S(t;x), t=0, x=aa+l,...

Nel caso di distribuzione dotata di funzione di densita continua, per assegnare la
distribuzione di probabilita si puo assegnare l'intensita istantanea di mortalita

Hq(t), t=0, x=aa+l...

Siha ()= —%In(s(t;x))

da cui si ottiene

t
¢ P[x] = Slt;x) = exr{- J Uy (U)dUJ
0
Si definisce aspettativa di vita per una persona entrata in assicurazione all’eta x

8y = +joo S(t; x) dt
0
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Modello di sopravvivenza selezionato

Una tavola di mortalita selezionata ¢ definita da un insieme di sequenze del tipo
o M e

lava] lJa+ger  lasg]+2

I I 2

dove I+t =[x [S(t; x) x=a,a+1,... t=0,1,...

I[X] e la radice della tavola di sopravvivenza degli assicurati entrati in assicurazione
all’'eta x

I+t rappresenta il numero atteso di assicurati in vita alleta x+t a partire da una

collettivita di I[,] assicurati entrati in assicurazione all'eta x; t e 'antidurata

I[]+
Si ha t P[x] = et td[x] = 1t P[x]
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Modello di sopravvivenza selezionato

Per effetto della selezione sulla mortalita si ha
q[x] < q[X—1]+1 < q[x—2]+2 <...

Poiché I'effetto della selezione sulla mortalita tende ad esaurirsi dopo un certo numero di
anni, da un certa antidurata t' in poi la sopravvivenza viene fatta dipendere soltanto
dall’eta raggiunta

x| < Ax-1]+1 < Ax-2]+2 <--- <OAx-t']+t" = Ax—t'-1)+t'+1 = Ax-t'-2]+t'+2 = --- = Ja]+x-a

Si costruiscono allora le tavole di mortalita selezionate ridotte

la]  llaJsa lab2 - l[a]+t'—1 l(a+t)
[av)] lla+gja Nasas2 - [a+1]+t—1 l(a+t'+2)
I I xe2 - [+t |(x+t')

dove  I; elaradice dellatavola e If,] e tale che

I [S(E %) = (ke x=a+la+2,...
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