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PREMESSA

In questa seconda dispensa di Scienza delle Costruzioni vengono intro-
dotti i principali concetti di base riguardanti la meccanica della trave. Si
sviluppano innanzitutto la cinematica e la statica delle travi. Ci si rivol-
gepoi a descrivere il legame costitutivo elastico lineare e a sviluppare in
tale ambito sia il modello di Eulero-Bernoulli che quello di Saint-Venant.
Nell’ambito di tali modelli viene risolto anche il problema della determina-
zione dello sforzo interno nel solido trave a partire dalla conoscenza delle
caratteristiche della sollecitazione.
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Capitolo

FONDAMENTI DI MECCANICA DELLE TRAYVI

1.1 Modellizzazione geometrica

Come gia detto, una trave ¢ geometricamente un solido monodimensio-
nale descritto dalla linea d’asse e dalle sezioni rette associate ai punti della
stessa linea d’asse (fig. 1.1). Alla linea d’asse si richiedera di essere mono-

Asse della trave

Sezione retta

Figura 1.1: Trave

connessa e quindi di avere due punti di estremita di cui I'uno sara, oppor-
tunamente orientata la linea d’asse, il punto di prima estremita O e I’altro
di seconda estremita £. La linea d’asse e le associate sezioni rette rico-
struiscono un solido B caratterizzato da un dominio avente la superficie
di contorno 0B composta dalle due sezioni Ag e Ay di prima e seconda
estremita rispettivamente e dalla parte restante £ detta supetficie laterale
della trave.

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e meccanica delle travi e 9 settembre 2016

La scelta di una linea d’asse da associare ad un generico corpo monodi-
mensionale ha, allo stato attuale, ampi margini di arbitrarieta. Se, e quando,
lo sviluppo dei particolari di un dato modello di trave dovesse fornire un
significato fisico preciso a certi punti di una sezione retta, la scelta della
linea d’asse ne potra essere condizionata. E implicita in tale asserzione che
un solido monodimensionale, descrivibile da un’unica linea d’asse, deve
potersi considerare anche quale insieme di fibre longitudinali, ovverossia
di fibre che hanno pitt 0 meno I'andamento del solido. Affinché tali fibre
siano pitt 0 meno scambiabili tra loro nella descrizione del solido occorre
anche che debbano avere pitl 0 meno lo stesso andamento. Il senso preciso
di tale affermazione é che una volta prescelta una certa rappresentazione
tramite una linea d’asse e le associate sezioni rette, sia possibile scegliere
un insieme di fibre longitudinali che abbiano piu 0 meno la stessa lunghez-
za tra due qualunque sezioni rette e siano tutte se non ortogonali, come lo
¢ la linea d’asse, almeno quasi ortogonali alle sezioni rette.

Si noti che il modello geometrico prescelto di trave non deve, obbligato-
riamente, coincidere con un dato corpo monodimensionale ma puo sem-
plicemente approssimarlo, soprattutto se in tal modo si semplifica I’analisi
del problema. A supporto di tale affermazione si consideri una tipica men-
sola in cemento armato, quale quella riportata in fig. 1.2, di sezioni verticali
rettangolari. Innanzitutto, la forma della mensola suggerirebbe una linea
d’asse leggermente inclinata rispetto alla orizzontale ma, data la piccolez-
za, e quindi I'ininfluenza, di tale inclinazione é prassi la scelta di una linea
d’asse orizzontale. Le sezioni rette (verticali) sono rettangolari e quindi

11
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Figura 1.2: Casseratura della mensola

doppiamente simmetriche e potrebbe essere quindi desiderabile scegliere
quale linea d’asse il luogo dei punti intersezione degli assi di simmetria.
Con tale scelta il modello geometrico individua il corpo di fig. 1.3, che non

asse della trave

Figura 1.3: Modello geometrico della mensola

coincide geometricamente con la mensola originale che il modello vuole
descrivere ma, piu semplicemente, ’approssima.

1.1.1 Travi snelle e tozze

L’attendibilita del modello di trave dipende dal rapporto £/H tra la lun-
ghezza della linea d’asse £ e una dimensione significativa H delle sezioni
rette. A parita di forma della sezione, piu tale rapporto € grande e piu la
trave & snella, viceversa piu tale rapporto & piccolo e piu la trave ¢ tozza.l

INella letteratura inglese, per esprimere che una trave ¢ snella, oltre al termine slender,
si utilizzano spesso i termini long e thin, a volte anche insieme.

Piu una trave € tozza e meno il solido che rappresenta si presta ad essere
descritto da un modello monodimensionale.

In alcuni casi, all’aumentare del rapporto £/H, potrebbe diventare signi-
ficativo anche il concetto di trave molto snella, a differenza di quello di
trave molto tozza che non puo che significare il fatto che ormai il solido
non ha piu niente di monodimensionale e che quindi non é piu modellabile
come trave.

1.1.2 Travi a grande e piccola curvatura

Nel caso in cui la linea d’asse sia curvo, oltre al rapporto precedente
occorre pero considerarne anche un altro che riguarda la curvatura della
linea d’asse. Cio dipende dal fatto che un solido monodimensionale deve
potersi anche considerare, come detto, quale insieme di fibre longitudinali
senza forti differenze di lunghezza tra di loro, cosa che invece avverrebbe
se il raggio di curvatura a fosse commisurabile alla dimensione H della
sezione (fig. 1.4). A parita di forma della sezione, piu il rapporto H/a

Hia« 1

Figura 1.4: Trave a grande curvatura

¢ piccolo e piu la trave € a piccola curvatura, mentre piu tale rapporto
¢ grande e piu la trave ¢ a grande curvatura.? Pil una trave ¢ a grande

2Nella letteratura inglese, per esprimere che una trave curva ¢ a piccola curvatura si usa
il termine thin, mentre per esprimere che € a grande curvatura si usa il termine thick.
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curvatura e meno il solido che rappresenta si presta ad essere descritto da
un modello monodimensionale.

1.1.3 Travi a lenta, veloce e brusca variazione di sezione

In generale le sezioni rette delle travi saranno variabili da punto a punto
della linea d’asse. Un esempio di tal genere € rappresentato dalla trave ad
asse rettilineo di fig. 1.3. Come detto piu sopra, il solido deve poter essere
descritto da un insieme di fibre longitudinali quasi ortogonali alle sezio-
ni rette, il che impone che I'eventuale variazione di sezione deve essere
sufficientemente lenta.

Se AH é la variazione di una lunghezza significativa della sezione (si-
gnificativa dal punto di vista della variazione) tra due sezioni poste alla
distanza As allora piu il rapporto AH/ As € piccolo (eventualmente al limi-
te nell'intorno di una data sezione) e piu la trave ha una lenta variazione
di sezione tra le due sezioni (nell’intorno della data sezione), mentre piu il
rapporto é grande e piu la trave ha una veloce variazione di sezione. Se il
rapporto, al limite nell’intorno di un dato punto della linea d’asse, va all’in-
finito la trave ha invece una brusca variazione di sezione in corrispondenza
del dato punto, punto a cui non puo essere pertanto associata nessuna
sezione retta.

Nel caso di fig. 1.3, quale lunghezza significativa si puo assumere I'altez-
za della sezione rettangolare mentre la variazione di sezione, data la sua
uniformita, puo essere commisurata alle sezioni iniziale e finale ottenendo

: ho—hy
il rapporto =°5~*.

1.1.4 Travi a piccola curvatura e a lenta variazione di
sezione

Si consideri un tronco di trave V intorno di una data sezione retta A e
corrispondente di un tratto As della linea d’asse di una data trave. Sotto
I'ipotesi di piccola curvatura e di sezione lentamente variabile la situazione
geometrica del dato tronco di trave e approssimata da quella di un tronco
di trave cilindrico di sezione A, almeno se As € piccolo, ovverossia per
As — 0 (fig. 1.5).

Tenendo conto che “normalmente” una trave vera e propria che non sia
ad asse rettilineo e a sezione costante “dovrebbe essere” a piccola curvatu-
ra e a lenta variazione di sezione, nel seguito di questa trattazione alcune

Figura 1.5: Approssimazione di un tronco di trave

relazioni che riguardano I'intorno di una sezione retta saranno ricavate con
riferimento ad un tronco di trave cilindrico. Per evitare equivoci si ribadi-
sce che al limite per As — 0 siavra in generale una buona approssimazione,
non un risultato esatto. Il risultato ottenuto sara esatto solo per la trave
ad asse rettilineo e a sezione costante, cioe nel caso in cui effettivamente
i tronchi di trave nell’intorno di una data sezione siano esattamente cilin-
drici. Si faccia attenzione alla dizione “risultato esatto”, poiché lo ¢ solo
nei limiti delle particolari ipotesi che saranno state utilizzate e che carat-
terizzeranno un particolare modello di trave. Un modello di trave diverso
puo avere ipotesi diverse e originare risultati diversi, esatti, per quel dato
modello, nel caso di trave ad asse rettilineo e a sezione costante.

Un primo uso della detta approssimazione ¢ la riduzione di un integrale
esteso ad un tronco di trave V, intorno di una sezione A, di una quantita
fv (mon ha importanza se scalare, vettoriale oppure tensoriale) per unita di
volume ad una integrazione nell’area A seguita da una integrazione sulla
parte di linea As che definisce il tronco di trave (fig. 1.5):3

jvadv - LS (Lfv dA) ds. (1.1)

Si noti che tale riduzione vale solo nel caso di un volume cilindrico e che
quindi in generale la riduzione stessa ¢ solo approssimata.* Dalla (1.1)
risulta evidente che la grandezza f definita dalla seguente relazione:

f= J SvdA. (1.2)
A

3Per il teorema di riduzione si veda per esempio Gilardi (1996, pp. 465-477)

4In realta la (1.1), come si evince dal teorema di riduzione citato alla nota preceden-
te, vale in modo esatto anche nel caso in cui I'asse sia rettilineo e la sezione variabile,
indipendentemente dalla velocita di variazione.
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rappresenta una grandezza per unita di linea che integrata lungo la linea
riproduce l'integrale nel volume del tronco di trave dell’originale grandezza
fv per unita di volume. Attenzione ad interpretare correttamente la (1.2):
per ottenere il valore di f in corrispondenza di un dato punto della linea
d’asse occorre integrare la fy sui punti della corrispondente sezione retta
A.

1.1.5 Riferimento locale lungo I’asse della trave

Un generico punto O della linea d’asse della trave puo essere individuato
da una coordinata curvilinea s che, ora e nel seguito, si assume essere la
sua lunghezza d’arco (fig. 1.6a). Alla linea d’asse di una trave si richiedera

X ex (0]
ey
Y
\ 4

(b) Riferimento locale sulla
sezione retta

(a) Riferimento locale lungo I'asse della trave

Figura 1.6: Riferimento locale

di essere una curva sufficientemente regolare, nel senso che risulti definita
in ogni suo punto la retta tangente e quindi il piano ortogonale alla curva
stessa e definente la sezione retta. Se tale condizione di regolarita ¢ soddi-
sfatta, sara possibile scegliere localmente, in corrispondenza di ogni punto
O della linea d’asse, un sistema di assi cartesiani ortogonali locale Oxyz
avente la direzione z ortogonale alla sezione retta, quindi tangente alla li-
nea d’asse in O, e con gli assi x e y ortogonali tra loro e posti sulla stessa
sezione retta (fig. 1.6b). Tale sistema locale di assi cosi come 1’associata
base ortonormale ey, e,, e, dipenderanno in generale dal punto e quindi
dalla coordinata curvilinea s, salvo che la linea d’asse non sia rettilinea. Nel

caso di una trave ad asse curvo, gli assi x e y posti nel piano della sezione
si possono fare corrispondere rispettivamente con la binormale e con la
normale principale alla curva.

1.2 Cinematica delle travi

Con riferimento alla fig. 1.7 la cinematica di una trave sara descritta sce-

Figura 1.7: Spostamenti

gliendo innanzitutto una configurazione di riferimento, individuata dalla
sua linea d’asse e dalle associate sezioni rette Ag. Nel caso piu generale
possibile, la configurazione deformata della trave sara quindi caratteriz-
zata da una linea d’asse £ e dalle associate sezioni rette A deformate. La
linea d’asse e le sezioni rette deformate possono essere, per esempio, indi-
viduate dagli spostamenti dei punti posti sulla linea d’asse e sulle sezioni
rette nella configurazione di riferimento. Nello spirito di un modello mo-
nodimensionale, che vuole essere una semplificazione rispetto al modello
tridimensionale, tutte le funzioni che intervengono dovranno pero essere
definite solo sui punti della linea d’asse di riferimento. Ne consegue che
i campi di spostamento definiti nei punti delle sezioni rette indeformate
devono essere fatti dipendere approssimativamente da un certo numero di
funzioni definite sulla linea d’asse indeformata. Tale dipendenza equivale
ad un vincolamento dei campi di spostamento delle sezioni rette.
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Per quel che riguarda la linea d’asse deformata, questa puo essere indi-
viduata in generale dallo spostamento u dei suoi punti. Indicando con O il
generico punto della linea d’asse indeformata £, resta cosi individuata la
seguente funzione a valori vettoriali:

u: 4HL—-7V, 0~ u(0). (1.3)

Se sulla linea d’asse indeformata viene scelta una coordinata curvilinea s,
la funzione (1.3) diventa:

u: [so,sp] =7V, s~uls), (1.4)

dove 5o e sy sono le coordinate dei punti di prima e, rispettivamente,
seconda estremita sulla linea d’asse indeformata.

La descrizione della cinematica delle sezioni rette per il tramite di fun-
zioni definite sulla linea d’asse implica invece una scelta del modello
cinematico di trave che si vuole utilizzare.

1.2.1 Modello cinematico di sezione indeformata

11 piu semplice, e quindi pitt comune, modello cinematico utilizzato in
ambito tecnico per la modellizzazione della trave deformabile ¢ quello di
richiedere che le sezioni rette restino indeformate. Ne consegue che la
generica sezione deformata puo essere individuata da una trasformazione
rigida che porta la sua configurazione indeformata in quella deformata.
Per evitare equivoci si sottolinea ancora una volta che la trasformazione
rigida ha unicamente lo scopo di individuare, rispetto alla configurazione
di riferimento, la configurazione deformata ad un dato istante e quindi
non si tratta di un moto rigido che porta la configurazione di riferimento
in quella deformata.

Conseguentemente a tale scelta, il campo degli spostamenti e le associate
deformazioni della trave, quale solido tridimensionale, dipendono esclusi-
vamente dalle trasformazioni rigide delle sezioni rette. Le funzioni da cui
dipendono i campi di spostamento delle singole sezioni rette sono quindi
i parametri delle trasformazioni rigide delle sezioni stesse che, a differen-
za del caso di una trave rigida, variano in generale lungo la linea d’asse,
potendo quindi produrre una deformazione della trave.

La richiesta di sezione retta indeformata equivale alle due seguenti
ipotesi:

1. Le sezioni rette si conservano piane;
2. Le sezioni rette si conservano indeformate nel proprio piano;

ed é in questa forma che spesso viene citata tale ipotesi cinematica.

Posto il problema in questi termini, ne consegue immediatamente che
le sezioni rette dopo la deformazione non sono in generale “sezioni rette”
della configurazione deformata, salvo il caso particolare in cui si richieda
che si conservino piane e ortogonali alla linea d’asse deformata, richiesta
che ¢ alla base del modello di trave inflessa o di Eulero-Bernoulli.> 11 ca-
so generale in cui le sezioni rette non restano ortogonali alla linea d’asse
deformata non crea nessuna particolare difficolta se si assume I'ipotesi di
piccoli spostamenti e piccole deformazioni, poiché in tal caso la configu-
razione deformata ¢ approssimata da quella indeformata. Nel caso in cui
gli spostamenti siano grandi la trave deformata é ancora un solido mono-
dimensionale e come tale descrivibile geometricamente da una linea d’asse
e da delle associate sezioni rette, che pero in generale non corrisponde-
ranno, tramite la deformazione, alle sezioni rette della configurazione di
riferimento.

R

Teoria di Vlasov. Vi sono casi in cui l'ipotesi cinematica di indeformabilita delle
sezioni rette € troppo restrittiva e necessita quindi di essere allentata. Tra questi
per esempio il problema della torsione di travi di sezione sottile aperta. In tal ca-
so, agli spostamenti dovuti al moto rigido della sezione retta viene sommato un
campo di spostamenti ortogonale alla sezione stessa che la ingobbano, pur conser-
vandola indeformata nel proprio piano. Il campo di spostamenti ortogonale alla
sezione viene ottenuto moltiplicando una funzione definita sulla linea d’asse, co-
stituente una delle incognite del problema, con una funzione definita sulla sezione
retta, detta funzione di ingobbamento® e dipendente solo dalla forma geometrica
della sezione.
o O ©

1.2.2 Variabili cinematiche

La trasformazione rigida di una generica sezione retta puo essere de-
scritta dalla composizione di una traslazione e di una rotazione. In parti-
colare, la traslazione puo essere scelta di entita pari allo spostamento del

> Bernoulli-Euler theory of bending nella letteratura inglese.
SWarping function nella letteratura inglese.
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punto della sezione posto sulla linea d’asse con la conseguenza che I'asse
di rotazione contiene tale punto. Si noti che la scelta del punto sulla linea
d’asse quale polo della descrizione cinematica non é obbligata, per cui sara
sempre possibile modificare tale scelta nel momento in cui se ne presen-
tera la necessita. E indifferente I'ordine in cui si effettuano la traslazione
e la rotazione, per cui, con riferimento alla fig. 1.8, pud prima effettuarsi

Figura 1.8: Descrizione cinematica di una trave

la traslazione che porta O su o e indi la rotazione con asse passante per il
punto o della configurazione deformata, oppure prima la rotazione con as-
se passante per il punto O della configurazione indeformata e indi traslare
la sezione cosi ruotata.

Il campo delle traslazioni delle sezioni rette coincide allora con il cam-
po (1.3) degli spostamenti u dei punti della linea d’asse indeformata £
(fig. 1.7 p. 14). Nell’ambito dell'ipotesi di piccoli spostamenti, e quindi di
piccole rotazioni, le rotazioni sono poi descritte da un vettore rotazione .
Ancora con riferimento alla fig. 1.8, lo spostamento ux del generico punto
X della sezione retta dovuto alla rototraslazione di polo il punto O vale
approssimativamente:

ux~u+@x(X-0). (1.5)

1.2.3 Componenti locali degli spostamenti e delle rotazioni

Lo spostamento u di un punto O della linea d’asse indeformata puo de-
comporsi rispetto alla base locale ey, ey, e, individuata dal sistema Oxyz
associato allo stesso punto. Ne risulta una componente scalare di sposta-
mento w nella direzione della linea d’asse (e quindi ortogonale alla sezione
retta indeformata) e una componente vettoriale di spostamento v sulla se-
zione retta indeformata (fig. 1.9a), che a sua volta pud scomporsi secondo

1

(a) (b)

Figura 1.9: Decomposizione locale di spostamenti e rotazioni

i due assi x e y di riferimento prescelti sulla sezione stessa:
Uu=v+we;=1uex+ve,+we;. (1.6)

Analogamente puo essere decomposta la rotazione @ della sezione retta
(fig. 1.9b):

Q=@+ %e; = prex + Pye, + Je;. (1.7)

La componente 3 rappresenta una rotazione della sezione nel proprio pia-

no e viene detta rotazione torsionale.” La componente vettoriale @r, cosi

7 Torsional rotation nella letteratura inglese.
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come le sue due componenti scalari @x e @, rappresentano invece del-
le rotazioni della sezione attorno ad assi che le appartengono e vengono
dette rotazioni flessionali.8

E bene ribadire che la base utilizzata per decomporre i vettori sposta-
mento e rotazione ¢ locale, cioe varia in generale da sezione a sezione. Si
ricorda che I'unica eccezione possibile si presenta nel caso di asse indefor-
mato della trave rettilineo, circostanza che di per sé rende invariante lungo
la linea d’asse la sua tangente, e quindi il versore normale e, alla sezione
retta, e che inoltre permette di assumere gli assi x e y nelle diverse sezioni
in modo tale da assicurare anche I'invarianza dei versori ey e e,,.

1.3 Dinamica delle travi

Come gia per il campo degli spostamenti anche le quantita dinamiche,
ovverossia il sistema delle forze esterne ed interne e la quantita di moto,
dovranno essere ridotte alla linea d’asse. In sintonia con la scelta di de-
scrivere la cinematica per il tramite di un moto rigido delle sezioni rette, le
quantita dinamiche che competono ad un tronco di trave infinitesimo sa-
ranno descritte dalla loro risultante e del loro momento risultante rispetto
al polo della descrizione cinematica.® Come gia detto, la scelta del punto
sulla linea d’asse quale polo della descrizione cinematica, e quindi della
descrizione dinamica, non é obbligata e potra essere modificata quando
necessario.

A differenza del campo degli spostamenti, riferito alla linea d’asse inde-
formata, le quantita dinamiche dovrebbero essere riferite alla linea d’asse
deformata, dato che le equazioni di bilancio in cui intervengono sono vali-
de in tale configurazione. Tuttavia nel caso si sviluppi una teoria del primo
ordine, come sara fatto nel seguito, la configurazione deformata coincide
approssimativamente con la configurazione indeformata per cui anche le
quantita dinamiche costituiranno dei campi definiti lungo la linea d’asse
indeformata (anche se solo approssimativamente).

8 Bending rotation nella letteratura inglese.

9Se ci si servisse di una cinematica piul ricca, come nel caso della teoria di Vlasov ci-
tata p. 15, occorrerebbe arricchire in modo opportuno anche la descrizione delle quantita
dinamiche.

1.3.1 Forze esterne

Come detto in precedenza, tali forze vanno calcolate quali risultanti e
momenti risultanti rispetto ai punti della linea d’asse delle forze esterne
applicate al solido trave, e cioé delle forze che agiscono sulla superficie
esterna, delle forze di volume oltre ad eventuali forze concentrate oppure
distribuite su superfici interne, su linee interne e su linee esterne. Vengono
in tal modo generati i seguenti tipi di forze (fig. 1.10):

&

Figura 1.10: Forze esterne applicate alla linea d’asse di una trave

e forze distribuite f sulla linea d’asse;
e coppie distribuite m sulla linea d’asse;

o forze concentrate F,, F, e JF; agenti rispettivamente nei punti di
estremita, 0 iniziale e £ finale, e in punti interni i della linea d’asse;

e coppie concentrate My, M, e M; agenti rispettivamente nei punti di
estremita, O iniziale e £ finale, e in punti interni i della linea d’asse.

Le forze e le coppie distribuite per unita di linea sono generate dalle for-
ze distribuite nel volume della trave, dalle forze distribuite sulla superficie
laterale della trave e infine dalle forze distribuite su superfici interne e su



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Capitolo 1 « Fondamenti di meccanica delle travi 18

linee, esterne o interne, della trave che abbiano un andamento longitudina-
le, ovverosia che siano al piu tagliate, rispettivamente, in una o piu linee e
in uno o piu punti da una generica sezione retta.

Le forze e le coppie concentrate in un punto della linea d’asse, compresi
i due punti di estremita, sono invece generate da forze distribuite lungo
la corrispondente sezione retta, da forze distribuite su linee che apparten-
gono alla stessa sezione retta e infine dalle forze concentrate in un punto
della stessa sezione retta.

Relazioni tra le forze e le coppie distribuite sulla linea d’asse e le forze
distribuite nel volume e sulla superficie laterale della trave. Con riferi-
mento alla fig. 1.11, si ricavano nel seguito le relazioni tra le forze esterne

Figura 1.11: Forze applicate al solido trave

di superficie p e di volume f; agenti sul corpo solido monodimensionale
e le forze f e coppie m distribuite lungo la linea d’asse. La forza globale
F(V) e il momento globale M (V) valutato rispetto ad un dato polo £, forza
e momento che competono ad un tronco di trave As, valgono:

pds + L‘fvdA) ds.  (1.8a)

M) = J

Ly

“Judrell,pase ] ras)

+J (P—O)xpd5+J (P—O)><fvdA}ds, (1.8b)
3A A

(P—Q)xpds+Jv(P—D)><fvdA

dove Ly é la superficie laterale del tronco di trave, ovverossia la parte della
sua superficie di contorno che appartiene alla superficie laterale della trave,
r é il vettore posizione del punto O sulla linea d’asse rispetto al polo £ per
il calcolo dei momenti e avendo utilizzato la riduzione (1.1) dell'integrale
di volume e I'analoga riduzione dell'integrale sulla superficie laterale Ly.
Ne risultano quindi le relazioni:

f- LA pds + JAdeA, (1.92)

m=J (P—O)xpds+J(P—O)><ﬁ,dA. (1.9b)
0A A

Si noti che gli integrali sono estesi alla generica sezione retta A oppure al
suo contorno 0A e P—O é il vettore posizione del generico punto P, interno
alla sezione oppure posto sul suo contorno, rispetto al punto O della linea
d’asse. Si noti inoltre che la forza f e il momento m distribuiti per unita di
linea permettono poi di recuperare la forza F (V) e il momento M(V) globali
nella forma:

F(V) = Lsfds, M) = LS (rxf+m)ds. (1.10)

1.3.2 Caratteristiche della sollecitazione

Le caratteristiche della sollecitazione'® rappresentano la risultante F e il
momento risultante M delle forze interne, cioé delle tensioni , che agi-
scono in corrispondenza delle sezioni della trave, con il momento valutato
rispetto al punto O della linea d’asse. Con riferimento alla fig. 1.12 si ha
quindi:

F=LtdA, M=L(P—O)><tdA. (1.11)

Poiché una sezione retta divide il solido trave in due parti, occorre distin-

10Nella letteratura inglese normalmente non si usano termini specifici per tale concetto,
ma piuttosto termini descrittivi tipo resultant contact force and resultant contact couple.
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[&]P

Figura 1.12: Tensioni agenti su una sezione retta

guere tra le due azioni che tali parti si trasmettono reciprocamente e che
per il principio di azione e reazione sono uguali ed opposti. Come gia per
le tensioni interne si ottiene tale distinzione orientando la sezione retta
per il tramite del suo versore normale e, sottintendendo che la forza F e
la coppia M che le competono sono quelle che agiscono sulla parte di trave
di normale e, uscente (fig. 1.13). Ne consegue che sulla parte di trave di

Figura 1.13: Caratteristiche della sollecitazione

normale e, entrante agiscono la forza —F e la coppia —M opposte delle
precedenti.

L’orientazione della linea d’asse orienta le sezioni rette e permette quin-
di di definire senza ambiguita le caratteristiche della sollecitazione come
quelle azioni che agiscono sulla faccia avente la normale uscente, quando
questa sia stata orientata dalla orientazione dell’asse.

1.3.3 Componenti locali delle forze e delle caratteristiche
della sollecitazione

Le forze e le caratteristiche della sollecitazione, come gia gli spostamenti
e le rotazioni delle sezioni rette (par. 1.2.3), possono decomporsi localmen-
te. Se si approssima la configurazione deformata con quella indeformata,
anche in tal caso una componente ha la direzione della linea d’asse indefor-
mata (ortogonale alla sezione retta indeformata) mentre I’altra giace sulla
sezione retta indeformata.

Per quel che riguarda le forze esterne, si useranno le lettere p e g per in-
dicare le componenti tangenti e rispettivamente ortogonali alla linea d’asse,
minuscole oppure maiuscole se forze distribuite oppure rispettivamente
concentrate, per cui risultera:

S =a+pe;=aqxex +qyey, + pe;, (1.12)

Non si useranno invece particolari convenzioni per quel che riguarda le
coppie esterne, distribuite e concentrate:

m = Myex + Mye, +Mm;e;, (1.14)

.M = Mxex + jvlyey + jvlzez. (1.15)

Per quel che riguarda le caratteristiche della sollecitazione, la compo-
nente normale N della forza risultante F & detta forza normale,'! mentre
la sua componente T nel piano della sezione é detta forza tagliante, forza
di taglio o, piu semplicemente, taglio'? (fig. 1.14a):

La componente normale M; del momento risultante M, equivalente ad una

I Normal force oppure axial force nella letteratura inglese.
12 Shearing force, shear force oppure shear nella letteratura inglese.
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Figura 1.14: Decomposizione locale delle caratteristiche della sollecitazione

coppia agente nel piano della sezione, ¢ invece detta momento torcente!'3
e infine la sua componente Mr nel piano della sezione, equivalente ad una
coppia agente in un piano ortogonale alla sezione retta, ¢ detta momento
flettente (fig. 1.14b):!4

M = Mt + Mie; = Myex + My e, + Me;. (1.17)

1.3.4 Relazione tra le componenti delle caratteristiche della
sollecitazione e le componenti di tensione

Come visto, le caratteristiche della sollecitazione sono la risultante e il
momento risultante delle tensioni interne t che agiscono su una sezio-
ne retta. Nel sistema Oxyz locale le componenti di tensione risultano
(fig. 1.15):

t=1T,+0z€;=Txzex + Tyz€y + 0;€;, (1.18)

dove o0, é la componente normale di tensione e T, quella tangenziale.
Dalle (1.11) si ottiene allora:

F = (L Txz dA) ey + (L Tyz dA) ey + (L (o dA) e, (1.19)

ex ey ez
M= J det| x y 0 |dA=
A Txz Tyz Oz

13 Twisting moment, torsional moment oppure torque nella letteratura inglese.
14 Bending moment oppure flexural moment nella letteratura inglese.

Figura 1.15: Componenti di tensione sulla sezione retta

(L oy dA) ex — (JA 02X dA) ey + (JA(Tny = Txz)) dA) e;, (1.20)

avendo tenuto conto che P -0 = xex + ye,, dove x e ¥ sono le coordinate
del generico punto P della sezione retta. Ne conseguono immediatamente
le componenti locali delle caratteristiche della sollecitazione, componenti
che si possono dividere in due gruppi, di cui il primo dipendente dalla
tensione normale:

N = J ozdA, M, = J oy dA, M, = —J ozx dA, (1.21)
A A A
e l'altro da quella tangenziale:

M = J (TyzX = Txzy)dA, Ty = J TxzdA, T, = J TyzdA. (1.22)
A A A

1.3.5 Massa, quantita di moto e momento della quantita di
moto

La velocita vp del generico punto P della sezione retta viene dedotta
derivando materialmente lo spostamento up dello stesso punto espresso,
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tramite la (1.5), in funzione dei campi di spostamento u e rotazione @ sulla
linea d’asse:
vp=u+@x [P -0), (1.23)

dove O é il punto sulla linea d’asse. Utilizzando la (1.2), la quantita di moto
per unita di linea varra allora:

J pvUpdA =pu+ @ xS, (1.24)
A
dove py ¢ la massa per unita di volume, p ¢ la massa per unita di linea:

p =J pydA, (1.25)
A

e S e il vettore dei momenti statici della distribuzione di massa py sulla
sezione retta A, valutato rispetto al punto O sulla linea d’asse:

S= J pv(P — O)dA. (1.26)
A

Si noti che la massa p per unita di linea e il vettore S dei momenti statici
rappresentano due campi definiti sulla linea d’asse della trave, di cui il
primo scalare e il secondo vettoriale. La quantita di moto P(As) associata
ad un tratto finito As di trave varra quindi:

P(As) =J

N (ptt+ @ x §)ds. (1.27)

Per quel che riguarda poi il momento della quantita di moto per unita di
linea, si ottiene in modo analogo:

J plr+(P-0) xvpdA=rx (pit+ P xS)+Sxu+ )P, (1.28)
A

dove r é il vettore posizione del punto O posto sulla linea d’asse rispetto al
punto di calcolo del momento della quantita di moto, J € il tensore di inerzia
della distribuzione di massa py sulla sezione retta A, valutato rispetto al
punto O sulla linea d’asse:

J=J pv{(P—O)-(P—O)l—(P—O)®(P—O)}dA, (1.29)
A

mentre py, p € S sono ancora la massa per unita di volume, la massa per
unita di linea e il vettore dei momenti statici rispettivamente. Si noti che

il tensore di inerzia J rappresenta un campo tensoriale definito sulla linea
d’asse della trave. Il momento della quantita di moto L(As) associata ad
un tratto finito As di trave varra quindi:

L(As) = L {r X (pi; + @ X S) +S5x it+_l<i)}ds. (1.30)

Se i punti della linea d’asse coincidono con i centri di massa o baricentril>
G delle distribuzioni di massa py sulle sezione rette A, definiti dalle:

va(P—G)dAz 0, (1.31)

nelle (1.27) e (1.30) i vettori dei momenti statici si annullano e si ottiene
quindi:

P(As) = L puds, (1.32a)

L(As) = LS (prxi+Jd)ds. (1.32b)

1.3.6 Vincoli e reazioni vincolari

Nello spirito della teoria delle travi, descritte da una cinematica che lascia
indeformate le sezioni rette, in luogo delle limitazioni cinematiche impo-
ste ai singoli punti si devono considerare quelle imposte complessivamen-
te alle sezioni rette. Ne consegue che un vincolo di una trave riguardera
un’intera sezione retta e come tale limitera I'incremento della trasforma-
zione rigida (eventualmente media) di tale sezione. A un tale vincolo cor-
rispondono quindi delle reazioni vincolari che riguardano l'intera sezione
vincolata e che ridotte alla linea d’asse generano una reazione risultante e
una reazione momento risultante. L'incremento della trasformazione rigida
della sezione retta vincolata puo essere descritto in termini di incremento
dello spostamento del punto posto sulla linea d’asse e di incremento di
rotazione attorno ad un asse passante per lo stesso punto. Se questo é il
caso, la reazione risultante puo avere quale retta d’azione una qualunque
delle rette passanti dal punto posto sulla linea d’asse e che sia ortogona-
le agli incrementi di traslazione ammissibili, mentre la reazione momen-
to risultante puo avere quale direzione dell’asse momento una qualunque
direzione ortogonale agli assi degli incrementi di rotazione possibili.

I5Nella letteratura inglese baricentro si rende con centroid.
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1.4 Equazioni di equilibrio

Ci si limita nel seguito a considerare le sole equazioni di equilibrio del-
le forze, equivalenti alle equazioni di bilancio se non si hanno variazioni
della quantita di moto e del momento della quantita di moto. Si noti che
affinché una trave sia equilibrata, le equazioni di equilibrio devono esse-
re soddisfatte per ogni tronco di trave. Si determineranno innanzitutto le
equazioni indefinite di equilibrio,' ottenute localizzando in un punto non
soggetto a forze e coppie concentrate I’equilibrio di un qualunque tronco di
trave contenente il punto in questione. Si determineranno poi le equazioni
di discontinuita, valide nei punti di applicazione di forze e coppie concen-
trate. Si scriveranno infine le condizioni statiche al contorno in corrispon-
denza delle due basi di estremita, equivalenti a imporre delle equazioni di
equilibrio al contorno.

1.4.1 Equazioni indefinite di equilibrio

Detta s una coordinata curvilinea lunghezza d’arco, sia O(s) un pun-
to della linea d’asse dove non sono applicate forze e coppie concentrate.
Siano poi s; e sy le coordinate di due sezioni tali che l'intervallo [sy,s2]
contenga il punto O e non contenga punti soggetti a forze e coppie con-
centrate. Con riferimento la fig. 1.16, ’equilibrio delle forze e dei momenti

Figura 1.16: Equilibrio indefinito

delle forze agenti sul tronco di trave individuato dall’intervallo [s1, s>] si

161 ocal equilibrium equation oppure local force balance nella letteratura inglese.

SCrivono:

fzfds L F(s2) —F(s1) = 0, (1.33a)
1

L] (m+rxf)ds+ (1.33b)

M(s2) = M(s1) +7(s2) X F(s2) —r(s1) X F(s1) =0,

dove 7 ¢ il vettore posizione di un generico punto rispetto al polo dei
momenti. Si tenga ora conto che per il teorema fondamentale del calcolo
integrale risulta:

S2
F(sp) —F(s1) = J i—fds, (1.34a)
M(s2) — M(s1) =L i—fds, (1.34b)

52

r(sx) X F(sy) —r(sy) X F(s1) = L %(VXF) ds =

2 (dr dF 52 dF
L1 <dS><F+r><dS)d5—L1 (erF+r><dS>ds,

avendo tenuto conto che se s € una coordinata lunghezza d’arco allora
% = e,. Utililizzando le (1.34) nelle (1.33) e tenuto conto che affinché
queste siano valide per ogni intervallo [s;, s2] contenente il punto O allora
le funzioni integrande devono essere nulle nel dato punto, si ottengono

infine le seguenti equazioni indefinite di equilibrio:
dF

(1.34¢)

E +f = 0, (1353)
d—1‘/I+m+ez><F:0. (1.35b)
ds

Allo scopo di mettere in componenti le due equazioni vettoriali (1.35) nel
caso piu generale possibile di linea d’asse sghemba, si supponga che gli assi
x e y coincidano rispettivamente con la binormale e la normale principale
della linea d’asse e si indichino con ¢ e T rispettivamente la curvatura e
la torsione della linea d’asse. Tenuto conto del modo di variare della base

locale:

dey de, de.
— =Te —= =ce,—Te
ds > ds ‘ * ds

= —cey, (1.36)
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e d;lle definizioni delle componenti delle caratteristiche della sollecitazio- ddl\;ft +cMy +m, = 0. (1.41f)
ne:

F =Txex +Tye, + Ne;, M = Myex + M, e, + Me_, (1.37)
si ha:
dF dT. dT dN
& - (ds" - TTy) ex + (dsy —¢cN + TTx) ey + (ds + CTy) ez
(1.38a)
dM dM
T ( dsx - —rMy> ey + (y — cM; + TMX) ey + (t + cMy> e..
(1.38b)

Inoltre risulta:
ez X F = ez X (Txex + Tyey + Nez) = Txey - Tyex. (1.39)

Inserendo nelle (1.35) le (1.38) e (1.39) insieme con le definizioni delle
componenti delle forze esterne:!8

f = quX + dey + p, m = mxex + myey + mzez, (1.40)

si ottengono infine le sei equazioni scalari indefinite di equilibrio seguenti:

dN

ds +cTy +p =0, (1.41a)
dT.

dsx — 1Ty +dx = 0, (1.41b)
dr.

—= —cN+TTx +qy =0, (1.41¢)
ds

dﬁ" —TMy — Ty + My =0, (1.41d)
dM,,

W —CMt+TMX+TX +my :0, (1416)

17Cfr. 1a (1.16) p. 19 e la (1.17) p. 20.
18Cfr, la (1.12) p. 19 ela (1.14) p. 19.

L’analisi precedente ¢ senz’altro valida se gli spostamenti e le deforma-
zioni sono piccoli, poiché in tal caso I'equilibrio viene scritto nella confi-
gurazione indeformata. Nel caso gli spostamenti siano grandi, 1’equilibrio
deve essere invece scritto nella configurazione deformata e affinché I’ana-
lisi precedente sia valida anche in tal caso occorre che la configurazione
deformata sia descritta, come quella indeformata, da una linea d’asse e da
delle sezioni rette associate ad ogni punto della stessa linea. Tali sezioni
rette della configurazione deformata non corrisponderanno pero alle se-
zioni rette della configurazione indeformata poiché queste in generale non
saranno ortogonali alla linea d’asse deformata, salvo che non si assuma
l'ipotesi di trave inflessa.l?

1.4.2 Equazioni di discontinuita

Si consideri ora un punto O; della linea d’asse soggetto ad una forza F;
e ad una coppia M; concentrate e si isoli un tronco elementare ds di tra-
ve contenente il dato punto (fig. 1.17). Facendo tendere ds al punto O;,

Figura 1.17: Punto di discontinuita

le caratteristiche della sollecitazione applicate nelle sezioni precedente e
seguente il punto tendono al loro limite sinistro F(s; ) e M(s; ) e rispetti-
vamente destro F (si+ )eM (si+ ). Tenendo conto che le forze distribuite sono
infinitesime dello stesso ordine di ds, I’equilibrio delle forze che agiscono

19¢Cfr. il par. 1.2.1, p. 15.
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sul dato tronco al limite per ds — O; diventa:
F(s})—F(s;)+ F;=0. (1.42)

Sotto l'ipotesi che valga la (1.42) e tenendo conto che i momenti distribuiti
sono infinitesimi dello stesso ordine di ds, I’equilibrio dei momenti delle
forze che agiscono sul dato tronco al limite per ds — O; diventa:

M(s) — M(s]) + M; = 0. (1.43)

Scomponendo la forza e la coppia concentrata nelle loro componenti Q;
e Mt normali alla linea d’asse e P; e M! nella direzione della linea d’asse:

Fi=Qi+Pe.,, M =M+ Me,, (1.44)

le (1.42) e (1.43) diventano:
T(s{)=T(s;)+Qi=0 Mi(s{) = Mi(s) + M = 0 1.45)
N(sf)=N(s;)+P;=0 ' M(s}) = M(s;)+Mi=0 *

avendo al solito indicato con T il taglio, con N la forza normale, con My il
momento flettente e infine con M; il momento torcente.

1.4.3 Condizioni statiche al contorno

Le caratteristiche della sollecitazione corrispondenti alle due sezioni di
estremita della trave devono uguagliare le forze effettivamente applicate a
tali estremita. Sulla sezione di prima estremita, di normale positiva entran-
te, agiscono le caratteristiche della sollecitazione cambiate di segno mentre
su quella di seconda estremita, di normale positiva uscente, agiscono le ca-
ratteristiche della sollecitazione con il loro segno. Ne consegue che deve
aversi:

(1.46)

F(so) = —Fo F(sp) =Fy
M(sg) = -My M(sp) = My

dove F, e Fp sono le forze e My e M, i momenti agenti rispettivamente
nelle sezioni di prima e seconda estremita.

Le relazioni (1.46) sono a volte citate quali equazioni di equilibrio al con-
torno, esprimendo I'’equilibrio di due intorni elementari delle due sezioni di
estremita. Se per esempio ds € la misura dell’intorno della sezione di prima

estremita su tale intorno agiscono, a meno di termini dell’ordine di ds, le
forze esterne F e le coppie esterne M, corrispondenti alla sezione di pri-
ma estremita sy e le caratteristiche della sollecitazione, con il loro segno,
corrispondenti alla sezione sy + ds. L’equilibrio delle forze e dei momenti
del dato intorno al limite per ds — O fornisce la prima delle (1.46).

1.5 Polo di calcolo del momento

Si ricorda che le caratteristiche della sollecitazione sono per definizione
la risultante F e il momento risultante M, valutato rispetto al punto O in-
tersezione tra linea d’asse e sezione retta, delle tensioni agenti sulla faccia
della sezione retta di normale uscente positiva.2® Nella decomposizione
locale individuata dalla normale alla sezione retta (coincidente con la tan-
gente alla linea d’asse) vengono generate da una parte la forza normale N
e il Momento flettente Ms, risultante e momento risultante della tensione
normale,?! e dall’altra parte il taglio T e il momento torcente M, risultante
e momento risultante della tensione tangenziale.? Si noti che le tensioni
normali sono un sistema di forze parallele e quindi equivalenti, se N # 0,
ad un’unica forza perpendicolare alla sezione retta. Analogamente, le ten-
sioni tangenziali sono un sistema di forze piane e quindi equivalenti, se
T # 0, ad un’unica forza giacente sulla sezione retta.

Il momento risultante M e le sue componenti Mf e M; dipendono dalla
scelta del punto O, mentre la risultante F e le sue componenti N e T ne
sono indipendenti.

1.5.1 Cambiamento del polo di calcolo del momento

Detto P un punto posto sul piano della sezione distinto dal punto O
posto sulla linea d’asse risulta:

Mp =M+ (O —-P)XF, (1.47)
oppure:

MP = M; + (O - P) x (Ney), (1.48a)

20Cfr. par. 1.3.2 p. 18.
21Cfr. 1a (1.21), p. 20.
22Cfr. 1a (1.22), p. 20.
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Mle, = Me,+ (0 -P)xT, (1.48Db) allora:
dove si sono indicati con il simbolo P i momenti valutati rispetto al generico Ml? =M;+ (0 -9) x (Ney), (1.50a)
polo (fig. 1.18). Scelto un sistema di riferimento Oxy sulla sezione retta &
Mfe,=Me,+(0-%)XT, (1.50b)

Figura 1.18: Cambiamento del polo statico

della trave si ottengono le componenti delle (1.48) nella forma:

ME = My — Nyp, (1.49a)
MY = M, + Nxp, (1.49Db)
MFP = M- Tyxp + T yp. (1.490)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel dato sistema Oxy.

Si noti che, allo stato attuale, la scelta della linea d’asse ¢, almeno fino a
un certo punto, arbitraria e che quindi non esiste nessun motivo particolare
per la scelta del punto O quale polo per il calcolo dei momenti. Si noti
anche che i sistemi delle tensioni normali e delle tensioni tangenziali che
si generano dalla scomposizione delle tensioni agenti sulla sezione retta
sono indipendenti I'uno dall’altro e non esiste nessun motivo particolare
per la scelta di un unico punto quale polo per il calcolo dei momenti dei
due sistemi di forze, se non quello della semplicita. Nel caso piu generale
possibile i due poli, ¢ per il calcolo del momento flettente e ¢ per il calcolo
del momento torcente, saranno distinti tra loro ed entrambi distinti dal
punto O posto sulla linea d’asse. Se questo e il caso, dalle (1.48) risulta

dove MY ¢ il momento flettente valutato rispetto al polo ¥ e MY il
momento torcente valutato rispetto al polo %.

1.5.2 Vettore algebrico di sollecitazione

Essendo 6 il numero delle componenti scalari delle caratteristiche di sol-
lecitazione, risulta possibile definire un vettore (algebrico) di sollecitazione
S di dimensione 6 contenente tali componenti scalari. Le (1.49) definisco-
no due gruppi di tre componenti di sollecitazione ciascuno, (N, My, M,) e
(M, Tx, Ty ), tali che le componenti di sollecitazione di ogni gruppo siano
legate tra loro e indipendenti da quelle dell’altro gruppo. Per tale motivo si
definiranno due sottovetori algebrici di S di dimensione 3, St e S; rispetti-
vamente, e si ordineranno di conseguenza le componenti di deformazione
nel vettore algebrico complessivo S:

N
M
M" N M;
S= My, Sg=1Myp, Si=1Txt{. (1.51)
' My Ty
Ty
LTy )

Nel caso piu generale possibile My e M, saranno valutati rispetto ad un
polo ¢ e M rispetto ad un polo % distinti tra loro e dal punto O sulla linea
d’asse. I poli utilizzati distinti da O saranno espressamente indicati tutte
le volte che sara necessario. In tal caso i momenti flettenti valutati rispetto
al polo ¢ saranno indicati con Mff e A{/Ij , il momento torcente valutato

rispetto al polo ¥ sara indicato con M;* e i due sottovettori algebrici di
sollecitazione con S¥ e S

N M
Sy =1MZL,  SE=1T:t. (1.52)
MY Ty
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1.6 Deformazioni nelle travi

1.6.1 Trasformazione rigida relativa per unita di linea

Si consideri, nella configurazione di riferimento £ di una generica trave,
una sezione retta fissa A(s) e una seconda sezione retta variabile A(s +As),
individuata dall'incremento As della coordinata curvilinea s che individua
la sezione fissa. La posizione A*(s) della sezione fissa nella configurazio-
ne deformata £* sara individuata dallo spostamento u(s) e dalla rotazione
@ (s) mentre quella della seconda sezione dallo spostamento u(s + As) e
dalla rotazione @ (s + As). Se alla configurazione deformata della trave si
applica la trasformazione inversa di quella che mappa A(s) in A*(s), quin-
di di polo O(s), di traslazione —u(s) e di rotazione —@(s), la sezione A* (s)
si ritrova nella posizione di partenza A(s) mentre la sezione A*(s + As)
viene a trovarsi in una posizione A’(s + As) distinta in generale da quella
iniziale A(s + As), salvo il caso in cui la trave subisca una trasformazione
rigida complessiva e quindi non si abbiano deformazioni.

A(s + As) A'(s + As)

» Py

Qs+ As)

A*(s + As)

La trasformazione rigida che mappa A(s + As) in A’ (s + As) e detta tra-

sformazione rigida relativa e si presta a descrivere la deformazione associa-
ta alla parte As di linea d’asse compresa tra le due sezioni rette. I parame-
tri u; (As) e @ (As) della trasformazione rigida relativa, di polo O (s + As),
sono detti rispettivamente spostamento relativo e rotazione relativa.

Rapportando i parametri della trasformazione rigida relativa alla lun-
ghezza As della parte di linea si ottengono lo spostamento relativo per
unita di linea d(As) e la rotazione relativa per unita di linea k(As), detta
anche curvatura (di deformazione):

ur(As) k(As) = Pr(B9)

d(hs) = As '’ As

(1.53)
I rapporti (1.53), dipendenti dalla parte di linea As, definiscono una defor-
mazione media nell'intorno della sezione A(s). Lo spostamento relativo
per unita di linea e la curvatura in corrispondenza della sezione retta A(s),
ancora indicati con i simboli d e k rispettivamente, saranno allora definiti
dal limite per As — 0 di tali rapporti:

d(s) = lim 29 k() = 1im @AY

1.54
As—0 AS As—0 AS ( )

Si vogliono ora determinare le equazioni di congruenza, ovverossia le
relazioni che determinano la trasformazione rigida relativa per unita di
linea in funzione dei campi degli spostamenti u e delle rotazioni gp. Come
specificato, la trasformazione rigida relativa si ottiene dalla differenza tra
la trasformazione rigida della sezione variabile A(s + As) e quella della
sezione fissa A(s). Poiché la trasformazione rigida della sezione variabile
ha quale polo il punto O (s + As) della linea d’asse appartenente alla stessa
sezione variabile, mentre il polo della trasformazione rigida della sezione
fissa coincide con il punto O(s) della linea d’asse appartenente alla stessa
sezione fissa, si ottengono i seguenti parametri della trasformazione rigida
relativa, di polo O(s + As):

U (As) =u(s + As) —u(s) — @(s) x (O(s + AS) — O(s)), (1.55a)
P (As) = (s +As) — @(s). (1.55b)

Sostituendo le (1.55) nelle (1.54) si ottengono infine le equazioni di
congruenza:
du

d= E—cpxez, (1.56a)
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k= d—q) (1.56b)
ds

dove e ¢ il versore tangente alla linea d’asse indeformata nel punto di
coordinata s, coincidente con la normale alla sezione retta. Si noti che
la (1.56a) vale sotto la condizione che s coincida con la lunghezza d’arco.
Si noti anche che le (1.56) valgono esclusivamente sotto I'ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazione, avendo utilizzato il vettore rotazione
in luogo del tensore rotazione.

La trasformazione rigida relativa infinitesima di parametri dsd e dsk e di
polo O(s + ds) porta la sezione A(s + ds) nella configurazione intermedia
A’(s + ds) che a sua volta la trasformazione rigida della sezione A(s) di
parametri u(s) e @(s) e di polo O(s) porta, a meno di infinitesimi di ordine
superiore in ds, nella sua posizione finale A*(s + ds), ovverossia nella
posizione che la sezione A(s + ds) occupa nella configurazione deformata.

R

Trasformazione rigida relativa in cinematica finita. In cinematica finita le rota-
zioni delle sezioni rette sono individuate da un tensore rotazione R funzione del
punto. Risulta quindi:

u (As) = u(s + As) — u(s) — <R(s) - I) (0(s +As) — 0(5)), (1.57)
€ ne consegue:
a-3% _R_pe.. (1.58)
ds

La rotazione rigida relativa R, — I vale invece:

R —1I= RT(S)((R(S+AS) —l) ~ (R(s) —I)) (1.59)
e si ottiene:
R~ __;dR
Ahsr?o As R ds” (1.60)

Dato che RT% € emisimmetrico, come si puo dimostrare differenziando l'identita

R'R = 1, avra un vettore assiale k che puo essere definito quale vettore curvatura,
analogamente a quanto ottenuto in cinematica linearizzata.

S 0 0

1.6.2 Componenti di deformazione

Nel seguito ci si riferisce allo schema di figura, che rappresenta, a meno
di infinitesimi di ordine superiore al primo in ds, la deformazione nell’in-
torno della sezione A nel piano individuato dalla normale e, alla sezione
retta e dallo spostamento relativo d. Si noti che 'angolo tra la normale e e

ds O(s+ds) €ds

il vettore ds (e, + d) individua lo scorrimento massimo y trala linea d’asse
della trave e la sezione retta. Nell'ipotesi di piccoli spostamenti e piccole
deformazioni risulta:

d-e;=(1+€)cosy—1=e. (1.61a)
ld—(d-e;)e;| =(1+e€)siny = y. (1.61b)

La componente del vettore d sulla direzione normale alla sezione retta
nella configurazione indeformata coincide quindi con la dilatazione della
linea d’asse, indicata nel seguito con il simbolo €, mentre la sua proiezione
nel piano della sezione retta coincide con lo scorrimento tra linea d’asse e
sezione retta, indicato nel seguito con il simbolo y. Dalla (1.56a) si ottiene
quindi:

du
ezd-ez:E-ez. (1.62a)
du
y=d-(d-e;)e; = (ds—ee2> - @ Xxe,. (1.62b)

In funzione della dilatazione € e dello scorrimento y lo spostamento
relativo d risulta quindi:

d=1y+ee;, (1.63)
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e ne consegue:
du
eez+y=a—qa><ez. (1.64)
Il vettore y giace nel piano della sezione e lo si pu6 quindi scomporre in
due componenti:
Y = ¥Yxex +yYyey, (1.65)

dove yx e y, sono gli scorrimenti tra la linea d’asse e gli assi coordinati x
e y giacenti sulla sezione retta. Inoltre:

ex e, e,
pXxe,=|Px @y 9| =@yex—pxey. (1.66)
0 0 1
Quindi si ottiene:
du

Yx = ds rex — Qy, (1.67a)
du
y_y = 5 - ey + (px. (1.67b)

La curvatura globale k si scompone in una quota flettente k¢, detta cur-
vatura flessionale e giacente sulla sezione retta, ed in una quota torcente
0, detta angolo unitario di torsione e perpendicolare alla sezione retta:

k = ks + Oe;. (1.68)

La curvatura flessionale k¢ puo poi scomporsi nelle componenti rispetto
agli assi x e y posti nel piano della sezione:

1.6.3 Integrazione delle equazioni di congruenza

Nel par. 1.6.1 si sono dedotte le deformazioni, ossiai parametri d e k del-
la trasformazione rigida relativa per unita di linea, dalla conoscenza delle
trasformazioni rigide relative delle sezioni rette, ovverossia dei loro spo-
stamenti u e rotazioni . Si vuole ora fare I'operazione inversa, ovverossia
dedurre gli spostamenti e le rotazioni delle sezioni rette supponendo note
le deformazioni. A tale scopo, le equazioni di conguenza:

do

ds k, (1.70a)

d
di: —pxe,=d, (1.70b)

si possono interpretare come equazioni differenziali nelle funzioni
incognite u e @.

Si consideri allora un generica trave, o parte di trave, di linea d’asse £
compresa tra i due punti A, di prima estremita, e B, di seconda estremita,
di coordinate curvilinee s4 e sp rispettivamente. Integrando la (1.70a) lungo

@ (f)

S8

la linea d’asse si ottiene:

s

B
Qg — Pa= j kds, (1.71)

SA

dove @4 = @(s4) e g = @(sp). Per integrare la (1.70b), si tenga conto
innanzitutto che e, = dO/ ds, dove O ¢ il generico punto della linea d’asse.
Si tenga quindi conto che risulta:

d
@xe:= 1 (@x(0-B))-kx(0-B), (1.72)

avendo utilizzato il polo B per rendere piu agevoli gli sviluppi seguenti.
Integrando per parti si ottiene allora:
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SB SB SB
J (pxezds:[cpx(O—B)]S —J kx (0O-B)ds
SA A SA

SB
— @ax (B-A) —L kx (0—B)ds, (1.73)

avendo tenuto conto che O(s4) = A e O(sg) = B. Integrando la (1.70b) si
ottiene infine:

SB SB
uB—uA—(pr(B—A):I dds+I kx (B-0)ds, (1.74)
SA SA

dove us = u(ss) e ug = u(sg). Si noti che al primo membro delle (1.71)
e (1.74) compaiono i parametri u,(£) e @;(¥) della trasformazione rigida
relativa associata alla trave di linea d’asse ¥, ovverossia la trasformazio-
ne rigida della sezione di seconda estremita a meno della trasformazione
rigida della sezione di prima estremita:

u(f) =up—us— s x (B-A), (1.75a)
@:(f) = P — @a. (1.75b)

Si noti che se la sezione iniziale in A ha rotazioni e spostamenti nulli i
parametri u; (£) e @ (¥) della trasformazione rigida relativa forniscono ri-
spettivamente lo spostamento ug e la rotazione @p della sezione finale
in B.

Si noti inoltre che le (1.71) e (1.74) hanno una semplicissima interpreta-
zione fisica. Infatti per calcolare la trasformazione rigida relativa si tenga
fissa la prima estremita della trave e si sommino al limite, cioé si integrino
sulla linea d’asse, i contributi allo spostamento e alla rotazione della se-
conda estremita dei singoli elementi di trave ds che compongono il tratto
finito di trave €. Poiché per l'ipotesi di piccoli spostamenti il contributo di
un elemento é indipendente dal fatto che gli altri elementi siano gia defor-
mati oppure no e poiché la deformazione del generico elemento di trave
ds genera una trasformazione rigida relativa, della seconda estremita del-
I’elemento di trave e quindi di tutto il tratto di trave che segue I’elemento
di trave, di parametri dsd e dsk, ne conseguono immediatamente le (1.71)
e (1.74).

1.6.4 Travi inflesse

L’ipotesi di trave inflessa richiede alle sezioni rette di conservarsi ortogo-
nali alla linea d’asse. Questa ipotesi equivale a trascurare gli scorrimenti tra

dsk

dsd + dskx (B-0)
dsk -9
dsd

0
s[O

ds

linea d’asse e sezioni rette.?* Ricordando 'espressione dello scorrimento, il
vincolo di trave inflessa si scrive:

du
QP Xez= ds —€éz, (1.76)

23 Si noti che senza l'ipotesi di trave inflessa le sezioni inizialmente “rette” sono ortogonali
alla linea d’asse in generale solo nella configurazione indeformata, la cui descrizione risulta
dunque particolare e non conforme alla configurazione deformata generica. Questo fatto
non crea problemi nell’lambito di una teoria del primo ordine che permette di confondere la
configurazione deformata con quella indeformata, dove le sezioni “rette” sono ortogonali
alla linea d’asse. Ma gia nell’ambito di una teoria del secondo ordine, quindi ancora basata
sull'ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni, I’equilibrio viene scritto nella
configurazione deformata dove in generale la normale ad una sezione “retta” deformata non
e tangente alla linea d’asse. Dato che le definizioni delle componenti delle caratteristiche
della sollecitazione sono relative alle sezioni “rette”, ¢ evidente che per conformita anche
nella configurazione deformata dovranno essere valutate con riferimento alle sezioni “rette”
di tale configurazione, quindi ortogonali alla tangente alla linea d’asse deformata e quindi
distinte dalle sezioni “rette” originali.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Capitolo 1 « Fondamenti di meccanica delle travi 30

e rappresenta un legame tra campo delle rotazioni e campo degli sposta-
menti. D’altronde se le sezioni restano ortogonali alla linea d’asse allora
il campo degli spostamenti determina i piani delle sezioni nella configu-
razione deformata, in quanto determina la linea deformata a cui tali piani
sono ortogonali. Ovverossia viene determinata in modo univoco la rota-
zione flessionale, restando indeterminata la sola rotazione torsionale della
sezione. In componenti la (1.76) fornisce infatti:

du du
Py = a-ex, Q9x=—E'ey- (1.77)

Lo scorrimento y tra linea d’asse e sezioni rette, insieme alla dilatazione
della linea d’asse €, compone lo spostamento relativo d per unita di linea.
Questi, in base all’analisi del paragrafo precedente, provoca in generale
degli spostamenti relativi tra le due sezioni di estremita di una trave tra-
scurabili rispetto a quelli provocati dalla rotazione relativa k per unita di
linea. Infatti la quota degli spostamenti provocati dalla rotazione relativa
che si sviluppa in un elemento di trave sono proporzionali alla distanza
dell’elemento dalla sezione di seconda estremita, a differenza di quelli do-
vuti alla sola traslazione relativa. Piu la trave é snella maggiori sono gli
effetti amplificanti delle distanze in gioco sugli spostamenti dovuti alle ro-
tazioni relative. Si tenga comunque conto che tale analisi € qualitativa e
che l'effettiva trascurabilita dello spostamento relativo per unita di linea
nel calcolo degli spostamenti di una trave o di un sistema di travi dipende-
ra da varie circostanze che andranno valutate di volta in volta e che in ogni
caso dipendera dal rapporto tra curvatura di deformazione e spostamento
relativo per unita di linea.

Tutte le volte che sara lecito trascurare tutto lo spostamento relativo
d per unita di linea, alle condizioni (1.77) si dovra aggiungere quella che
corrisponde all’annullarsi della dilatazione della linea d’asse €:

d_u -e; =0. (1.78)

ds
Si consideri ora che intuitivamente la rotazione relativa per unita di linea
€ associata all’azione dei momenti flettenti e torcente mentre lo scorrimen-
to tra linea d’asse e sezioni rette a quella del taglio. Le prime due equazioni
scalari di equilibrio alla rotazione mostrano inanzitutto che il taglio € nullo
se ¢ nullo il momento totale salvo il caso particolare in cui agiscano delle
coppie flettenti esterne distribuite lungo la linea d’asse. Escluso tale ca-
so particolare, ne consegue che gli scorrimenti tra linea d’asse e sezioni

rette sono sempre accompagnati da rotazioni relative per unita di linea e
gli effetti di queste ultime sono in generale predominanti su quelle degli
scorrimenti. In secondo luogo le prime due equazioni scalari di equilibrio
alla rotazione permettono di determinare il taglio dalla conoscenza dei mo-
menti flettenti e del momento torcente, ovverossia il problema del taglio e
staticamente determinato dai momenti flettenti e dal momento torcente. E
quindi escluso che I'ipotesi di trave inflessa, che corrisponde ad un vincolo
di rigidita interna, renda indeterminato il problema del taglio.

Si noti che un tale risultato non vale per la dilatazione della linea d’as-
se, associata intuitivamente all’azione della forza normale. Infatti la forza
normale non compare nelle equazioni scalari di equilibrio alla rotazione
ed e quindi indipendente dalla presenza di momenti o meno. Potrebbe co-
munque essere determinato dai tagli grazie alla seconda equazione scalare
di equilibrio alla traslazione, salvo che la curvatura geometrica della linea
d’asse non sia nulla. L’effetto della dilatazione della linea d’asse sara spes-
so trascurabile, ma potrebbero esserci delle situazioni che riguardano le
travi ad asse rettilineo in cui il trascurare i suoi effetti potrebbe rendere
indeterminato il problema della forza normale.

1.7 Polo della trasformazione rigida relativa

Nella descrizione della trasformazione rigida relativa interviene quale
polo il punto O della sezione retta posto sulla linea d’asse. Lo spostamen-
to relativo per unita di linea d e le sue componenti € e y dipendono dalla
scelta del punto O, mentre la curvatura k e le sue componenti k¢ e @ ne so-
no indipendenti. Si ricordi che, come gia detto, allo stato attuale delle cose
la scelta della linea d’asse ¢, almeno in parte, arbitraria e ne consegue che
la scelta del punto O quale polo per il calcolo dello spostamento relativo d
non € obbligata. Si potrebbero anzi presentare delle circostanze particolari
che potrebbero suggerire la scelta di un polo avente un significato fisico
ben preciso.

1.7.1 Cambiamento del polo della trasformazione rigida
relativa

Per non perdere in generalita ci si riferisca allora ad un polo P, distinto
dal punto O posto sulla linea d’asse, e alla fibra longitudinale passante per
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tale nuovo polo, ovverossia I’elemento di linea per P ortogonale alla sezio-
ne retta e avente quindi la direzione della linea d’asse. Lo spostamento
relativo per unita di linea d’asse dp, di polo P, valutato per il tramite dei
parametri della trasformazione rigida relativa di polo O, risulta:

dp=d+kx (P -0). (1.79)

La dilatazione €p e lo scorrimento yp, per unita di linea d’asse, della fibra
longitudinale passante per il nuovo polo P della sezione retta soddisfano
allora la relazione:

€epe; +yp=(ee;+y)+kx(P-0), (1.80)

dalla quale si ottengono infine i valori di €p e yp, per unita di linea d’asse:
epe; =€e; + ki x (P-0), (1.81a)

Yp=Y +0e;x(P-0). (1.81b)

Scelto infine un sistema di riferimento Ox7y sulla sezione retta della
trave le (1.89) diventano:

ep =€+ kxyp — kyxp, (1.82a)
Ypx = ¥Yx — Oyp, (1.82b)
Ypy =Yy + Oxp, (1.82c¢)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel dato sistema Oxy.

Le equazioni (1.81) e (1.82) mostrano che la dilatazione ep della fibra
longitudinale, per unita di linea d’asse, dipende dalla dilatazione della li-
nea d’asse e dalla curvatura flessionale cosi come lo scorrimento yp della
fibra longitudinale, per unita di linea d’asse, dipende dallo scorrimento
della linea d’asse e dall’angolo unitario di torsione. Ne consegue che dila-
tazione e scorrimento sono indipendenti tra loro cosicché nulla obbliga a
scegliere lo stesso polo, e quindi la stessa fibra longitudinale, al fine della
definizione di tali deformazioni. Come gia nello studio della sollecitazio-
ne, per non perdere generalita, quando e se sara necessario, ci si riferira a
due poli distinti, ¢ per il calcolo della dilatazione e ¥ per il calcolo dello
scorrimento, distinti a loro volta in generale dal punto O sulla linea d’asse.
Se questo ¢ il caso risulta allora:

€%e, =ce, + ki x (4 - 0), (1.83a)

y? =y +0e,x (¢ -0), (1.83b)

dove €¥ ¢ la dilatazione, per unita di linea d’asse, della fibra longitudinale
per il polo ¢ mentre y? @ lo scorrimento, per unita di linea d’asse, tra la
fibra longitudinale per il polo % e la sezione retta.

Si noti che la traslazione relativa ee, dovuta alla sola dilatazione € della
fibra longitudinale, ortogonale alla sezione retta, e la rotazione relativa do-
vuta alla sola curvatura di flessione kt, di asse giacente sulla sezione retta
e passante per il polo ¢, si combinano, se k¢ # 0, in una rotazione relativa
k¢ di asse parallelo al precedente e ancora appartenente alla sezione ret-
ta. Analogamente la traslazione relativa dovuta al solo scorrimento y della
fibra longitudinale con la sezione retta, giacente nel piano della sezione ret-
ta, e la rotazione relativa ®e, dovuta al solo angolo unitario di torsione O,
di asse ortogonale alla sezione retta e passante per il polo %, definiscono
una trasformazione rigida relativa nel piano della sezione e si combinano,
se @ # 0, in una rotazione relativa @e, di asse parallelo al precedente.

1.7.2 Vettore algebrico di deformazione

Essendo 6 il numero delle componenti scalari delle caratteristiche della
deformazione, risulta possibile rappresentare la deformazione nelle travi
tramite un vettore (algebrico) di deformazione D di dimensione 6. Ma si noti
che le (1.82) definiscono due gruppi di tre componenti di deformazione
ciascuno, (€,kx, ky) e (O, yx, yy), tali che le componenti di deformazioni di
ogni gruppo siano legate tra loro e indipendenti da quelle dell’altro gruppo.
E quindi possibile definire due sottovetori algebrici di D di dimensione
3, Dr e Dy rispettivamente, e ordinare di conseguenza le componenti di
deformazione nel vettore algebrico complessivo D:

.
k
kx € )
D= @y ,  Di=1kcf, Di=1yxt- (1.84)
k
Yx Y Yy
Yy )

Nel caso piu generale possibile € sara valutato rispetto ad un polo ¥ e y, e
Yy rispetto ad un polo ¢ distinti tra loro e dal punto O sulla linea d’asse.
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I poli utilizzati distinti da O saranno espressamente indicati tutte le volte
che sara necessario. In tal caso la dilatazione, per unita di linea d’asse,
della fibra longitudinale per il polo ¢ sara indicata con €, le componenti
dello scorrimento, per unita di linea d’asse, tra la fibra longitudinale per il
polo % e la sezione retta saranno indicati con y? e y;‘f) e i due sottovettori
algebrici di deformazione con DY e D:

€ e
DY ={kxy, DEf=1ygt. (1.85)
ky y$

1.7.3 Deformazione locale

Si consideri ora I’elemento di linea longitudinale in corrispondenza di un
generico punto P di una data sezione retta, ovverossia I’elemento di linea
ortogonale alla sezione retta nel dato punto. La deformazione discussa
nel seguito € locale, ovverossia riguarda I'intorno di una data sezione, e
non implica quindi I'assunzione di una linea longitudinale passante per P
e ortogonale ad ogni sezione retta, analogamente alla linea d’asse. Se 'asse
y coincide con la normale principale alla linea d’asse, ad un elemento ds di
linea d’asse corrisponde un elemento ds’ di linea longitudinale per P tale
che:

ds’ = %ds = (1 +cyp)ds, (1.86)
dove a ¢ il raggio di curvatura e ¢ la curvatura della linea d’asse. Se con €}
e yp si indicano le deformazioni locali nel punto P, ovverossia dilatazione
e, rispettivamente, scorrimento nel punto P, per unita di linea per P, si ha:

€pds’ =epds, ypds' = ypds, (1.87)

Dalla (1.86) e dalle (1.87) si ottiene allora la deformazione locale nella

forma:
/ 1 , 1

€p €Ep, Yp = m}’p

g (1.88)

Se la trave ¢ snella, che poi e quello che una trave deve normalmente essere
per essere una trave, cioe se cyp < 1,siha 1 + cyp = 1 e risulta:

€p =~ €p, Yp = ¥p. (1.89)
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q
ds a4
ds’ a+vyp
cds
\ a

Le (1.89) valgono in modo esatto, a parte naturalmente I'approssimazione
dei piccoli spostamenti e delle piccole deformazioni, nel caso di trave ad
asse rettilineo.

S 0 0

Linea longitudinale definita da un generico punto. L’insieme dei punti P, uno
per ogni sezione, di coordinate (xp, yp) indipendenti dalla coordinata s della linea
d’asse definiscono una linea longitudinale che in generale non é ortogonale alle
sezioni rette della trave e che quindi non si presta a descrivere la trave quale linea
d’asse conservando le “sezioni rette”.

Cio non toglie che possa essere utilizzata quale alternativa linea d’asse, ma
a tale scopo occorre associarle delle “sezioni rette” alternative, che globalmente
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genereranno un solido monodimensionale diverso da quello generato dalle prece-
denti “sezioni rette”, ma entrambi approssimanti se non coincidenti con il solido
monodimensionale oggetto di studio. Comunque le due descrizioni cinematiche
genereranno due campi di spostamento la cui differenza, in generale, non sara
nulla, anche se lo sara almeno approssimativamente.

Dimostrazione. La linea longitudinale dei punti P ¢ definita dall’equazione:
P(s) = O + xpex + ype,. (1.90)
Se e; indica il versore tangente alla linea longitudinale dei punti P, risulta:

dP dP ds ds
ep=—=——"—=—"3(1+cyp)e.+T(xpe, — ypex)y, 1.91
=4y T qedy - g L revpetTirey —yref,  (191)
dove ¢ e T sono rispettivamente la curvatura e la torsione della linea d’asse
baricentrica. Poiché e; € un versore, deve risultare:

2
(3;) {0 +ern? + T2 + v = 1, (1.92)
e quindi:
diS’ = L > —, (1.93)
dove:

¥ =|P-0|=+x3+y5 (1.94)

Si ha allora:

, 1+cyp Xpey — Ypex
(S - — € ; -
\/(1+cyp)2+'r2r2 \/(1+cyp)2+'r2r2

e T, (1.95)

e, se T # 0, risulta e; # e;. [}

Si noti che nel caso di trave piana risulta T = 0 e quindi per la (1.95) il versore
e, tangente alla fibra longitudinale per P, coincide con il versore e; tangente alla
linea d’asse baricentrica. In tal caso le due descrizioni coincidono. Si noti anche
che se T # 01a (1.93) e la (1.86) differiscono come deve essere, in quanto la prima
riguarda una fibra non ortogonale mentre la seconda una fibra ortogonale.

L

1.8 Travi piane

Limitandosi al caso di una cinematica della sezione retta descritta
da un moto rigido (ipotesi di sezione indeformata), una trave é detta
cinematicamente piana se esiste un piano tale che (fig. 1.19):

1. L’asse indeformato e I'asse deformato della trave appartengono a tale
piano;

2. Le rotazioni delle sezioni rette avvengono attorno ad assi perpendico-
lari a tale piano.

Bo

&

piano della trave

Figura 1.19: Trave cinematicamente piana

Si noti che in tal modo gli spostamenti dei punti della trave avvengono
parallelamente al piano della trave. Si noti poi che la definizione fa rife-
rimento alla configurazione indeformata, configurazione che nel caso pia-
no non puo quindi essere completamente arbitraria. Si noti infine che se
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I’'asse indeformato della trave é rettilineo il piano della trave puo essere
uno qualunque dei piani di sostegno I'asse, mentre nel caso di asse curvo
indeformato I'unica possibilita é quella del piano che contiene I’asse.

Una trave € invece detta staticamente piana se esiste un piano tale che:

1. L’asse deformato della trave appartiene a tale piano;

2. Le forze, interne ed esterne, ridotte ai punti della linea d’asse gene-
rano risultanti appartenenti al piano della trave e momenti risultanti
ortogonali a tale piano.

Con 'avvertenza che un momento ortogonale a un piano é equivalente ad
una coppia di forze appartenenti allo stesso piano, si puo anche affermare
che tutte le forze ridotte ai punti della linea d’asse appartengono al piano
della trave. Si noti poi che, a differenza del caso cinematicamente pia-
no, la definizione fa riferimento alla sola configurazione deformata e che
quindi non dipende dalla configurazione di riferimento. Tuttavia, si ricor-
di che nell’ambito di una teoria del primo ordine ai fini dell’equilibrio la
configurazione deformata si fa coincidere con quella indeformata. In tal
caso al piano della trave é richiesto di contenere I'asse indeformato, e la
configurazione deformata risulta ininfluente ai fini statici.

Si dice infine che una trave e piana se é contemporaneamente piana sia
dal punto di vista cinematico che da quello statico. Nel caso di una trave
ad asse indeformato curvilineo i piani cinematico e statico devono coin-
cidere con il piano dell’asse e quindi coincidono tra loro. Nell’ambito di
una teoria del primo ordine e se I’asse indeformato della trave é rettilineo
puo invece presentarsi il caso di trave piana con piani cinematico e statico
non coincidenti. Una condizione sufficiente ad assicurare che una trave sia
piana, con piani cinematico e statico coincidenti anche se la linea d’asse
indeformata ¢ rettilinea, € che le forze applicate e le sezioni rette siano
simmetriche rispetto al piano dell’asse indeformato, oppure ad un piano
contenente I'asse indeformato se questi é rettilineo. Si noti che la simme-
tria delle sezioni rette deve riguardare anche il materiale di cui la trave e
composta.

1.8.1 Statica della trave piana

Se la trave e staticamente piana le forze interne ed esterne, ridotte ai
punti della linea d’asse, appartengono al piano dell’asse oppure apparten-
gono tutte ad un piano nel caso I'asse della trave sia rettilineo. Le coppie

interne ed esterne generate dalla riduzione ai punti della linea d’asse de-
vono invece avere asse ortogonale al piano della trave, per poter essere
rappresentate da due forze uguali ed opposte appartenenti al piano della
trave. L’asse momento appartiene di conseguenza al piano della sezione
retta e quindi nel caso piano i momenti torcenti sono nulli. Da quanto det-
to le forze esterne f e le coppie esterne m distribuite, le forze esterne F;
e le coppie esterne M; concentrate in un numero discreto di punti Oy, le
forze esterne F, e F, e le coppie esterne M, e M, applicate nelle sezioni
di estremita risultano, supponendo 1’asse x ortogonale al piano della trave
(fig. 1.20):

=qey, + pe i = Qiey + Pie
S =a y T pe:z , Fi=Qiey i€z , (1.96a)
m = mey M; = Miey

= e, + Pge = Qyue, + Ppe
Fo = Qoey + Poe; ’ Fo=Quey + Ppe; (1.96b)
My = Mopey My = Mypex

Analogamente per quel che riguarda le caratteristiche della sollecitazione

Figura 1.20: Forze esterne (trave piana)

F e M si ha (fig. 1.21):
F=Te, + Ne
{ Y ‘ (1.97)

M:Mex

Tenuto anche conto che se I'asse della trave ¢ piano la sua torsione geo-
metrica T € nulla, delle sei equazioni indefinite di equilibrio scalari (1.41)
tre sono identicamente nulle. Le tre equazioni indefinite di equilibrio
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T N

N 71‘ M

Figura 1.21: Caratteristiche della sollecitazione (trave piana)

rimanenti diventano:

dN
a5 +cT+p =0, (1.98a)
%_d\]w:o, (1.98b)
am -T+m=0. (1.98¢)
ds

In generale I'asse deformato della trave é curvo anche se I'asse indefor-
mato é rettilineo. Dato che le equazioni indefinite di equilibrio si devono
scrivere nella configurazione deformata ne consegue che dipenderanno in
generale dalla curvatura geometrica dell’asse deformato. Se gli spostamen-
ti sono piccoli I'asse deformato si confonde pero con quello indeformato e,
se questo é rettilineo, nelle (1.98) si puo approssimativamente annullare la
curvatura geometrica ¢ ottenendo:

dN
E +p= 0, (1993)
dT
E +q= 0, (199b)
am -T+m=0. (1.99¢)
ds

Tali equazione di equilibrio potrebbero essere ottenute in modo diretto
scrivendo la equazioni di equilibrio nel piano, due equazioni di equilibrio
per le forze ed una per i momenti, di un tronco di trave di lunghezza

elementare dz. Con riferimento la fig. 1.22, non mettendo in conto gli
infinitesimi di ordine superiore al primo in dz, si ha:

—N+N+dN +pdz =0, (1.100a)
—T+T+dT +qdz=0, (1.100b)
- M+M+dM -Tdz+mdz =0, (1.100c¢)

Dividendo per dz e al limite per dz — 0 si ottengono le (1.99).

|
MT qdzy mdz M +dM

4; -\ >
N \ vdd i N +dN

T+dT

4
N

\

\ dz \
| 4 - ™

Figura 1.22: Equilibrio nel piano di un tronco di trave rettilinea

Se in corrispondenza di un punto sulla linea d’asse, in generale curva,
agiscono una forza concentrata P diretta come la linea d’asse, una forza
concentrata Q ortogonale alla linea d’asse e una coppia concentrata M, le
caratteristiche della sollecitazione, in accordo con le (1.45), subiscono le
seguenti discontinuita:

N* =N~ +P =0, AN +P =0, (1.101a)
TH—T  +Q =0, AT +Q =0, (1.101b)
M*-M~ +M=0, AM +M =0, (1.101¢)

dove si sono indicati con i segni + e — rispettivamente i limiti destro e sini-
stro e con il simbolo Al'incremento delle caratteristiche della sollecitazione
in corrispondenza del dato punto. Si noti che per la validita delle (1.101),
a differenza delle (1.99), non é necessario ipotizzare che la linea d’asse sia
rettilinea. D’altronde se si scrivessero le equazioni di equilibrio in modo
diretto (fig. 1.23) entrerebbero in gioco dei termini finiti, le forze concen-
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ds ‘

ry

Figura 1.23: Tronco di trave piana in presenza di forze concentrate

trate e le caratteristiche della sollecitazione, mentre i contributi dovuti alla
curvatura geometrica ¢ sono infinitesimi per ds — 0.

Infine, con immediato significato dei simboli, le condizioni al
contorno (1.46) diventano:

N(s9) = —Po, N(sp) = Py, (1.102a)
T(s0) = —Qo, T(sp) = Qy, (1.102b)
M(sg) = =My, M(sp) = My. (1.102¢)

Si noti che nel caso di asse rettilineo, cosi come prescritto dalle (1.99a),
(1.101a) e (1.102a), la forza normale dipende solo dalle componenti p, P,
Py e Pp in direzione z delle forze esterne, componenti che sono dette for-
ze esterne di tipo assiale. Dalla equazione (1.99c¢) risulta invece che taglio e
momento flettente non sono indipendenti tra loro. Da questa e dalle restan-
ti equazioni di equilibrio scalari risulta infine che taglio e momento fletten-
te dipendono dalle componenti g, Q, Qo e Q¢ in direzione y delle forze
esterne e dalle coppie esterne m, M, My e M,, che sono congiuntamente
dette forze esterne di tipo flessionale.

1.8.2 Cinematica della trave piana

Nel caso piano gli spostamenti # avvengono nel piano yz della trave e le
rotazioni attorno all’asse x ortogonale al piano della trave:

u=ve,+we;, @ = Qey. (1.103)

Ne consegue che il vettore scorrimento y ha la sola componente in dire-
zione y e la curvatura k la sola componente flessionale relativa all’asse
X:

Y =Yey, k = ke.. (1.104)
Per quel che riguarda le equazioni di congruenza, si tenga conto che:
du dv dw
E = (E—Cw> ey"r (E“FCU) ez, (1105)
e che quindi si riducono alle tre equazioni scalari seguenti:
dw dv do
_ dw _av e 1.1
€ s +cv, y P cw + @, k ds (1.106)
dove c é la curvatura geometrica della linea d’asse.
€z
—_—

Trave piana ad asse rettilineo. Se la trave, oltre che ad essere piana, € an-
che ad asse rettilineo le equazioni di congruenza si semplificano, essendo

c=0:
dw _dv k—dﬁ

— = = . 1.107
€T az Y= a4z dz (1.107)
L’angolo di rotazione della tangente « vale:
dv
— -y = ——. 1.1
X=Q-y iz (1.108)

La curvatura geometrica c* dell’asse deformato, nell’ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazioni, vale:

oF = da d*v

= E = —@. (1109)
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Trave piana inflessa. Nel caso di trave piana inflessa si ha:

dv d>v  d(cw)
cp——ds +cw, k__ds2 + T (1.110)
Se si trascura anche la dilatazione della linea d’asse risulta inoltre:
dw
E = —CV. (1111)
Nel caso I'asse sia rettilineo si ha infine:
dv d*v
(I)——E, k——F. (1112)

Determinazione diretta del vincolo di trave inflessa e della dilatazione
della linea d’asse nel caso di trave inflessa piana ad asse rettilineo. Si
consideri una generica sezione retta in corrispondenza del punto O sulla
linea d’asse, la cui traccia € indicata in figura, sezione iniziale di un elemen-
to di linea dz. Poiché I'elemento dz deve restare ortogonale alla sezione

retta, tale elemento deve subire la stessa rotazione @ della sezione retta e
quindi risulta:
—dv =(1+e€)dzsing, (1.113)

poiché la lunghezza dell’elemento dz dopo la deformazione vale dz + edz,
per definizione di dilatazione lineare. Si ottiene quindi:

. dv
(1+e)smcp——E. (1.114)

Se le rotazioni e le dilatazioni sono piccole si puo porre sinp =~ @
e trascurare il termine del secondo ordine e@ riottenendo la prima
delle (1.112).

Ancora con riferimento la figura, risulta anche:

w+ (l+€e)dzcosp =dz+w +dw. (1.115)

Nell’ipotesi di piccole rotazioni si ha cos@ =~ 1 e si riottiene la prima
delle (1.107).

1.9 Principio dei lavori virtuali per le travi

Sia data una possibile configurazione £ di una trave non vincolata.
Tale configurazione puo essere una qualunque configurazione deforma-
ta che, comunque, nell’ipotesi di piccoli spostamenti coincide con la
configurazione indeformata.

Sia poi dato un sistema di forze esterne distribuite f(s) e m(s), agenti
nella sezione di prima estremita F, e My, agenti nella sezione di secon-
da estremita F, e My, concentrate in sezioni intermedie F; e M; (i =
1,...,n) e di caratteristiche della sollecitazione F(s) e M(s). Il dato sistema
di forze e di caratteristiche della sollecitazione é equilibrato se sono sod-
disfatte le equazioni si equilibrio indefinite (1.35), di discontinuita (1.42)
e (1.43) e di di equilibrio al contorno (1.46):

dF dM
E+f—0, a+m+ez><F_0, (1.116a)

F(s})—F(s;))+ F;=0, M(s/)-M(s;)+M; =0, (1.116b)
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gt 4 linearizzate (1.56):
i+ =4 du dep
d=—-@pxXe,, k=—— 1.117
Qs P xe: ds ( )

—?_

K —1
//?
Me
F(so) = =%, M(sp) = —M,, (1.116¢)
F(sp) = Fy, M(sp) = My, (1.116d)

Sia infine dato un campo di spostamenti virtuali u(s) e un campo di
rotazioni virtuali @(s) insieme alle deformazioni virtuali €(s), y(s) e
k(s). Si ricorda che il termine virtuale ¢ sinonimo di lineare (o infinite-
simo) e congruente. Sono quindi soddisfatte le equazioni di congruenza

Ancora una volta si sottolinea il fatto che il termine infinitesimo non é
sinonimo di piccolo ma di parte prima o parte lineare. Uno spostamento
virtuale non é approssimato dalla parte prima di uno spostamento, uno
spostamento virtuale é la parte prima di uno spostamento.

11 lavoro Lye del sistema di forze e coppie esterne per gli spostamenti e
le rotazioni virtuali viene detto lavoro virtuale esterno:

Se
Lye = LO (f-u+m-<p)d5
+ Fo-ulso) + Mo - @(so) + Fp-ul(sp) + Mp-@(sp)

n
+ Z(.Ti'u(Si) + M - (P(Si))- (1.118)
i=1

11 lavoro Ly; delle caratteristiche della sollecitazione per le deformazioni
virtuali viene detto lavoro virtuale interno:

S
Lvi:J (F-d+M-k)ds. (1.119)
50
Per definizione, un sistema di forze esterne e di caratteristiche della sol-
lecitazione soddisfa il principio dei lavori virtuali se il lavoro virtuale L.,
delle forze esterne uguaglia il lavoro virtuale L; delle caratteristiche del-
la sollecitazione per ogni campo di spostamenti, rvotazioni e deformazioni
virtuali:
Lye = Lyj. (1.120)

Equivalenza tra principio dei lavori virtuali ed equilibrio di forze e ca-
ratteristiche della sollecitazione. Il sistema di forze e caratteristiche della
sollecitazione é equilibrato se e solo se soddisfa il principio dei lavori virtuali.

Dimostrazione. Infatti, posto s,4+1 = Sp, dalla (1.118) si ottiene:

Lve=ri(f-u+m-qa)ds

S0

n
+ (F(si;l) ~u(si+1) — F(s;) - u(si))
i=0
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divisione in 1 + 1 intervalli
numeratidaQan

A46;4)-qMSHl)—Alu;)-qusn)

+
M=
—

i(F(S;)_F(Sf)JFfi) -u(si)

i(M(s;) - M(s;) +Mi) - @(si)

F(s0) + Fo) - u(so) + (F(sp) = Fe) - utse)

+ (MGso) + Mo) - @ (s0) + (M(s) = M) - @(50)

st (dF dM
+J (E+f>-u+(¥+m+erF>-(p ds
(Fish) —Fsp) + ) | -uts)

> (st - Mis) ) | - iso)

F(s0) + Fo) - u(so) + (Flso) = F¢) - u(so)

+ (M(so) + Mo) - @(so) + (M(S,e) - M,g) - @(sp). (1.121)

Nellipotesi di piccoli spostamenti la configurazione £ del corpo puo es-
sere fatta coincidere con la configurazione indeformata di riferimento, che
diventa quindi la configurazione nella quale si definiscono approssimati-
vamente sia le forze e le caratteristiche della sollecitazione che gli sposta-
menti, le rotazioni e le deformazioni virtuali e dove si impongono sia ’equi-
librio delle forze e caratteristiche della sollecitazione che la congruenza de-
gli spostamenti, rotazioni e deformazioni virtuali. In tal caso degli sposta-
menti, rotazioni e deformazioni reali, cioé conseguenti all’applicazione sul
corpo di certe forze, possono essere assunti quali spostamenti, rotazioni
e deformazioni virtuali congruenti, poiché nel caso di piccoli spostamenti
tali quantita devono soddisfare le equazioni di congruenza linearizzate.

In funzione delle componenti di sollecitazione e di deformazione il
lavoro virtuale interno si esprime nei modi seguenti:

L= (Ne+Mi-ki+ MO +T-y)ds

)

S0

Sp Sp
= J S'™Dds = J (szDf + s?Dt) ds. (1.122)
S0

S0
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Si noti che I'espressione (1.122) del lavoro virtuale interno resta valido
anche nel caso si faccia riferimento ai poli generici ¢ e ¥, dato che il lavoro
di un sistema di forze per un sistema di spostamenti rigidi infinitesimi
non dipende dal polo rispetto al quale é valutato il momento risultante e
che definisce la traslazione del sistema di spostamenti rigidi infinitesimi.
Risultano allora le seguenti espressioni del lavoro virtuale interno:

Ly = L<N6g+Mfg-kf+M;g@+T-yc’§>d5
= L (Neg + M7 kx + M ky + M7O + Toy{ + Tyyf> ds.

Si (e [
- J (s¢"D¢ + s¢' DY) ds. (1.123)
S

0

D’altronde utilizzando le (1.50a) e (1.83a) si ottiene:

Ne + My - k¢
= (Nez) - (ee;) + {M{ + (4 - 0) x (Nez)} - ki

= (Nez) - (€ez) + (Nez) - {kp X (4 — O)} + M{ - kg

= (Ne;) - {ee; + ke x (4 — 0)} + MY - ky

= (Nez) - (¢7ez) + MY - ky = Ne¥ + MY - ks (1.124)
Utilizzando poi le (1.50b) e (1.83b) si ottiene analogamente:

MO +T-y
= (Me,) - (@e,) + T - {y%’ — e, x (C— 0)}

= (Me;) - (Oe;) — (Oe;) - {(C-O0) X T} +T-y*
= {Me; — (C-0)xT}-(Oe;) +T-y?

= (Mfe.) - (Oez) +T-y* =MFO +T-y?. (1.125)



Capitolo

TRAVI ELASTICHE LINEARI

2.1 Teoria tecnica delle travi

Con riferimento al caso di un legame costitutivo locale, la sollecitazione
nell’intorno di una sezione retta di una trave dipendera solo dalla defor-
mazione agente nello stesso intorno. I modo piu semplice di ottenere un
legame costitutivo locale e quello di descrivere la deformazione e la solle-
citazione nell'intorno di una sezione retta tramite lo spostamento relativo
per unita di linea d e la curvatura di deformazione k e, rispettivamente, le
caratteristiche della sollecitazione F e M:

a(t),k(t), —co<T=<t = F(t),M(t). (2.1)

Se la trave é elastica la sollecitazione F e M ad un dato istante dipendera
solo dalla deformazione d e k allo stesso istante:

F=F(d,k), M =M(d, k). (2.2)

Con riferimento ai vettori algebrici di sollecitazione S e di deformazione D
la (2.2) si scrive:
S =S(D). (2.3)

11 legame elastico lineare piu generale possibile si scrive allora, in forma
matriciale:
S =ED, (2.4)

dove E é una matrice di elasticita di dimensione 6 x6.

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Si e visto nel capitolo precedente che alle trasformazioni rigide delle
sezioni rette, che descrivono la cinematica del solido trave, corrisponde
innanzitutto una dilatazione della generica fibra longitudinale che dipende
esclusivamente dalla dilatazione della fibra di riferimento e dalla curvatura
flessionale, ovverossia dalla parte assiale e flessionale Dy della deforma-
zione. Alle trasformazioni rigide delle sezioni rette corrisponde poi uno
scorrimento della generica fibra longitudinale che dipende esclusivamente
dall’angolo unitario di torsione e dallo scorrimento della fibra di riferimen-
to, ovverossia dalla parte di scorrimento e torsionale D; della deformazio-
ne. Si tenga poi conto che nella prova di trazione semplice, che genera
uno stato di tensione monoassiale ed una dilatazione longitudinale omoge-
nei, si € messa in relazione la dilatazione con la tensione normale, mentre
nella prova di torsione, che genera uno stato di tensione di taglio sempli-
ce ed uno scorrimento omogenei, si ¢ messo in relazione lo scorrimento
con la tensione tangenziale. Si ricordi infine che alla tensione normale cor-
rispondono la forza normale e il momento flettente, ovverossia la parte
assiale e flessionale Sr della sollecitazione, mentre alla tensione tangenzia-
le il momento torcente e il taglio, ovverossia quella tagliante e torsionale
S:. Risulta allora realistico un legame costitutivo elastico lineare in cui la
parte assiale e flessionale della sollecitazione non dipenda dalla parte ta-
gliante e torsionale della deformazione e, viceversa, la parte tagliante e
torsionale della sollecitazione non dipenda dalla parte assiale e flessionale
della deformazione. Il legame costitutivo si scinde in tal caso in due parti

41
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indipendenti, una assiale flessionale:

N Ef Ef, EL, €
Myr=| EL, EL EL, [{kxp, (2.5)
M, EL, EL. EL ]|ky

e una tagliante torsionale:
M, E. E., E, e
Tet=| E\, EY E., [{yx¢{- (2.6)
Ty E;,Z Etyx E;, Yy

Con il termine teoria tecnica delle travi sara inteso nel seguito un parti-
colare legame costitutivo elastico lineare di tale tipo, cioé composto dalle
due parti indipendenti (2.5) e (2.6), per il quale esista innanzitutto 1’energia
elastica di deformazione e che sia poi una approssimazione “accettabile”
del corrispondente solido elastico lineare. Non solo, ma si suppone an-
che che nell’intorno di una sezione retta A, di normale 1’asse z, la matrice
delle componenti del tensore degli sforzi nel riferimento locale sia almeno
approssimativamente del tipo:

0 0 Txz
[o]=1] O 0 Tyz|. (2.7)
Tzx Tzy O

Ne risulta che la distribuzione delle componenti di tensione Ty, Ty; € 02
Su una sezione retta e tutto quello che e necessario conoscere per avere
il quadro completo dello stato tensionale nell'intorno della stessa sezione
retta.

2.2 Lavoro di deformazione nelle travi

Si ricorda che il QA\/O{L\ (L %W\va (" aﬂ?mw«h

'Q )OWQH[VD Q'&/\/O(o. C\m Qﬁ» po(ZQ. Q,ﬂlp/.lwxf@ (,OVW{OVNQ \ZQ[
QPMO %& 9?9%}84@ ) c\& 3 S‘Use, ?é(m (rwoca«ko.

Sotto ’azione dei carichi E/ m B’i, /Mc‘ (i=0,1,...n,1)

@& }r(m SISV VA m?\%uravm Q(iu\Qi\orAh
é\»s\wm YA o(vQQQA ﬂa\\/(&&ﬂ di (ipwwmh .
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Ule) doi ki slla Qivwa d'age e dalle rotazion
Q) oy coviows rehte.

Giaw S(N, T, M Mp)e D¢, ¥, 6 k)
U aecsfide dlla sollci ssion o A deformgione
o ai dati cacidu esterwi | e sisw 4D
(de, 4y 10, dkp) o incrousahi i deformosions
amswﬁvw}i ad on incemeto dF dm 0335 41,
bui cacd e R | prinipie dai Qe arbvali
L ivceuande W Qavoro &0 cacicui esterwi che

rappresenta il lavoro di deformazione :

!
EO(NM+ Tedy + M d© + Mf. c\kp)&%

Quesha (spressions Lifferaziale & oPfathvamake wohd
g 2 pote ) percorso & cacico e defFecmazionn 3
i o sonpild Lo tave. Tafoli) duclon il
o in wi b oree aWJ?.m)fe Sous mchw
bl dafenpaione @ quindi wsbe 1 priors, ?{)f‘
ekt & sggwo S ?w\}l c@{iw}\ in

(9{(6(%&9»% ad wn erto \/«/QQg ra%ﬂvwfo cLa,«

(/&(\C\M, Sowo nofi $ol9 Se e pobo pereorso

C\A AQOrW/Au'OuL Sumﬁuw}z 329“‘ A?YQA%UQ,\UL/
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A que caric .

Se il %awrso & %{i(‘;’—iﬂgor\m@t{w& 9{7&(}‘}(

da um (9\1&‘3«{32{0«)& & ﬁw ad wg waﬁ{&/@z«'ouﬂ Qz/

SVQ?ZJSUW}Q M]&(Qj?jwaw c\) w\.‘ mo\u' , ¢ mh,
Q\Q‘s«{mo\m dilecenaisle oo Cssect m}ajra)fa (Qwag
| wo@) Mowtndour i Lavors di deformaione
}o% @/V\y i[A@}C ?ﬂCOFQO:

h o
Lj= 52 yOSTciD)Js.

2.3 Energia elastica di deformazione nelle travi

Affinché esista una energia elastica di deformazione il lavoro di defor-
mazione non deve dipendere dal percorso, ma solo dagli stati iniziale e
finale. Questo significa che il differenziale dLq deve essere esatto e quindi
che esiste una funzione energia potenziale elastica per unita di linea ¢ (D)
funzione della sola deformazione tale che:

d¢ = STdD, (2.8)

0, per esteso:

d¢$ = Nde + My -dks + MydO® + T -dy. (2.9)
Ne consegue:
_0¢
S = 3D’ (2.10)
oppure per esteso:
N = % (2.11a)
0€
M, = 9P
M9 Ok (2.11Db)
ok ) |
Y 0ky
_9¢
M, = 36" (2.11¢)
TX = aai,
r-%® yx (2.11d)
oy P
Ty = <.
oYy

Nel caso di elasticita lineare deve risultare:

op _ b _ S g p.
5p ~ ED 3D~ %EUDJ, (2.12)
e quindi:
°p
El] = m (213)

L’integrazione € possibile se e solo se:

0% 22¢
0D,;0D; - dD;3D;’ (2.14)

cioé se e solo se la matrice di elasticita € simmetrica:
E=E", Eij=Ej. (2.15)

Si integri allora dallo stato naturale allo stato finale caratterizzato dalla
deformazione D e dalla sollecitazione § = E D. Uno stato intermedio vale
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AD e AS, con A € [0,1]. Ad un incremento dD = (dA)D di deforma-
zione corrisponde l'incremento d¢ = A(STD)dA dell’energia elastica di
deformazione. Integrando si ottiene quindi:

1
¢ = J ASTD)dA = lSTD, (2.16)
0 2

avendo scelto di porre ¢(0) = 0. Inserendo il legame costitutivo elastico
lineare si ottiene infine:

¢ = %DTED. (2.17)

La richiesta che il lavoro di deformazione sia positivo, a partire dal-

la configurazione naturale, implica la definitezza positiva di E e la sua
invertibilita.

Detta C la matrice inversa della E :

—
C-E™,

si ha quindi:

bl g

D

oppure, per esteso:

J

=
Y, =

@&_(/
OTx
_ oY
= 611)

D=CS.

E anche assicurata Q\O%\Ymm JM’M?Q W/"’Mrﬂ

Eﬂ(' m}a‘&@uw che vale:
V= % J'c s,

f

0

-/

0

S
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2.4 Teoremi sul lavoro di deformazione

2.4.1 Teorema di Clapeyron

N bt §ls elodiil Qivene WPJ
%YDM; Sono ?(ofq(zgw,;b e Leee
&W%c/,;)(o.. S G forw 3( provetiuo 9!&
gq)oc,hmw)n il gt i ap];%wz.'w ,
U fome NF dwve X ooom qeueio scalare
prevorano ol eqoswc Au, . Poicke il
Unvotodi dofonnsrions o ;V\c\i‘)w&,m}e dell peroorse,
b o puo calolare cczéﬁb‘w&: & incmmdace
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2.5 Energia potenziale totale nelle travi
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2.5.2 Principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale
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2.6 Centri di flessione e di taglio

Nel seguito si suppone che esista I'’energia elastica di deformazione e
che quindi il legame costitutivo elastico lineare sia invertibile e le matrici
di elasticita e di elasticita inversa siano simmetriche. Come gia detto si
suppone inoltre che la parte assiale e flessionale sia indipendente da quella
tagliante e torsionale. Si faccia poi riferimento, per il momento, al punto
O della linea d’asse per il calcolo di tutte le quantita che intervengono nel
legame costitutivo. Si scelga infine, nel piano della sezione, un generico
sistema di riferimento Oxy (fig. 2.1).

Figura 2.1: Sistema di riferimento

2.6.1 Centro di flessione

Si consideri ora una deformazione assiale e flessionale tale che k¢ = 0 e
€ # 0. Tramite il relativo legame costitutivo elastico lineare a tale defor-
mazione corrispondera una forza normale N e un momento flettente Mg,
valutato rispetto al polo O, equivalenti ad un’unica forza normale avente
retta d’azione che intersechera la sezione retta in un punto G, detto centro
di flessione (fig. 2.2). Si ha:

Figura 2.2: Centro di flessione
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G-0= %ezfo (2.18)

II centro di flessione G esiste poiché N # 0 in quanto non deve esse-
re nulla 'energia elastica di deformazione pari a ¢ = %N € e poiché per
via della linearita del legame la retta d’azione che definisce G non dipen-
de dal valore di €. Inoltre se il centro di flessione viene scelto quale polo
del legame assiale flessionale, il legame assiale e quello flessionale vengo-
no disaccoppiati in quanto ad una generica curvatura flessionale k¢ deve
corrispondere una forza normale N nulla. Infatti si considerino due defor-

P T ; . pf G T f T
mazioni assiali e flessionali D} = [e 0 O] eD, = [0 kx ky] . Alla
dilatazione €¢ corrisponde un momento flettente MfG1 nullo, per cui risulta

T T
(Dg) E'D! = (DE) St = Mf, - ks = 0. Per via della simmetria del lega-
me dovuta alla esistenza dell’energia elastica di deformazione deve allora

T T
risultare Noe® = <D§> st = (Dfl) E'DY = 0 e infine N, = 0. Scelto allora
G quale polo del legame assiale flessionale, le due parti indipendenti, una
assiale e una flessionale, possono scriversi:

N = M, (2.19)
Mf = Jkt. (2.20)

La costante di proporzionalita M, rigidezza assiale di un elemento di trave,
ha dimensione F e puo essere misurata per esempio in N. Poiché MfG e k¢
sono vettori nel piano della sezione, I'operatore lineare J che ne definisce
il legame elastico lineare ¢ di consenguenza un tensore del secondo ordine
piano, il tensore di rigidezza flessionale di un elemento di trave, e le sue
componenti hanno dimensione FLZ e possono quindi essere misurate per
esempio in N m?.

2.6.2 Centro di taglio

Sia data una prima deformazione torsionale e tagliante tale che @, =
0 e y; # 0. Tramite il relativo legame costitutivo elastico lineare a tale
deformazione corrispondera un momento torcente M;;, valutato rispetto
al polo O, e un taglio T;. Il sistema di forze ¢ equivalente ad un’unica forza
di taglio avente retta d’azione 7} non ortogonale a y; in quanto I’energia
elastica di deformazione, paria ¢ = %Tl - ¥1, non deve annullarsi (fig. 2.3).
Sia data poi una seconda deformazione torsionale e tagliante tale che @, =

Yy =aiy: +azy?2

T = a1T1 + azTZ

Figura 2.3: Centro di taglio

0 ey # 0, con y, ortogonale a T,. A tale deformazione corrispondera un
momento torcente M;,, ancora valutato rispetto al polo O, e un taglio T»
pure equivalenti ad un'unica forza di taglio avente retta d’azione 7> non
ortogonale a y» poiché anche in tal caso I'’energia elastica di deformazione,
paria ¢ = %Tz - ¥2, non deve annullarsi. Quindi 7> non é parallela a 7} e le
due rette si intersecano in un punto C detto centro di taglio.

Si osservi innanzitutto che C esiste, in quanto la sua posizione non di-
pende dallo scorrimento iniziale y, prescelto. Infatti essendo y; e y» non
paralleli, un qualunque scorrimento y puo scriversi come loro combina-
zione lineare. Per la linearita del legame a y corrispondera un taglio T
combinazione lineare di T; e di T», quindi passsante per C. Se poi il centro
di taglio viene scelto quale polo del legame tagliante torsionale, il legame
tagliante e quello torsionale vengono disaccoppiati, in quanto ad un angolo
unitario di torsione ® generico deve corrispondere un taglio T nullo. Infat-

T
ti si considerino due deformazioni taglianti e torcenti D} = [O y,g yg]

T
e D} = [@ 0 0] . Allo scorrimento y© corrisponde un momento tor-

cente MS nullo, per cui risulta (DY) E'Dt = (DY)'S! = M&O = 0. Per
via della simmetria del legame dovuta alla esistenza dell’energia elastica di
deformazione deve allora risultare T, - y = (D})" S} = (D!)" E'D} = 0 e
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infine T> = 0. Scelto allora C quale polo del legame tagliante torcente, le
due parti indipendenti, una tagliante e una torcente, possono scriversi:

Mtc = J10, (2.21)
T =T yC. (2.22)

In tal caso la costante di proporzionalita Ji, rigidezza torsionale di un ele-
mento di trave ha dimensioni FL? e puo essere misurata per esempio in
N m?, mentre I'operatore lineare I' che ¢ un tensore del secondo ordine
piano, il tensore di rigidezza tagliante di un elemento di trave, e le sue com-
ponenti hanno dimensione F e possono quindi essere misurate per esempio
in N.

2.6.3 Energia elastica di deformazione

A seguito della scelta dei centri di flessione G e di taglio C quali poli per
la descrizione del legame costitutivo delle travi I'’espressione del lavoro
virtuale interno che compare nel principio dei lavori virtuali resta, come
gia visto, formalmente immutata da cui consegue la stessa proprieta sia
per I’energia elastica di deformazione che per ’energia complementare:

b = % {.7\4(66)2 + ke Jke + Ji0% + y© -ch}, (2.23a)
Lp:l{iN2+MG-J_1MG+l(MC>2+T-T’1T} (2.23b)
2 lm f S ' '

Se x e v sono direzioni principali di flessione, ovverossia direzioni prin-
cipali del tensore di rigidezza flessionale J, e analogamente se x’ e y’ so-
no direzioni principali di taglio, ovverossia direzioni principali del tenso-
re di rigidezza tagliante I', I'energia elastica di deformazione e I'energia
complementare si scrivono:

$ =5 1M () 4 1k 4 1K + 107 + Lo (vE) 4 1y ()]

2
(2.24a)
2
B D7 M LU M (224b)
2 M ]x Jy ]t Fx’ Fy’ ’ '

dove Jx e J, sono i valori principali di J e I’y e I, quellidi I'.

S 0 0

Coordinate dei centri di flessione e di taglio. Si vogliono valutare le coordinate
dei centri di flessione e di taglio in funzione delle componenti della matrice di
elasticita relativa al punto O della linea d’asse.

Al fine del calcolo delle coordinate del centro di flessione, si inseriscano le for-
mule di trasformazione della dilatazione delle fibre longitudinali e del momen-
to flettente nel legame costitutivo della parte assiale e flessionale, scritto con
riferimento al centro O sulla linea d’asse. Lo sviluppo del legame costitutivo
fornisce:

N = EL (€€ — kg + kyXG) + Eb ks + L Ky, (2.25)
che si riduce nella forma (2.19):
N = ELe, (2.26)
se e solo se si pone:
Et Et
Xo= -2,  yg=-2= (2.27)
z EZ

Si noti che inoltre € possibile ricavare le componenti del tensore di rigidezza
flessionale. Infatti si ha:

ME + Nyg = EL, (€6 — ke + kyxg) + ELky + EL ks, (2.28)

che con le (2.26) e (2.27) diventa:

‘ (Bt - EL_Ef
ME = (E; _ ;j;) )kx + (E;y - = ) k. (2.29)

z z

Analogamente si ottiene:
. 2
EL_Ef Ef

MS§ = (EL, - 2255 ko + | Ef - ( Z{) ky. (2.30)

E; Ez

Al fine del calcolo delle coordinate del centro di taglio, conviene utilizzare il
legame costitutivo inverso scritto con riferimento al centro O sulla linea d’asse:

(¢ ¢ C, C, M;
yv«r=| C. C. Ci, Ty, (2.31)
Yy c,., ¢, G, Ty

poiche si ottengono cosi degli sviluppi formalmente analoghi a quelli precedenti.
Infatti, si inseriscano nella (2.31) le formule di trasformazione dello scorrimento
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delle fibre longitudinali e del momento torcente. Lo sviluppo della (2.31) fornisce
innanzitutto ’analoga della (2.25):

® = CL(ME - Teye + Tyxc) + CLy T + C, Ty, (2.32)

che si riduce nella forma inversa della (2.21):
0 = CIME, (2.33)

se e solo se si pone, analogamente alle (2.27):

t t
_ CZJ/ _ sz
Xc=—"t ycfﬁ-
z z

(2.34)

Si noti che inoltre € possibile ricavare le componenti del tensore di rigidezza
tagliante inverso. Infatti si ha:

y$ +0yc = L, (ME = Toye + Tyxc) + CiTy + CL Ty, (2.35)

che con le (2.33) e (2.34) diventa:

. L)? CL.Ct
Ye = (C}C - —(CZ,E) ) Ty + (C;y - 2’&”) Ty. (2.36)

Analogamente si ottiene:

2

. CL Ct C:

(-0 (5
z
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Capitolo

MODELLO DI EULERO-BERNOULLI

Si costruira nel seguito la teoria di Eulero-Bernoulli della trave elastica
inflessa, innestando una semplice assunzione costitutiva nel quadro cine-
matico sviluppato in precedenza. La prima versione di tale teoria é dovu-
ta a Giacomo Bernoulli.! In seguito Eulero,? su suggerimento di Daniele
Bernoulli,? risolse basandosi sulla teoria di Giacomo il problema della de-
terminazione della elastica, cioe della forma che una trave elastica molto
snella assume sotto diverse condizioni di carico.

Le pitt ampie applicazioni in sede tecnica della teoria della trave inflessa
si riferiscono alla sua versione ristretta alle ipotesi di un legame costitutivo
di tipo elastico lineare inserito nel quadro cinematico valido sotto I'ipotesi
di piccoli spostamenti. Tuttavia, come vedremo, nello spirito della teoria
delle travi inflesse risulta possibile considerare anche altri tipi di legami
costitutivi, per esempio elastici non lineari oppure elastoplastici od anco-
ra viscoelastici. D’altronde spesso non ¢é possibile prescindere da tali tipi

LGiacomo [Jakob, Jacob, Jacques] Bernoulli (1654-1705), nato a Basilea. La versione de-
finitiva della teoria della trave inflessa fu da lui pubblicata in “Histoire de I’Académie des
Sciences de Paris,” 1705.

2Leonardo [Leonhard, Leonard] Eulero [Euler] (1707-1783), nato a Basilea. I suoi prin-
cipali risultati sullo studio delle travi elastiche sono riportati in appendice al suo libro
“Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive propietate gaudentes”, pubblicato nel
1744, nel quale le soluzioni di svariati problemi sono ottenute sistematicamente con metodi
variazionali.

3Daniele [Daniel] Bernoulli (1700-1782), figlio di Giovanni [Johann] Bernoulli (1667~
1748), fratello di Giacomo. Daniele propose ad Eulero il problema della determinazione
della forma di una trave inflessa con una lettera del 1742.
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piu generali di legami costitutivi, per esempio se si vogliono eseguire delle
verifiche agli stati limite ultimi.

La teoria della trave inflessa si presta bene ad affrontare lo studio delle
travi piane, travi che non sono soggette a deformazione di tipo torsionale.
In tal caso si potrebbe anche considerare, senza problemi, un quadro cine-
matico di riferimento non limitato ai piccoli spostamenti. Nel caso di travi
spaziali, si presta invece ad affrontare lo studio della sola parte flessionale
della deformazione. In tal caso I'ipotesi di piccoli spostamenti diventa indi-
spensabile, o comunque di difficoltosa rimozione, per la necessita di sepa-
rare la deformazione nella parte flessionale e in quella torsionale, agevole
solo sotto l'ipotesi di piccoli spostamenti.

La versione della teoria ristretta ad un legame elastico lineare, alle pic-
cole deformazioni ed alle travi ad asse rettilineo omogenee e a sezioni
rette costanti (solido cilindrico) € in accordo con la soluzione flessionale
del problema di Saint-Venant. Osserviamo subito che le due teorie si in-
trecciano senza che I'una sia compresa nell’altra, dato che il problema di
Saint-Venant e ristretto a tali assunzioni e quindi, da questo punto di vista,
meno generale della teoria della trave inflessa, e nello stesso tempo risulta
piu generale in quanto e in grado di descrivere anche le parti tagliante e
torsionale del legame costitutivo che invece uno schema analogo a quello
della trave inflessa non ¢é in grado di descrivere in forma accettabile.

Si conclude osservando che un pregio della teoria delle travi inflesse ela-
stiche lineari € anche quello di mostrare esplicitamente le analogie esistenti
tra la deformazione di una trave elastica inflessa ed il moto di un corpo ri-
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gido. Risulta allora chiaro perché la flessione di una trave dipende, come
si vedra piu avanti, da un vettore dei momenti statici e da un tensore di
inerzia, analogamente al moto di un corpo rigido, da cui la necessita dello
sviluppo di una “geometria delle masse” nell’ambito della teoria delle travi
inflesse.

3.1 Legame costitutivo nell’intorno di un punto

Al fine di implementare le parti assiale e flessionale del legame costituti-
Vo si suppone innanzitutto che le trasformazioni rigide delle sezioni rette,
che come detto descrivono mediamente la cinematica della trave, diano
una descrizione sufficientemente accurata delle dilatazioni puntuali delle
fibre longitudinali. In secondo luogo si suppone che un elemento di fibra
longitudinale si comporti come una barra sottoposta a trazione semplice
(fig. 3.1). Questa ipotesi caratterizza dunque il legame costitutivo nell’in-

dz
ﬂ—‘H linea d’asse

-

elemento di fibra

fibra longitudinale

Figura 3.1: Generica fibra longitudinale

torno di un punto per il tramite di un diagramma tensione-dilatazione.
La dilatazione é quella, calcolata nel dato punto, della fibra longitudinale
passante dal punto stesso mentre la tensione ¢ quella agente, in corrispon-
denza del punto, sulla giacitura di normale la direzione della fibra stessa.
Naturalmente la dilatazione delle fibre longitudinali, cosi come le corri-
spondenti tensioni, varieranno in generale sia lungo una data fibra che su
una data sezione retta.

Si ricordi che nell’ipotesi di piccoli spostamenti 1'equilibrio viene scrit-
to nella configurazione indeformata, nella quale le fibre longitudinali sono
sempre ortogonali alla sezione retta. In tale ipotesi la tensione ¢ dunque
ortogonale alla sezione retta, e ne consegue che alla dilatazione € di una fi-
bra longitudinale corrisponde una tensione normale o agente sulla sezione
retta in corrispondenza della sua intersezione con la fibra stessa.*

Nel caso piu generale possibile, la tensione normale agente in un dato
punto ad un dato istante dipendera dalla storia della corrispondente di-
latazione fino a quell’istante (legge di determinismo). Qui ci si limitera a
considerare due legami costitutivi particolari, quello elastico, e in partico-
lare elastico lineare, e quello elastoplastico. Nel seguito si sviluppera poi
in forma completa il solo caso elastico lineare.

3.1.1 Legame costitutivo elastico

Se il materiale e elastico il diagramma tensione normale-dilatazione € uni-
voco e viene seguito sia durante la fase di carico che in quella di scarico
(fig. 3.2a). In altri termini ad una data dilatazione viene a corrispondere
una ben precisa tensione normale. Dette € la dilatazione, in un dato punto,
della fibra longitudinale passante dallo stesso punto e o la corrisponden-
te tensione normale agente sulla sezione retta nello stesso punto, il piu
generale legame costitutivo elastico si scrivera pertanto nella forma:

o =o0(€). (3.1)

Si noti che tale legame rappresenta il comportamento del materiale di cui e
composta la trave. Se la trave non ¢ omogenea tale legame variera da punto
a punto.

Se il diagramma ¢ lineare il legame costitutivo (3.1) diventa poi (fig. 3.2b):

o = Fe, (3.2)

dove il coefficiente di proporzionalita E rappresenta il modulo di Young
del dato materiale. Se la trave non e omogenea il modulo di Young puo in

4Nel caso di spostamenti finiti, ovverossia se gli spostamenti non sono piccoli, le tensioni
devono considerarsi agenti nella configurazione deformata. Le tensioni sono allora ortogo-
nali alla sezione retta deformata solo se le fibre restano perpendicolari alla sezione retta
anche dopo la deformazione. Per la trave che soddisfa il vincolo interno di ortogonalita tra
asse e sezioni rette questa condizione é senz’altro vera solo in assenza di deformazione di
torsione, come si verifica per esempio nel caso cinematicamente piano.
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(a) Elasticita non lineare (b) Elasticita lineare

Figura 3.2: Elasticita

generale variare da punto a punto, sia lungo una data fibra che nella sezio-
ne retta. Casi tecnicamente importanti di travi non omogenee si hanno, per
esempio, nel caso di travi in cemento armato, realizzate con una gettata di
calcestruzzo di cemento all'interno della quale sono annegate delle barre
di acciaio, oppure nel caso di travi laminate, composte da strati di diverso
materiale. In tutti questi casi il modulo di Young é costante a tratti.

3.1.2 Legame costitutivo elastoplastico

Se il materiale é elastoplastico il diagramma tensione normale-dilatazione
non e piu univoco poiché allo scarico, una volta superata la tensione di
snervamento, viene seguito un diverso percorso elastico lineare. Il caso
piu semplice possibile ¢ quello di un diagramma bilineare, elastico lineare
prima e perfettamente plastico dopo lo snervamento, con uguale limite di
snervamento a trazione e compressione (fig. 3.3), utilizzato per modella-
re sia gli acciai per cemento armato che quelli per strutture metalliche.’

SAl fine di eseguire verifiche agli stati limite gli eurocodici 2 e 3 permettono I'uso di
diagrammi bilineari per gli acciai per cemento armato e, rispettivamente, per strutture me-
talliche. 11 limite di snervamento in tali diagrammi e riferito allo snervamento caratteristico

A
1 ﬁT_
o =E(e—€p)

€
>

| e/

| €p €e
|

>l |
>

Figura 3.3: Elastoplasticita

Se in un percorso di carico viene superato il limite di snervamento la ten-
sione normale non € piu determinata univocamente dal valore attuale del-
la dilatazione della fibra longitudinale, ma viene a dipendere dalla storia
della dilatazione stessa precedente l'istante di tempo attuale. Si noti che
risulta possibile scaricare una deformazione permanente sviluppatasi per
il superamento del limite di snervamento per esempio a trazione, scari-
cando prima e ricaricando poi fino a superare il limite di snervamento a
compressione.
Le dilatazioni elastica €., permanente €, e totale € sono legate dalla
relazione:
€ = €e + €p. (3.3)

Ne consegue la validita della seguente relazione elastica lineare allo scarico:
o=E(e—¢p), (3.4)

relazione che coincide con la (3.2) nel caso di provino vergine.

fyk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo « e oppor-
tunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza ys: 0s = & fyk/ys. Analogamente a
qualunque valore caratteristico, lo snervamento caratteristico rappresenta il livello tensio-
nale al disotto del quale ci si aspetta di trovare al piu il 5% delle tensioni di snervamento
relative a prove di trazione su provini del dato tipo di acciaio.
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Un altro esempio di diagramma elastoplastico puo essere quello riguar-
dante il calcestruzzo compresso che, allo scopo di coglierne la forte non
linearita, puo essere modellato con un tratto parabolico nella parte elastica
seguito da un tratto perfettamente plastico,® come indicato in fig. 3.4.

ol

i O‘=US{1—(1—€£S)2}

s

__—asse parabola

| |
A A

~Y

Figura 3.4: Calcestruzzo compresso

Occorre a questo punto precisare che un diagramma del tipo di quello
riportato in fig. 3.3 risulta valido se sulla sezione retta non agiscono ten-
sioni tangenziali, ovverossia se sono nulle le azioni taglianti e il momento
torcente. Nel caso cio non sia vero il diagramma ¢ ancora valido fino al
raggiungimento dello snervamento, quindi in fase elastica. 1I livello ten-
sionale che provoca lo snervamento dipende invece dalla contemporanea
presenza della tensione normale e di quella tangenziale, cosi come il com-
portamento che ne consegue a seguito dello sviluppo delle deformazioni
plastiche. Comungque tale dipendenza e spesso trascurabile quando si trat-
ta di tensioni tangenziali dovute ad un’azione tagliante, almeno se il valore
di questa azione ¢ contenuto.

61’eurocodice 2, al fine di eseguire verifiche agli stati limite, permette l'uso per il calce-
struzzo compresso di un diagramma del tipo di quello indicato in fig. 3.4. 1l livello di snerva-
mento o5 del calcestruzzo compresso, come gia per I’acciaio, é riferito allo snervamento ca-
ratteristico fk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo
« e opportunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza yc: 0s = &fck/Ye-

3.2 Legame costitutivo assiale-flessionale elastico
lineare

Allo scopo di implementare una teoria della trave, occorre trasformare
il legame costitutivo locale descritto al paragrafo precedente in un legame
costitutivo tra le caratteristiche di sollecitazione e di deformazione della
trave. A tal fine occorre innanzitutto inserire la relazione:”

€p =€+ kxypr — kyxp, (3.5)

che lega la dilatazione e€p della fibra longitudinale passante dal generico
punto P della sezione retta in funzione della dilatazione € della linea d’as-
se e della curvatura k della trave (fig. 3.5) nella opportuna equazione co-

dz

D

Figura 3.5: Dilatazione delle fibre longitudinali

stitutiva locale, per esempio la (3.2) nel caso della elasticita lineare. L'inte-
grazione sulla sezione retta della tensione normale o e del suo momento
rispetto al polo prescelto permettera infine di ottenere le cercate equazioni
costitutive.

7Cfr. 1a (1.82a), p. 31.
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3.2.1 Legame costitutivo assiale
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3.2.3 Travi omogenee a piccola curvatura
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S 0 0

Legame costitutivo tagliante e torcente.
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centro (del modulo di elasticita tangenziale), il fattore torsiona-
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salvo nel caso della torsione di una sezione circolare.
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3.3 Geometria delle masse

3.3.1 Masse distribuite su un’area piana
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3.3.2 Vettore dei momenti statici

%{ AQYK\'\M‘SCQ \/QHO(Q &QJ W\. Sh}ic{. F!‘?‘)QM‘O
Qc\ UM ‘“31»0,({(,0 ()uv\}o O JLQ t}\a/ua }} \/Q/Ho‘f:

jA I (P-0)dA .
Gi & o okruito o “aupo Moriale dehiibs
ol pisve 4 s, Se O @ Q souo
we poati dl piswo | dalla idonkRt velrish.
P-Q = (P-0)~ (Q-0),
o tae b aiow -
5(Q) = s (o) - [Q-0),

I

s

Q

i doseive Cam po w)ﬁom&x note il gue
Aot in Fw\}o o, & lﬂ%o (Cowua
"l Gso M un gistouna du wasse tMe Foq\'}we)
1 vdber du wowenki dhkier o annq
Uno 2 un %«X Fvv\}o c[ﬂ/Qf E)fc’ww G , Wa
it 4 cidfoura di wuasse . b Q=G,
s gubizioun 5(G)=0 s tae
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el o]

QQ W CLQJUC&’.

Momenti statici

DaR wa e % non oredMla wd pido
M&Qﬂ MAK éélw/a Esﬁoa‘ah (Jjﬂ odum j , Non

PBMQQQQ/A a x 5 o@'wa W\Q\MO %h}f@ doll
gis\ww i wagse rispeto Q)&'Qﬁ% x U4 somma

C\MD\ C,Ao\tth!L wWAGGe WU‘(?/DA‘%}Q GTWW Pe( &

cbs\w% cpvxsasbfv\o da X, va,Qx)Ya)Ya \AV-Q/Q/J oli euioug &A/v

S, = 1 wy dA
Si die e fa b b scitih esheruguante
o >, o i sukappoivae, de foay
y o o iwkerwamande . e o G
alicwawo i wowande sRYio obewhe valRudo
O didonze vlla dicesiong or%«aom% ad x

éwrt (ow Q\odmdm. eg*@m/a indoth AG] , N

o\’\&b\&:
§x= fAMj Siwo((ﬂ\ = SJLS(V]QL .

Iu o Sifoma cartesians or}o%@woﬁ Oxj,

0924’ asn W\-"Q%\&M i or\'QMM QS}QCMQ

V{W&QVOMQ e r@%m‘ W\Wf %h}n‘u‘
({gv\\'&v\o d
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L@ @o(éwa)u M ban‘csw\}(o (\éull’w CLUM?VQ:

. 5y
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S
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\'@S{ NS0 (.‘C,v\\fa;
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ngw\oL: =
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QMQOWQ:
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&OVQ,&A&(QG ) gx 9 gj Sewo M( sb}n‘c«‘
\/«JRA)R\‘{ N é\fx%\&mﬂ O(HM‘ 3 X e/nsPQ\‘}{mMQ_

j Lo s‘m&

O g X
Proprieta del baricentro
QXW&N& x’ wwm)r{ 6\&} it % d

G in p\,vm'ouk MQ& QO(QKXWQM b;p‘Mfo
o oo il beoroua da \/an‘%mom ,c\«u%wna:

N()}o .\ Ba{icw)fro , Q quiv\c\,{ \/\o‘ﬁ Q,@ Sud clxsbm%z
CX@ VA Q‘/“Q"W[V‘L (Q/pﬁ c(!bQ ?f&u&,_P@f ¢s. Q/d
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x

@R x il owanke Vi n‘sfﬁo a kb
W ool eserwamande da wwa IQHD}_/ 5
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dihwea Gh Al 520 iudoHe 4 y:
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£\ evidowle da Rl n‘w\M° dig ;| wmwﬁs}a}n‘co
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P’e P! siwmumdkicd s
Po =P

(%)= (P

/ Cl:xtﬁum M ‘:§er;3
L) aste Y devide €0 aces wn due ?a(h N oo AY ) dne s
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A
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o P in AT aveude otesss massa e distanza oon seqno
oPFoStO . Q(%ulf& qvn‘ncu :

S = pxdh+luxdp =0,
/ A o

Se la sezione non € omogenea occorre che in posizione simmetrica ci
sia la stessa massa elementare, ovverossia in posizione simmetrica devono
essere uguali il prodotto della distribuzione di massa per la misura dell’e-
lemento geometrico. Se la sezione ¢ omogenea occorre che in posizione
simmetrica ci siano elementi geometrici di uguale misura. In quest'ultimo
caso e quello che succede in un generico triangolo rispetto ad una media-
na. Ma se si considera una sezione sottile di linea media triangolare, con lo

spessore concentrato sulla linea media, gli elementi di linea media in posi-
zione simmetrica rispetto ad una mediana non hanno in generale la stessa
misura. Se allora lo spessore é costante la sezione sottile non € in generale
simmetrica rispetto ad una mediana. Questo ¢ in accordo col fatto che se
la sezione sottile omogenea la si considera come area, per avere simme-
tria rispetto alla mediana occorre che gli spessori siano uguali in posizione
simmetrica ma valutati nella direzione della simmetria. Questo comporta
che in generale, se c’é simmetria, gli spessori ortogonali alla linea media in
posizione simmetrica non sono uguali tra loro.

Vale infine la proprieta: se le masse sono tutte positive e non allineate
allora il baricentro é interno all’inviluppo delle rette radenti, ovverossia di
quelle rette che toccano la figura senza tagliarla.

Dimostrazione. Infatti data una qualunque retta radente x orientata ester-
namente da una retta y entrante nel semipiano contenente le masse risulta
Sx > 0 e dunque yg = SWX > 0. Quindi il baricentro si trova, rispetto all’asse

Ve tJr\aenl’l Si nis}( ]
ke

= el b defle ralte cadeali

x, dalla parte delle masse. Poiché questo deve valere per ogni retta radente,
il baricentro e interno al loro inviluppo, come volevasi dimostrare. [ ]
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3.3.3 Tensore di inerzia

Si definisce hmgofe AA eromd ; (Up/&}fvo aJ un W:
£l Fvv\k‘o O && F{w/ i\ %ﬂ?uw‘}& \RALSOYC Aﬁ)w‘o:

I:J\/{L{<P_Q).(P_O)£ —(P—O)@(P—O)}JA :

Si definiscono poi, relativamente allo stesso punto O del

piano, 1\ hMSO(Q CL\ EUQQfO :

- JM(P-O)QB(P-O)@LA ,

A

eil Wo AA wmeaud ?026&

Jo J' M (P‘O)‘G)— O)dA :JA M A ,
A

dove e B disfawea Ml pweico ?mko dal ?aQ.o 0.

(Com unsh onvenzow | Tewsore di inerzia isolka s
l = jo L _Q_ .

In MW}{} N un q({gfuu/q tactesiwo OF}M
Oacj/ asulla

]

[(P-0)s(P-0)] = {;ﬁ} .y {xz %J/
(p-Op-0) = [ 3 J{j} gt

x%—jz 0
[(P—O3-(P—O)£]= 0 szrjz
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g( o\)ﬁm qvmc\a‘ :

) ' JMWA —fAijJA]

1) /

j‘ }UCyCJ/‘\ f}k)c

r L\MX%\A X\}ux]cﬁ\ |
B

gt

I, = L/L(.)Cz'i—yz)(“’\ .

Momenti di inerzia

DR wa o o ol % wel prows e
MASSe od owd  hidtiouns g Pm@(&l W x o
cbﬁ‘wcc,c,c Wo AA Wl ¢ a && %i%\m/a di
WS r(%MO W 'asse 2 Lo somuna MQQQ 9\'\%9&

Wﬁi(y@m\re Srwwa per | quadake dilla

Y
/ /d sin¥

disRuza dsll ' asse m/&/b/h WQQA i€ vious_ j:
RN

Se om Tx S imc&.{% il WMQ c\i weredd ch{
5 o\‘)ﬁbu& \@QM\M&O «QIL (&X‘»hu’dz, uQQ/cJ Az(rf.'a'wk
or\o,o\u&t a(l X o o)rhm Fo{:

T ij)\@smo()zol/\: L sfwzo( .
A

A%QOLFMQ, dati due asi v ¢ Y orieula by
QS\‘Q//’Y\'&MM):Q A&QQA (QHQ op'wML j/ e X/

(igf;a)ﬁ(wh) o deliwice Mo cw}d]zuag
AAQ sis\ww & WASP risye)*‘m 39/@ sy X ej &J
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v
A
P I
/ [

Somnwmn A.QQ,QQ C,\"V%DQE waSSR vw“ip’?j%l}ﬂ oarvww f‘f

Qz C\I‘\S\—SN\UL M,BE« ¥ X ey WWQ/HA 97%1/\9)

mﬁ% CLH‘C'Z&W cL\ 7/1 ,Y;/ (.‘QM!’WQ:
jyzj,ux///om
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i\ Wﬁ @A)J"ﬂ'?vap QLB/CJO a hQA Oﬂwb’uw
2 OA-\RQALQ:

Ly:LMWdA :

Vel 05 1| wowonke aukilvgo j:y %q\hawg,
N ziow oﬁogpum@‘ % ¥ X ey, ou 0 ocieuta=
ziows indote da tAQXa%‘/Cﬁ ha :

= X 5 sin JA: smz
Iy LM( )y sinst A =Ty sinC .

Se 04 serione \)ossieiﬂ on @sse 4 Qimmeh{a a?wcLQ
o\;QA(J[qu (.Q MMMO (:wh(puao r(SFeuo &W ’JQSE c{,«
GiwmmeT (13 ¢ ad on qanunun 53¢ avm\‘e O/J clireu'ome/
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In?a}\‘{ %4 j o 482 di simmetria &M’é)rea piang

A € ga x undse avante &1 cb‘(u{ouﬁ c\i %immah{a €
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o AXV(GE\ AE&.Q\G%QJ. Poicher ac\ OOJ\M PW&O P/C{l A/
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P/e P’ Simwahic ;
P =P’
DB — PTp”

M) = (P)
!limim A siwwelria

comé‘)o‘/\AQ \' PvY\\‘o Sivnme/}ﬁ'co P” WQ S\‘QQSJ wmassa ,
u?jva«Qm Listanza N se3mo dalasse © o ditanza ou
%ﬁémo owo#\‘a M\Asse j (.‘suHZ:

da wi G%AIQ, immeAAé\‘&mOM}Q che Izj—_—‘O.
Coo™ frwlxgo) e @ersm\faa'm( 19,« }wswi &

iner 4 l ¢ di Elho ’Q ¢ CULQ Wo & ineua

VH

f"QarC :Jro inun %i‘a}wx/d A» ([F@ﬂ'w}o %(bsféwao

Of‘g%ﬁ)\A/A/Qﬁ ij divenkano :
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|
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T
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oy
¥

IO:Jx+j] /
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Formule di trasposizione o del trasporto (Teorema di Huyghens-Steiner)

T4 fowsor B WwWl(zia I e ;\ \rwgme cb' Eu&m i
@s\\¥vi‘£9\«9 dut M«MP{ &wSOdan A‘Qﬁ,\u}' % l‘VHt \
Pw\}i AQQ pidmg &QQQ& W%

Q

O

e 0 ¢ Q sowo dme Pw}ié&?i&w/im%
dukiR velboriah.
P-0 = (P-Q+(Q-0),
nella .
(P-0)e(P-0) =(P-Qe (P-Q) +Q-0J8(Q-0)+
+(P-Qe (Q-0) +(Q-0)8(P-Q),

Ne consegue:

1(0) = 1 (@)+ M @-cle@-0) +
+5(Qe(Q-0)+@-0)®s (Q).

In ‘)a(}\'(O()/clfe) e & p? CO;V\CI‘AWQ i] V/V\}O Q o '.l
bzm'(‘m)fro C*/c,/i OH\'UML:

J(0) = 3(e) + M (6-0)s(c-0),

et~ 5(6)=0 .

No‘ﬁ i chmmki C\'Mervia g;ca/ho e vvxowx@n\‘o
cm)r((pu?jo L»Qjo (QQ/AH\/: ad ona cow(a Gl’ojo U as
Eariwwh{c), com?mwz)r{ doll Yeusow & Euero Q(G)/
Q/\ quindi FO%\LJVQL AkQ*@rv\M‘\A,QfQ A W\OW\N}; Ix/]j ¢
3‘3 (E,Q/A}{vamw\e ad wna co‘;ffa di asi Oxj ga(aQQSLQA' M
Pm&.&u}() @w‘)w. cw\ fowcor 4 EuQuoj(O).
A \Q& S;\'VUL bas\m moyfe(e, n Com?om/w\‘-' a F@Q/@uowz,

P( Q(,Q.M e , tenendo conto che:

o-or)- |1,

Yo
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[(G -O)@(ﬁ_o)] _ [ IGZ I(,L‘%J )

Ny I

dove. X, e Y, Sono % (porolivxa\*o, JQQ bariMm el
%%\rﬂwc\ Nown Ba(iW(JCO 023 ’ ((suQ‘m :

Jy 1 » Iy T J & Xy
= + m e
]_.lxj I x Tx_ ojo Jr,o X(,j - lj ¢

Si oH&M%O«/\o o Qﬂ QO(M\/Q!L AA *(é%?o%ic{ovxz szf
L mowth U merza ¢ M(I@uap:

Ix: pr+ mvc%
1= Ty, + M

‘jx) = T*ojo+ mx&ja

Da queste Pocawde & evidohe che i un Pascio di rebte
farm 1 inime mowanlo &4 wmuza o ha f:st)eﬂo
al) Vasse. banicnkrico , s wil caso di oistoat do
masst positive .

Sommands G due Formoll di baspaizions. rdlative

M Momat &4 inerza o ottiene o Q)(WQ@ & \‘@g(})qu

Lon Pun‘Q movvx!zm}o FOQ/QJ(Q '

J, = J .+ e,

dove ‘QZ:I(E 2 jé & i qv@c\@h MQQ AA‘Q}SML& M
?uY\}o O dal }Daﬁwm 2 AM gy e kevw‘“o th}o l‘/ll(’,

JOZJJNL@ ¢ IG:IQ+Ija .
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Direzioni e momenti principali di inerzia

Le direzioni principali & e n del tensore di inerzia sono dette direzioni
principali di inerzia, il sistema principale O&n e detto sistema principale
di inerzia, mentre i valori principali di inerzia coincidono con i momenti
di inerzia rispetto agli assi principali Jg e Jj, che per tale motivo vengono
detti momenti principali di inerzia. Nel sistema principale di inerzia la
rappresentazione del momento di inerzia polare Jo e dei tensori di inerzia
J e di Eulero J risultano:

Jo=Je+Jn, U= [0 JJ , 1= [0 JE] (3.6)

Si noti che nel caso di un sistema di masse positive i momenti principali
Je e Jp sono entrambi positivi e il determinante del tensore di inerzia J ¢
quindi positivo:

detJ = JgJy > 0.

Ne consegue che in tal caso il tensore di inerzia J é simmetrico e definito
positivo, in accordo con I’analoga richiesta per la matrice di elasticita.

Formule di rotazione

Siano 037 & Oxy rispeltivamente 1\ sistauea
yrmaYan ¢ un geecio sistua di ciferimento,
swftambs &k oo O.

Noti i momenki P((noi()aj&' Ig ¢ J,Le,
«Q\QW\%OQO oL e 0\asse x pwm@@wve,éﬂg/

‘)o%{‘hvo QLJM\{O(a(io, _OQ QovaQi A4 (oh'm‘owo, fornisco-

no in tal caso Imovnw}{ da nefrua Ix e Jj 2 iﬁ mO'mM\(o

C?/vth ' ﬂzﬁQ ij in funzione dell'angolo o/ :
— 2 L2

r L‘ = J%co%%‘FJtSW\ oL

Iy = Jysm' + ]y cos®el

By = (J=Jy) sinet cosed
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Circonferenza di Mohr \ ﬂ (1

Per costruire 04 ciconlernzd 2 Y@,’}im dai mowh:
(LC nesrza ]xejj e A&J W\MO le}(;cvép JDJ (Mivi
ad on 3,%@((60 gfshw&él O:mj occorre considerare che o
1 putre ¢ individvale dfla oppia (1) Ty
moudre | ?uv\}o Y dalla coPFia (Xj,-—}pj)
Unomdo 1 due. ‘M\}. o oMiows on dagwelto p Ua gva inte= £
senions ow 0 ase bl geise doYermina il oo e ine
B 0\ inkcsezione dla ciconberonza on Uase dlll aseise
MAJ\/I\AU& ( ?\M}\ g e 'L COK({%FWAMJ\[ Aﬁy& gy r(fnu'[?a&‘. Lﬂ
Tontndo ‘?0{ o e b (o}av‘mi ﬂQjL ?i&mo 4oy Wmasse
Sou0 CWlCOfCL{ m geﬁmo e ?an‘ &QO@ wela di qv@%b an«
pidwo i Mohr, o ?o%{\cfﬁa mdividvare & direziows
grim{?aQA‘ % e YL a Qarhre dagd a x < y -

Da,QQA dr@wper@v\za ¢ oH[QwL inour’i cl')@:

o (S

€=

yr
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e Gt ﬁ‘oH'(’)\/\%DY\o i mom@n‘{ (Dr{nu“FaJZx d,l melzd

| = ct@ .
i, |

Swm AaQQ/A cconbomnza o ottiene whine che :

_ Oy
fanZ%— ];c—]_} J

AOV@ o indica uno qw&e\'asc des dve &wBoQA che indi=
vidvavo L dingeiow P{M(,{‘)@DX di ez 8.

Si noti che la circonferenza di Mohr associata ad un tensore di iner-
zia e sempre situata dalla parte positiva dell’asse dei momenti di inerzia,

essendo questi sempre positivi.

Raggi di inerzia

Un W\OWIZMXQA»( Nz a Jx , valutahs ({@[Jeﬂo ad M
W.‘@ ase 2, ha U dimousions i wna wacsa

e s Gorares o pdah, % (oo dde pur O
WasYd bohde ¢ o eshar &J (@(L‘ca qvaclo}a o offieue
ona qm\rih\ oI ad wna Quna}»ezza che ‘J(w& 2

nome AA _@326{0 AA mefmd (WM“WO QQ,QIQ%Q %)'.

2 Qx‘o(fwiyrca\o Fsico di fég?fio & inema f, Q‘ﬂue@o
& distanza 40! BR X A cul o pmenkrare Ua
ALY \o\&QQ (TL per GH@A&MQ Qg g\r€9§o mmww}a cL nered
fis\)eHo o Tasse 2.

Dividendo le due formule di trasposizione e le due formule di
rotazione relative ai momenti di inerzia per la massa totale N\
si ottengono le analoghe formule di trasposizione:

L L
jxr— Lo—\— \j(r'L

1 t 1
fe g
e di rotazione:
2
j = o+ / sinol

} fy = fgzsmzo( +/qzco%2°(

per i raggi di inerzia.
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Ellisse centrale di inerzia (o ellisse di Culmann)

Lellisse centrale di inerzia o ellisse di Culmann ¢ la curva di

equazione:

W, (P-6)- Y (PG ) =1,

dove 2—1 A Ve [Go eULQ }wgarf i Ev—&(o
{Zﬁd}wo ﬂQ b?/iCﬁWhO.

Infatti, in W ' w& ‘Si%\w frs\ku'fa,QL Gxy

fl'gx)“’él :

/1, O x
e OJ .l p-6) =4 1},

et ’?—70374'0»\»(’. Mg

N\[X . 1/J'yO x

o |l

Por(c\m\ NL/]-},:'\/}; e M/Ix = 1//9: o OH;M MY{M:

X }/l_
= + = 4

fy K
TQQQ &Q/éuw. mff&w)a Q\@iv&'a‘m di o e%‘s%,
do W 7\4&/( %@AA‘W(? /;/ Q,wtég £ asse x ¢ J
Q/\mag Q}W V.

Y

Occorre prestare attenzione al fatto che il raggio di inerzia p, rispetto
all’asse x ¢ calcolato con le distanze valutate nella direzione dell’asse .
Coerentemente con tale circostanza py coincide con il semidiametro lungo
lasse y. Un’analoga considerazione vale per il raggio di inerzia p, rispetto
all’asse y.
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3.4 Sezioni omogenee
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3% wow badaukic < facsa ad ass: bariw}({u' mewkce
WAt v»& use nbcario. G ‘ffm?(a ?Ow' conbo che
mMPme cikerisi &QQQ COO(crima\z el bariceulro
(xgj\j(}) wel gidbowa ij aow bacicaulrico oppure
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to @a%‘ sress oo Rbaki

t_ v 2 2 _
JCG—IC J (jc.—:ya / xﬁj(,—xéyc .

gt

e
\

3.4.1 Sezioni tipiche

Rettangolo
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b 3
Jx=JﬂA =JBM = %h '
A 0
Y
4
h
Y
O x
b
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NW M(.pua I r\gfd‘}‘oav@gbaea.

3 3 h

e = i}) ~(bh >( >‘éz ’
2

_ 0 +fn)bh o ER

Capitolo 3 « Modello di Eulero-Bernoulli 89
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Settore circolare
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Come cas Far}(coQ/el(( o
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Sezione rettangolare con un intaglio
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Questo ultimo modo di procedere é senz’altro indicato se si deve scrivere
un programma di calcolo. Nel caso si debba manualmente risolvere un
problema é piu indicato sottrarre direttamente le quantita, come fatto nel

seguito.
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La sezione a C sottile
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La sezione a Z sottile 56.5
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Ty 464.419

>

108.217
Scala:

y 1 ecm = 50 em?*

36.838

393.040 |
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Capitolo

DISTRIBUZIONE DELLA TENSIONE NORMALE

Nel seguito si studiera la distribuzione della tensione normale su una
sezione retta generica conseguente ai vari tipi di sollecitazioni sempilici,
ovverossia di caratteristiche della sollecitazione, che possono trovarsi ad
agire sulla stessa sezione retta, limitatamente a quelle che generano una
tensione normale. Si consideri che in ogni caso la soluzione conseguente
all’applicazione di piu caratteristiche della sollecitazione si puo ottenere in
generale per sovrapposizione degli effetti. Cio non toglie comunque che a
volte sia auspicabile anche lo studio diretto della distribuzione delle com-
ponenti di tensione conseguente a piu caratteristiche della sollecitazione
agenti contemporaneamente.

Ricordando le (3.2) e (3.5), la tensione normale o, € determinata dalla
relazione costitutiva locale:

o0ze, = Ece, + Eks X (P — G), (4.1)

dove e, ¢ il versore ortogonale alla sezione retta, € ¢ la dilatazione lineare
della linea d’asse baricentrica e k¢ € la curvatura flessionale. La semplicita
della relazione (4.1) rende possibile sviluppare una casistica completa delle
possibili distribuzioni di tensione normale.

Per individuare le distribuzioni della tensione normale corrispondenti
alla forza normale N e al momento flettente My occorre associare alla (4.1)
i legami costitutivi assiale:

N = Me, > €= 4.2)
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e flessionale:
M; = Jkg, = ke = J7 ' M;. 4.3)

Siricorda che la validita delle (4.2) e (4.3) richiede la scelta del baricentro G
quale polo per il calcolo sia del momento flettente Mr che della dilatazione
€. Sostituendo le (4.2) e (4.3) nella (4.1) si ottiene infine:

N _
o.es =Eﬂez+E(_l 1Mf) x (P —G), (4.4)

L’asse baricentrico m, avente la direzione di My, é detto asse momento,
mentre I'asse baricentrico s ortogonale all’asse momento ¢ detto asse di
sollecitazione. Si noti che I'asse di sollecitazione € individuato dall’inter-
sezione della sezione retta con il piano di sollecitazione, piano baricentrico
contenente la coppia flettente M¢. L’asse baricentrico n, avente la direzione
di k¢, e detto asse neutro, mentre 1’asse baricentrico f ortogonale all’asse
neutro e detto asse di flessione. Si ricordi che k¢ € il vettore della rotazione
relativa mentre ee; ¢ quello della traslazione relativa. Ne consegue che in
presenza di sola flessione, cioé se N = 0, la sezione subisce una rotazione
relativa attorno all’asse neutro e ne risulta che le fibre longitudinali indivi-
duate da tale asse hanno dilatazione nulla e quindi, in accordo con la (4.1),
tensione normale nulla. Questa doppia circostanza, statica e cinematica,
giustifica il nome di asse neutro (della flessione). Si noti infine che I’asse di
flessione ¢ individuato dall'intersezione della sezione retta con il piano di
flessione, piano baricentrico ortogonale all’asse neutro e quindi contenente,

105
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L& :O

a5 s Ww‘w&

sd o Ravious.

€q

nell’intorno del baricentro, la linea d’asse deformata per effetto della sola
flessione.

4.1 Criterio di snervamento

La distribuzione delle tensioni normali dedotta precedentemente dipen-
de strettamente dall’assunzione di un legame costitutivo locale elastico li-
neare. E gia stato detto a suo tempo (si veda il par. 3.1 a p. 62) come
implementare altri tipi di legame costitutivo nell’ambito del modello della
trave inflessa. Se si vogliono effettuare delle verifiche di resistenza agli sta-
ti limite ultimi puo essere indispensabile mettere in conto lo sviluppo di
deformazioni plastiche oppure di danneggiamenti del materiale. In tal ca-
so occorre quindi valutare il livello di snervamento, o di danneggiamento,
corrispondente al dato stato tensionale, livello a partire dal quale iniziano
a svilupparsi le plasticizzazioni, oppure i danneggiamenti, del materiale.
Se si assume un comportamento elastico lineare nella fase precedente lo

snervamento del materiale, come é sempre lecito fare per esempio nel ca-
so di acciaio strutturale laminato a caldo, lo stato tensionale precedente il
raggiungimento di tale limite ¢ quello deducibile dalla (4.1).

Per quel che riguarda il limite di snervamento, si noti che se sulla sezio-
ne retta della trave ¢ presente la sola tensione normale allora la tensione
nell'intorno di un punto risulta monoassiale, ovverossia dello stesso tipo
di quella che si ha in un provino soggetto a trazione o a compressione
semplice. In tal caso si suppone che lo snervamento nell'intorno di un
punto avvienga quando la tensione normale coincide con la tensione di
snervamento. Se con g4 e g siindicano i moduli della tensione di snerva-
mento, rispettivamente a trazione e a compressione, lo snervamento viene
quindi raggiunto quando la tensione normale o soddisfa una delle due
uguaglianze seguenti:

o =0y, o=-0g (4.5)
mentre per la stretta appartenenza al dominio di elasticita si richiede che
sia:

-0, <O <0y. (4.6)

Se il materiale presenta un uguale livello di snervamento o a trazio-
ne e a compressione, come nel caso dei materiali metallici, & sufficiente
confrontare con tale valore il modulo della tensione normale. Il criterio di
snervamento e la stretta appartenenza al dominio di elasticita si esprimono
quindi rispettivamente come segue:

lo| = os, lo| < 0s. 4.7)

Poiché la tensione normale varia in generale da punto a punto della sezione
retta, la verifica del raggiungimento della condizione di snervamento va
eseguita nei punti maggiormente sollecitati.

La conoscenza del livello di snervamento del materiale e dello stato ten-
sionale dedotto nellipotesi di materiale indefinitamente elastico, con la
sola aggiunta di un “opportuno” coefficiente di sicurezza, permette anche
di effettuare in modo molto semplice una verifica di resistenza alle tensioni
ammissibili. Basta a tale scopo sfruttare la condizione (4.6) di appartenen-
za al dominio di elasticita, e richiedere quindi che la tensione normale o
soddisfi la condizione:

_ +
Is cog<Zs
Y Y

dove y ¢ un coefficiente di sicurezza maggiore dell’'unita. E opportuno a

questo punto ricordare che la semplicita della verifica (4.8) é figlia delle

; (4.8)
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stesse ragioni che hanno reso obsoleto il metodo di verifica alle tensioni
ammissibili.

4.2 Forza normale centrata

Si dice che una sezione é soggetta ad una forza normale centrata se
I'unica caratteristica della sollecitazione che agisce nella sezione ¢ la forza
normale, avendo scelto quale polo di riduzione il baricentro della sezione
stessa. Essendo My = 0 la tensione normale vale:

4.2.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea, la tensione normale é costante nella
sezione:

Oz = (4.10)

A y
e rappresenta dunque la piu semplice distribuzione di tensioni normali
sulla sezione retta.

Si ricorda che se la forza normale e positiva € detta di trazione, se
negativa di compressione.

N/A

4.2.2 Sezioni composte di piu materiali
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Si ricorda che é la validita di tale principio che consente di fondare una

teoria della trave sulle caratteristiche della solllecitazione.
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4.2.4 Condizioni di snervamento (sezioni omogenee)

La siban‘omo. ghﬂhcﬂ ¢ qu@Q‘LA cLuL St [u in un Y(ov;m)
QOE%,Q,HO 1 fazow o 4 cwwf(ess{ovxe swmfa'&. Por \‘sﬂ

w\o}f vo occorre quindi C;W\C(awh(e AM@H&W\QM}' e La \ws{wx
normalk agmb wlla senon con quzQQ/a & snervamento
Gmc(ou & Qe i Q/Q/(\G\‘ECX\T‘Q\/ e PMleYiva o awwmv‘owaﬁl).
Se il maVofriaQt ﬁrwwj‘a un Uivecso Qivello ds gnecva=
mowte @ Havome 2 a COuAfmc%\'one, 2 seonda he N
&3 da brauone oppyre & Compssione. 0(o(1e onf oaars
con Ua co(ric,ﬁ)owém}m fewsione di snervamento, 4 Frazione op=

?um a Compressione. Le condizioni di appartenenza al dominio

di elasticita risultano quindi:

36: se ’\/>O/

>—-ds_ se I\/<O/

>z Pl=

dove o’;— e O, couo ) femsiom di snervamento &

Haz(oma e d cawu?mssa’me r.‘slp/ﬁivamw}fe_

Nel caso di sezioni composte di piu materiali, la condizione di sner-

vamento va imposta per ogni materiale, relativamente alla tensione di
snervamento del singolo materiale.

R

Integrazione in un campo di spostamenti. Si consideri ora un cilindro omoge-
neo soggetto al campo di tensioni sopra descritto. Si vuole mostrare nel seguito
che tale campo di tensioni ¢ integrabile in un campo di spostamenti. A tale scopo
si trasforma innanzitutto il campo di tensioni in un campo di deformazioni appli-
cando la legge di Hooke inversa, per poi integrare il campo di deformazioni cosi
ottenuto in un campo di spostamenti.

N

11 campo tensionale soluzione risulta:

Oz = A’ Txz = Tyz = 0. 4.11)

Il campo delle deformazioni si ottiene dalla relazione inversa di Hooke:

GI%((lJrV)(T*V(trO')l). (4.12)

[0]—[

Poiché:

o oo
o oo
=zo o

], tro= % 4.13)
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Integrando si ottiene quindi:

LA—”V—E—&Iﬂ*H ).

Risulta:
U

LD\\j

Q>

L0 s i)

ﬂ:fi%_o = 3: cost .

Una costante rappresenta una traslazione rigida, in tal caso nella
direzione dell’asse x. A meno di tale traslazione rigida, la compo-
nente dello spostamento in direzione dell’asse x vale:
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oppure, in forma vettoriale:
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N /N
u= g — 5 (P-6).

Il primo termine & W W@ {2 ¢ od Y L qm&x rappresenta

una | ashzow (}c@c\/a A sevout (in direzione dell’asse z).

b¢
x G {P_GJ - g
_3_{\/@ 6 /PPI

v

Il secondo termine ha componente w = 0 e dipende da x e
da y. Rappresenta quindi una deformazione della sezione nel
proprio piano.

Tale deformazione sposta un punto P in direzione della
congiungente di P con G, e poiché il rapporto:

?P-P’l_ N
-6 ~ EA

¢ costante, cioé non dipende da P, tale deformazione rappresenta
una omotetia.

Da tale decomposizione del campo degli spostamenti risulta
evidente che la sezione resta piana.

S 0 0

4.3 Flessione retta

Si dice che una sezione e soggetta a flessione retta se I'unica caratteristica
della sollecitazione che agisce nella sezione ¢ un momento flettente con
asse momento coincidente con una direzione principale di inerzia. Se ’asse

r=m=n G
-«———

y y=s=F

momento m coincide con l'asse x del sistema principale Gxy, risulta:!
M

ki = ke = Tex, (4.14)
X
e quindi:?
)% =E%y, (4.15)
X

avendo tenuto conto che P — G = xex + ye, e che ex X ey, = e;.

Si noti che nel caso descritto 'asse di sollecitazione s coincide con I'altro
asse principale y, I'asse neutro n con I'’asse momento e I'asse di flessione
f con I'asse di sollecitazione.

4.3.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea risulta:
My

oz = ,
z ny

(4.16)

LCfr. 1a (4.3), p. 105.
2Cfr. 1a (4.1), p. 105.
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sottintendendo che in tal caso con J si indica il momento di inerzia della
sola area. Si ricordi che con tale convenzione il momento di inerzia che
compare nella (4.15) vale EJy.

L’andamento delle tensioni normali € lineare e queste si annullano sul-
I'asse x. Se M, > 0 le tensioni normali sono positive per v > 0 e negative

/7
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© h//
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—~~e—— b
Mae ®
. )
6‘/

\(j

per v < 0, viceversa se My < 0.
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Sezione a doppio T tipo IPE

Si valutano nel seguito le tensioni normali massime nel caso della sezio-
ne IPE 270 di figura soggetta ad un momento flettente My, = 60 kNm.3
Le misure riportate in figura sono tratte dalle apposite tabelle riguardanti
i profilati tipo IPE. In tali tabelle ¢ consuetudine indicare i raggi di inerzia
con il simbolo i.

3] profilati in acciaio commerciali tipo IPE sono di sezione sottile a doppio T allungata,
cioé di altezza prevalente rispetto alla base, e sono adatti ad assorbire le sollecitazioni
dovute ad un momento flettente. Una sezione sottile di tale tipo puo essere indicata con la
lettera “I” diritta, maiuscola e con le grazie, il che giustifica la prima lettera della sigla “IPE”.
Il resto della sigla sta per “Profilo Europeo”.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Capitolo 4 e Distribuzione della tensione normale 115

/€={0.2
T I |
I |PE 270
"2
A=459mt
0.2 — 5790 oot
% G J, =570 om
X W, = 429 on’
e NI =66
¥ : ] naﬁQQ ﬁ-‘aur& @l A=
vJ Sufe ong in mm
| L-’ 135 N
< ™
N Mmas( 60 ><10él\{mm . 2
Onax = W, 4095 med 4O N
Gmax
C—T— —
X
[ 1 +
j“ €MQK

4.3.2 Sezioni composte di piu materiali

Se la sezione & composta di piu materiali, la tensione normale nell’i-
esimo materiale vale:

oz =Ei—y. (4.17)
Jx

Nella (4.17) E; e il modulo di Young dell’i-esimo materiale mentre J, di
dimensione FL?, ¢ il momento di inerzia generato dalla distribuzione nella
sezione dei moduli di Young dei vari materiali e vale:

Jx = > Eilxi, (4.18)

dove Jx; € il momento di inerzia della sola area A; dell’i-esimo materiale,
ovverossia calcolato a meno della massa:

Jxi= | »?dA, (4.19)
Ai

Omogeneizzazione

In alternativa e possibile omogeneizzare I'area rispetto a uno dei mate-
riali, per esempio il primo di modulo di Young E;. Si definiscono allora i
coefficienti di omogeneizzazione n; degli altri materiali:

Ei

P = 4.20
1 El ) ( )
I’area omogeneizzata A°:
A° = A1 + > niA,, (4.21)
i
e il momento di inerzia omogeneizzato J3:
JY = Jer + 2 nidxi, (4.22)
i

dove la somma ¢ estesa agli altri materiali. Con queste definizioni, il mo-
mento di inerzia generato dalla distribuzione nella sezione dei moduli di
Young dei vari materiali vale:

Jx = E1J3. (4.23)
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In un punto di coordinata yy appartenente all’'area A; del materiale
rispetto al quale e fatta ’'omogeneizzazione la tensione normale vale allora:

My

0z = e V, (4.24)

mentre in un punto di coordinata y appartenente all’area A; dell’i-esimo
materiale si ha invece: M
O =Ni— Y, (4.25)
Jx

Sezione rettangolare in cemento armato

Come esempio di sezione composta di piu materiali, si considera una
sezione rettangolare in cemento armato a semplice armatura.

Per il calcolo degli spostamenti e della deformazione una struttura in
cemento armato € equiparata ad una struttura omogenea resistente anche
a trazione e con modulo di Young pari al modulo del calcestruzzo.
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La distribuzione delle tensioni normali nel calcestruzzo compresso ¢ quindi

non lineare nella parte di calcestruzzo in fase elastica e costante nella parte in
fase plastica.
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£ ol Integrazione in un campo di spostamenti.

@

Si consideri ora un cilindro omogeneo soggetto al campo di
n n @ tensioni sopra descritto. Si vuole mostrare nel seguito che ta-
le campo di tensioni ¢ integrabile in

un campo di spostamenti. A tale scopo si trasforma innanzi-
tutto il campo di tensioni in un campo di deformazioni appli-
— / cando la legge di Hooke inversa, per poi integrare il campo di
deformazioni cosi ottenuto in un campo di spostamenti.

(@ fase elastica non lineare

@ fase perfettamente plastica

o
R

h Canpo *mcnowpz QDBu?A'm fiadh

My _ _
=14, T = Ty =0
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Si noti che le componenti non nulle di £ sono €y, fj ’ (fz. e che
queste dipendono solo da Y- Ne consegue che per avere derivate

diverse dallo zero occorre che xy =y oppure Xp =Y. Risulta:
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a meno di inessenziali rotazioni rigide complessive di tutto il
cilindro.
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4.4 Flessione Deviata

Si ha flessione deviata quando la sezione é soggetta a solo momento
flettente, di asse momento m non coincidente con un asse principale di
inerzia. In tal caso I’'asse neutro n e quello di sollecitazione s sono sempre
distinti e mai ortogonali. Infatti sia &, ’angolo compreso tra I’asse neutro
n e quello di sollecitazione s. Se Mr e k sono rispettivamente il momento
flettente e la curvatura flessionale, la condizione ;s = 0 € equivalente
alla condizione Mt - kf = 0 e quindi, tenuto conto del legame costitutivo
flessionale, alla condizione ks - Jk¢ = 0. Dato che il tensore di inerzia J
¢ definito positivo ne risulta che é sempre o, # 0. Inoltre non puo che
essere Ous # %, poiché se fosse o5 = % allora k¢ avrebbe la direzione di
M; e 'asse momento m sarebbe principale d’inerzia.

S
/e, T \e

Gli assi n e s, sempre distinti e mai ortogonali, sono detti assi coniugati e
costituiscono un sistema Gns baricentrico di assi cartesiani non ortogonali
detto sistema coniugato. Gli assi & e n baricentrici e principali centrali di
inerzia costituiranno a loro volta un sistema G&n baricentrico ortogonale.
Si considerera inoltre un secondo sistema ortogonale Gx7y non principale
di inerzia, strumentale per i calcoli nel sistema non ortogonale Gns, avente
I’'asse x coincidente con l'asse neutro n e quindi I'asse y con l'asse di
flessione f.
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4.4.1 Relazione tra asse neutro e asse di sollecitazione
(coniugio)

I momento flettente M; e la curvatura flessionale k¢ si possono scrivere
nella forma:

Le componenti del momento flettente e della curvatura flessionale nel
sistema non principale di inerzia Gxy risultano allora rispettivamente:

MX = MSlIl Ans,y My = _M Cos (an, (4.27)

ke =k, ky=0. (4.28)

Valutando I’equazione costitutiva flessionale nel sistema non principale
Gxy
M sin otns Jx  —Jxy | [k
= , (4.29)
—M coS o —Jxy Jy 0

MSll’l KAps = Jxk, _M COoS Aps = _nyk. (4.30)

si ottiene allora:

Dal rapporto tra le (4.30) si ottiene la relazione definente I'angolo o5 tra
asse neutro e asse di sollecitazione nel sistema non principale Gxy:

tan o, = J—X. (4.31)

ny

Proprieta del coniugio. L’asse n é I'asse neutro corrispondente all’asse di
sollecitazione s se e solo se J,s = 0.

Dimostrazione. 11 generico punto P della sezione ha coordinate (x,y)
e (m,s), rispettivamente nel sistema non principale Gxy e in quello
coniugato Gns, che soddisfano le seguenti formule di trasformazione:

n=x—¢, s = _y . (4.32)
tan (Xng Sin Kns

Il momento di inerzia J, rispetto agli assi n e s vale quindi:

Tns :J EnsdAzj E(x—i> Y 4a
A A tan Ky / Sin Ky

! (]xy Ji"), (4.33)

T sin oty tan o

da cui discende che J,; = 0 € equivalente alla (4.31), come volevasi
dimostrare. [ ]

E evidente da questo risultato che se s ¢ coniugato di n, allora n é co-
niugato di s, cioé la relazione ¢ reciproca. Inoltre ¢ possibile estendere
il concetto di rette coniugate anche a rette non baricentriche, richiedendo
appunto che il loro momento centrifugo sia nullo. Ne consegue che le rette
coniugate della retta baricentrica n individuano un fascio di rette parallele.

Dimostrazione. Infatti sia n una retta baricentrica e s la coniugata di n per
G. Sia poi O’ un punto di n e si considerino i due sistemi ortogonali Gxy
e O'x’y’ con gli assi x e x’ coincidenti con 7.
Dette & e o’ le inclinazioni di s e s’ rispetto ad n, con s’ retta coniugata
di n per O, risulta:
Jx _ Jx

tanx = — =
ny ]x’y’

= tan o,
dato che il trasporto da Jxy a Jx'y € nullo, come volevasi dimostrare. m

Legame costitutivo nel sistema coniugato. Si consideri ora la formula di
trasformazione tra i momenti di inerzia Jx e J, rispetto all’asse neutro
valutati con distanze rispettivamente ortogonali e in direzione dell’asse di
sollecitazione s:

Jx = Jn siN® Gps. (4.34)
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Utilizzando tale trasformazione, dalla prima delle (4.30) si ottiene il legame
costitutivo nel sistema coniugato:

dove, per quanto detto, J, = [4Es>dA ¢ il momento di inerzia rispet-
to all’asse neutro valutato con le distanze prese in direzione dell’asse di
sollecitazione s.

Formula del coniugio. Si consideri ora il sistema principale di inerzia
G&n. Siano poi oy, e o gli angoli che determinano rispettivamente 1’as-
se neutro n e 'asse di sollecitazione s nel sistema principale. L’angolo o,
compreso tra I’asse neutro n e quello di sollecitazione s vale allora:

(XTLS = (XS — Xn. (4.36)

L’angolo o, che determina I’asse momento m nel sistema principale vale

invece:

A = Ks — g. (4-37)

Le componenti del momento flettente e della curvatura flessionale nel
sistema principale di inerzia G&n risultano allora rispettivamente:

Mg = M sin «, M, = —M cos «s, (4.38)

e:
ke = kcos oy, ky = ksin oty,. (4.39)
Valutando l’equazione costitutiva flessionale nel sistema principale di
inerzia:
M Js 0] |k
EL_|UE 5 , (4.40)
Si ottiene:

Dal rapporto tra le (4.41), tenendo conto delle (4.38) e (4.39), discende la
cosiddetta formula del coniugio tra gli angoli &, e & che determinano
rispettivamente la posizione dell’asse neutro e dell’asse di sollecitazione
nel sistema principale di inerzia:

tan o, tan o = —J—E = —p—g. (4.42)
Jn Pn
Si noti che il segno negativo a secondo membro della (4.42) indica che
gli angoli o, e &g hanno tangente di segno opposto. Da ci0 consegue
che le due direzioni coniugate appartengono a quadranti diversi tra quelli
individuati dalle direzioni principali.

4.4.2 Tensioni normali

Per valutare la tensione normale o nel sistema obliquo Gns, si utilizza
il sistema ortogonale Gxvy, grazie al quale, tenendo conto che € = 0, si
ottiene:*

0ze; = Ek¢ x (P — G) = Ekex x (xex + yey> =Ekyey X e,y. (4.43)
Dalla (4.43), con I'ausilio della (4.35), si ha poi:

o, =FML_Y (4.44)
Jn Sin oty

e per via della seconda delle (4.32), si ha infine la formula monomia della

flessione deviata:
o, = EMs, (4.45)
Jn

4Cfr. la (4.1), p. 105.
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Valutando la tensione normale o, nel sistema principale di inerzia, si
ottiene invece:

ex e, e;
o.e;=Ekix (P—G)=E|kg ky O |=E(kgn—kpE)e..  (4.46)
&E n O

Utilizzando le (4.41) si ottiene infine la seguente formula binomia della

flessione deviata:
M

M n
o;=E I n—E T g, (4.47)
dove Jg e J,; sono i momenti principali. La (4.47) ¢ equivalente alla so-
vrapposizione di due flessioni rette, una secondo l'asse & e I'altra secondo
I’asse n. Il segno negativo del secondo addendo dipende dal fatto che inver-
tendo I'ordine degli assi € e n, la coppia di assi diventa sinistra. D’altronde
un momento Mj, positivo tende le fibre dalla parte delle & negative. Con
I'ausilio delle (4.38) la (4.47) si puo anche scrivere nella forma:

(4.48)

o, = EM (smcxsn . COSO(5§>

J§ Jn
Annullando la (4.47) oppure la (4.48) si ottiene 1'equazione dell’asse
neutro:
Mg
Jg

sin o 4 COS X

J§ Jn

Dal confronto con la formula monomia (4.45) si ottiene I'identita:

M
n- J—"E =0, oppure £=0. (4.49)
n

i_sin(xsn COS X
Jn J§ JT)

In un punto P appartenente all’asse di sollecitazione risulta:

£ (4.50)

& = scos i, n = s sin g, (4.51)

e sostituendo nella (4.50) si ha infine:

1 cos?o  sin® o
— = + , (4.52)
Jn Jn J§

relazione che permette il calcolo del momento di inerzia J, nel sistema
principale. Alternativamente si possono utilizzare le formule di rotazione

che forniscono il momento di inerzia J, rispetto all’asse neutro valutato
con distanze ortogonali:

Jx = Jg cos? oty + Jp SIn® iy, (4.53)

dove «;, é I'angolo che determina I’asse neutro n nel sistema principa-
le. Il momento di inerzia J, rispetto all’asse neutro valutato con distan-
ze in direzione dell’asse di sollecitazione s, tenendo conto della (4.34) e
della (4.36), vale allora:

cos? oty + Jp, sin® &
J = JECOS Cn * Jn SINC Cn (4.54)
sin”® (s — &)

dove o, € I'angolo che determina l'asse di sollecitazione s nel sistema
principale. Si consideri poi che tra le coordinate (&, n) principali e quel-
le (x,7y) nel sistema non principale Gxy vale la seguente formula di
trasformazione:

Y = 1NCoS Xy — & Sin y,. (4.55)

Tenendo allora conto della seconda delle (4.32) e della (4.36) si ottiene la
coordinata s nel sistema coniugato Gns:

_ ncosay — Esinay

- (4.56)
sin (s — &)

R

La (4.52) puo anche essere ottenuta a partire dalla (4.54), utilizzando la formula
di coniugio (4.42) nella forma:

sin «;, Sin
Je _ _ S C&n SIM&s (4.57)
Jn COS 0y, COS K

e la relazione trigonometrica:
sin (s — &) = Sin o COS Xy, — COS X SiN Xy, (4.58)

Si ottiene infatti:

cos® s sin® &
n +
.]n J§

1 J. ; . L .
= [ 25 cos? &y cOS? s + sin? &y COS? g
sin” (s — o) \Jn
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+ cos? oy, Sin® o5 + J—" sin’ o, sin® o
3

1 . . .
=—— (f Sin &, Sin &5 COS Ky, COS K + SIN® Xy COSZ X
sin“ (o — op)

+ cos? &, Sin® & — sin &, Sin & COS &y, COS o<5>
1 . . .
= ———— {7 COS X, Sin Xy, (Sin o5 COS &%, — COS K SiN Xy, )
sin” (s — &ty)

+ Sin s COS Xy, (Sin X5 COS Xy, — COS X Sin an)}

_sin® (o — o)

= - =1, (4.59
sin’ (s — &) (4.59)

e ne risulta allora la (4.52).

4.4.3 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea la formula binomia (4.47), valida nel
sistema principale G&n, si scrive:

Mg M,
=—=p- g 4.60
Te n 7 g (4.60)

Oz

dove ora ¢ sottinteso che Jg = [, n°dA e J, = [, € dA sono i momenti di
inerzia principali della sola area, ovverossia calcolati a meno del modulo di
Young. L’equazione (4.60) ¢ lineare in & e n. Nel caso di sezione composta
da piu materiali, quindi omogenea a tratti, la tensione normale é invece
lineare solo limitatamente alle aree dei vari materiali.

Ancora nel caso di sezione omogenea, valida nel sistema coniugato Gns,
la formula monomia (4.45) si scrive:

Oz = Ms, (4.61)
Jn

avendo sottinteso che J, = [, s dA ¢ il momento di inerzia rispetto all’as-
se neutro della sola area, quindi calcolato a meno del modulo di Young.
Dalla (4.61) consegue immediatamente che le tensioni normali, che si an-
nullano sull’asse neutro, sono costanti su linee parallele all’asse neutro,
linee di equazioni s = cost .

Srousd AA‘%Q%‘V\a& \ C\A‘&WJ &?M)ﬂ— fougiowd V\O(»MGQX
\)(@wdwéo qansz pon&&mv/\h&t ung ?&(QMQ QPQ\QSSQ
A,{ QO%U‘}QUMIL ¢ Mam\ia/v\Ao QQ ?a(dQQLQQ &()/Q‘o?%e

nevteo, Le rette radonti 00 geviou ?Q(M ' e
nebeo individvane i punki dove & tensions wormali sono
massine ¢ minime, mowhre Qlage neko individua ; ponts
dove & \’wg.‘ow‘ Sono nu&.

¢ semo 4o ) sbl;{pisce_ da qanL fa(\"e [‘[SFQ,H‘O
W age veoto & Yousious normalc sono ()os\‘km. Nela
C{aura et iQ,Qusha\o 1 caso i vna sevione a AO‘)F(O T.
Dsta {a Iioﬂm simmelria & Tousiow vormal mdssime

¢ WAWwme \/\avmo Q,O %\‘QC,SO moclvpﬂ ¢ \/&Qgcmo:
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My H My B Mz My
Gim = Z + —_ <L = — + }
ax ]’x J 7 Wy |
o M HooMy B e My
O/me——jx . Jy LT W Wy

Se 0a serione 2 in aleiano ) a\/QM\'Q U%u@& CanamMo d
Fradone ¢ c,o«mfrugiom , la condizione che assicura alla ten-

sione di essere interna al dominio di elasticita si scrive:

|Mx| + |M3| —
W Wy
)

w\\o soq%g“o QQQQ watwa
fugions wormaQan%_vaa &
coordinahe

BH\
\/

vv\}'o go%v.ﬂ‘ aﬂa WMASSAWA 4

fewgione norm posJ va

B > di codivete (—%—, z—)

4.4.4 Proprieta dell’ellisse centrale di inerzia

L’ellisse centrale d’inerzia, di cui al par. 3.3.3 alla p. 86, racchiude in sé
le proprieta di coniugio e inerziali delle rette baricentriche, proprieta che
sono alla base, come visto, dello studio della flessione nelle travi. Nel se-
guito I'unico sistema di riferimento utilizzato é quello principale di inerzia
che per semplicita sara indicato con Gxy.

Proprieta delle tangenti. La direzione n, coniugata di una retta s che in-
terseca lellisse nei punti P e Q, é fornita dalle tangenti all’ellisse negli stessi
punti P e Q (che, per la simmetria dell’ellisse rispetto ai propri assi, sono
parallele tra loro).

Dimostrazione. Infatti, siano es e e, i versori rispettivamente della dire-
zione orientata del vettore P — G e della tangente all’ellisse nel punto P.
Derivando I'’equazione dell’ellisse rispetto alla coordinata lunghezza d’arco

definita a partire da un punto arbitrario dell’ellisse, si ottiene allora:
2MPGes- (9 en) =0, (4.62)

avendo tenuto conto della simmetria del tensore di Eulero J, del fatto che
la derivata del punto uguaglia il versore e, e avendo indicato con M la
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massa totale e con PG il modulo del vettore P — G. Se &y, e s sono gli
angoli che individuano, nel sistema principale di inerzia Gxy, le direzioni
orientate dei versori e,, e e, rispettivamente, la rappresentazione algebrica
della (4.62) nel sistema principale si scrive:

. E 0 COS Xy,
[COS s sin 0(5] ) =0. (4.63)
0 1| |sinay
Jx

Lo sviluppo della (4.63) conduce alla relazione di coniugio:

tan o, tan & = —J—X, (4.64)

y

come volevasi dimostrare. [ ]

Proprieta dei semidiametri. Il generico semidiametro dell’ellisse, indivi-
duato dal generico punto P, ha quale valore il raggio di inerzia p,, relativo
all’asse n coniugato dell’asse s contenente il semidiametro stesso, raggio di
inerzia calcolato con distanze valutate in direzione s.

Dimostrazione. Infatti la rappresentazione algebrica dell’equazione dell’el-

lisse nel sistema principale di inerzia Gxy si scrive:

L
. CoS &
JVIPG2 [cos o sin as] Ty ] g 1. (4.65)
0 1] | sin o
Jx
Lo sviluppo della (4.65) conduce alla relazione:
— o (cos?xs  sin® o
PG s, | =1 (4.66)
Py Px

Tenendo conto che moltiplicando la (4.52) per la massa totale M,
nell’attuale contesto in cui il sistema principale € indicato con Gx Yy, risulta:

1 cos?a  sin® o

= + , (4.67)
P Py pE
dalla (4.66) si ottiene: ,
PG” = p3, (4.68)
come volevasi dimostrare. ]
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tan(xntan(xs:—j—E = on= 3414,
n

avewdo  Fewwto confo che :
[ = 568640 om”
g

]'L = 238400 em™

Le Covw&)cmw}\ AQQQA Coﬂ)f«? PQQHQM}Q MQ. ffp@(fm%)‘o
P{ind(}&QL de,%ov\o

M} = - MCo%E,\I:—4-80.?1 kNN\

M'Lz — Msingx,= —124.83 KNm

L‘Qqua@(ov\p. dea Yonsione. normaQQ N ruo\ Scrivere
MQQQ Forma -
M M
G- T - 31& g
Ugvagﬂxamdo 3 zew o othiowe €' equdeions. delllysse
newlto e imL{, in acordo con Qa pormuQa A Com'ug{o:
My, Je

tamnoy= —¥ 2 — a,= 34.14"/

Mg I’l

avendo tenuto conto che se il punto di coordinate (&, n) sta sull’asse neutro
allora % = tan oy.
I1 punto con la massima tensione di compressione e il punto A, di

coordinate:
XA = 0
ya = 60 cm

nel sistema di coordinate Oxy. Ricordando che le coordinate del
baricentro, sempre nel sistema Oxy, valgono:

xXg = 18.27 cm
ve =33.24 cm

si ottengono immediatamente per traslazione le coordinate del punto A nel
sistema baricentrico Gxoyo:

X0A = XA — Xg = —18.27 cm
YoA = YA — Ye = 27.76 cm

Per determinare le coordinate del punto A nel sistema principale
baricentrico si consideri il vettore A — G di componenti:

_Ixoa| —18.27 cm
tA-G} = {yOA} a { 27.76 cm }
rispetto alla base e; associata al sistema Gxyy. Detta el* la base associata
al sistema principale G&n risulta:
e/ = Ry.ei,

dove Ry, € la rotazione di oz = —15.88° dal sistema Gxoyo a quello
principale G&n. Si ha allora:

(A-G)-ef = (A-G)- (Ruei) = [Rl,(A-G)] -e;,

e le coordinate di A — G nel sistema principale coincidono, come gia si
sapeva, con quelle di RI(E (A — G) nel sistema GxoYyo.
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4.5 Forza normale eccentrica

Si ha forza normale eccentrica quando la sezione e soggetta ad una forza
normale N con retta d’azione non baricentrica. Si ricorda che il punto C
intersezione tra sezione e retta d’azione ¢ detto centro di sollecitazione.

m

QA
O

La forza normale eccentrica si compone della somma di una forza nor-
male centrata di uguale valore N e di una flessione, in generale deviata,
dovuta al momento Mt di N rispetto al baricentro:

M; = Mey, = (C—G) X Neg, (4.69)

dove e é il versore normale alla sezione retta e m quello dell’asse mo-
mento. Dalla (4.69) risulta che My é ortogonale al vettore C — G, il che
comporta che la direzione di tale vettore individua I’asse s di sollecitazio-
ne della flessione dovuta alla forza normale eccentrica. L’asse coniugato di
s, cioé I'asse neutro della flessione associata alla forza normale eccentrica,
nel presente contesto sara indicato con il simbolo 7.

4.5.1 Asse neutro

Si assume come riferimento il sistema baricentrico coniugato non orto-
gonale Grs definito dalla flessione associata alla forza normale eccentri-
ca. La trasformazione rigida relativa di una sezione retta vicina a quella

considerata si compone di una traslazione nella direzione ortogonale z di
ampiezza € ds, con € dilatazione della linea d’asse baricentrica, e di una ro-
tazione ks ds attorno all’asse neutro » baricentrico della flessione associata
alla forza normale eccentrica:

ki = key. (4.70)

%

K’ €

—s’sin oty

La dilatazione della fibra longitudinale per il generico punto P della
sezione vale allora:
€p = € + k (s sin &ys) 4.71)

dove s sin ;s € la coordinata f del punto P nel sistema ortogonale Gr f
individuato dall’asse neutro della flessione associata alla forza normale
eccentrica. La (4.71) si annulla nei punti di una retta n di equazione:

P — (4.72)
k sin oys

che assume quindi il significato di asse neutro della forza normale eccen-
trica. Si noti che tale asse risulta essere parallelo all’asse neutro v della
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flessione associata alla forza normale eccentrica. Si noti anche che global-
mente la sezione ruota di kds attorno a tale asse. Inoltre I'intersezione
X tra asse neutro n e asse di sollecitazione s ¢é individuata, sull’asse di
sollecitazione, dalla coordinata s’ che per la (4.72) vale:
, €
S = (4.73)
k sin oy
Da quanto detto e se si assume quale riferimento il sistema non ortogonale
Xns, consegue che:
€p = k(ssinoys) . (4.74)

Si faccia attenzione al fatto che ora s indica la coordinata del generico
punto P ancora in direzione dell’asse di sollecitazione ma nel sistema non
ortogonale Xns.

Valutando la relazione (4.69) nel sistema ortogonale Gms:

em [ e

Meu, =0 sc 0], (4.75)
0 0 N
si ottiene:
M = Nsc, (4.76)

dove s¢ é la coordinata del centro di sollecitazione C sia nel sistema orto-
gonale Gms che nel sistema coniugato Grs. Dai legami costitutivi assiale
e flessionale, tenendo anche conto della (4.76), si ottiene:
N M N s

X c

€= — = - = — -
M Jrsinoys M pZsin o

(4.77)

dove M é la massa totale della sezione retta e J, = [, Es? dA il momento di
inerzia rispetto all’asse v con distanze valutate nella direzione coniugata
s. Inserendo le (4.77) nella (4.73) si ottiene infine I'intersezione tra asse
neutro e asse di sollecitazione nella forma:

2
s = _Pr (4.78)

Sc
Si noti che il segno negativo a secondo membro dell'uguaglianza significa
che il centro di sollecitazione e I’asse neutro sono da parte opposta rispetto
al baricentro.

4.5.2 Tensione normale

Nel generico punto P della sezione retta la tensione normale risulta o, =
Eep. Dalle (4.71) e (4.77) si ottiene allora la seguente formula binomia della
forza normale eccentrica, valida nel sistema G7s:

o;,=E (% + %s) . (4.79)

Dalla (4.74), valida nel sistema Xns, si ottiene invece:
0; = E (ksin ys) s. (4.80)

Detta o} la tensione normale in corrispondenza dell’asse neutro » della

flessione associata alla forza normale eccentrica, asse definito da s = 0 nel
sistema Grs e da s = s nel sistema Xns, si ha, come si evince dalla (4.79):
N
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Valutando allora la (4.80), valida nel sistema Xns, per s = s e ricordando
il teorema di Varignon, si ottiene:

N
k si =—=_ 4.82
S &ns = e~ Sn (4.82)

dove S, = [, EsdA rappresenta il momento statico rispetto all’asse neu-
tro n della forza normale eccentrica, con distanze valutate nella direzione
coniugata s. Inserendo la (4.82) nella (4.80) si ottiene infine la seguente
formula monomia della forza normale eccentrica, valida nel sistema Xns:

o, = Eﬁs. (4.83)
Sn

Alla relazione (4.83) si arriva piu semplicemente imponendo che la
tensione normale sia proporzionale alla forza normale N applicata, alla
distanza s dall’asse neutro e al modulo di Young:

0z = aENs, (4.84)

e che inoltre valga EN/M in corrispondenza di un punto P posto sull’asse
baricentrico parallelo all’asse neutro:

N
aENsg = Eﬁ' (4.85)

Si noti anche che adottando un sistema di riferimento cartesiano orto-
gonale Xxy, con l'asse x coincidente con l'asse neutro n, si ottiene la
formula:

N
0y = E-ty, (4.86)
Sx
In componenti nel sistema principale di inerzia G x j

(IVQUH‘Q :

O |= Ny & - Nz g,
0 O N

3 qum&' :
M
Mj = — NJCC

I
<
&<

La %@\/\S\'m normapﬂ puo quindi essere espressa y eraH:
va\!\ﬁQ/‘(\}Q ﬂQ %{%\\Ma ij F(MJF@QL A« imrzia, tra-

mite la seguente formula trinomia:

N Me My
= £ 2 —y - £ L x . (16)
6% = m + ij E Jj x

Questa puo poi porsi nella forma:

=E(%—+ ‘\gcya- I\J/‘;‘ch)z

I,
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4.5.4 Antipolarita di inerzia

Equazione segmentaria dell’asse neutro.

Lequazione dell’asse neutro nel sistema baricentrico G x j

si puo ottenere uguagliando a zero la (17) ottenendo cosi la

%Q%NQ/V\}Q equauont ng(m@nk&(ia AQQ,Q’&SSQ m,uho :
i U

x J
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Corrispondenza tra rette e punti.

Si V\o\i OL\Q,/ AS}S w (\ﬂH\a N on [)‘q(.‘cm}({ca]
¢ ?0994\33&. (veavare QJL (ba(ch\,tg\’z, ALQ M(o cL\

@oQQwh\v"m c & qu:»QQ @m’sfm& n qu:&t Bse

V\Mk(o :

=7 oy

dove aoa 2 0yl o Lo inkogsesions om
%k N L " xe

Gi vele ot che gwgicte wwa @lizioue  bivmivord
fa e o e non bascewkriche dof piawo €
VA pidu (esobuse @ bariceutre ).

Quac)(& cor(lslnov\clo)nza ba Pun\h‘ e (QH!L e AQHQ Q_Yl\jPQ_:
Q&(( & U inerza . La (Q,HQ n (‘pf(iS‘?(MO]Q,Y\}Q ad wn P/r\ha

C IS Aa}\a an\‘f?ozﬁ[ggj C ; ma/\hz ;\ ‘)unl’o C cocri=

5\)0\/\(3%1\\?@ & vnareth 0 & AQHO ivi\‘\mgg 0 CW*(O
relative della relta n .

Una ?rma Y(o\me}a\ &QQ&\ am}iPoQaf({}a\c\j Ne(ZUa Gu
M \noh’w\c\o C\(\Q QQ fr\\fuéev(ow( ;C/ 4 j’ Az&‘a%s@eyho

hanno Sump (e %Q‘hfﬂo OWO‘%}O (f%?zwo QQQL Cporrhv\@h
Xe e ‘jc ({Q& C(’N\)T(o AA GOQQQO{\‘Q’C(OY\Q/) ‘)Pf Cus Q]Jc,sa

netre o™ D e sitvate ABQQQ f)y*m o?\?os\‘é i C
(ico?i/HO & baf‘iw}(o} Comel cg‘anrowé!L a 8/\8\ 6\&}0

ckabillito in precedenza.

Tneltee,, come g8 vieko, € isse mutto 0 wrrispoudanke
A oo &i seilesione € ha e dicevion doll age
14 mu@ow‘aw bi sllecitieioe s (dimuion
focnta 4o vallore C =G ), Dlsltonde €' use neukro



Capitolo 4 e Distribuzione della tensione normale 142

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

\(\a Qudziond
m * Ix j Ij

audie Ra 6ua \DRGQME\ T F‘fll tar{w\)\)’m ﬁ'w’“-a:

equaziont- Aam\assa neutco r\& QS  in Qadsc,e A

QQQO mexo MF .
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et ParM ad 1 hanne combre di coleitazione
LAY covu'uaah) i x.

Teorema di reciprocita.

S; WOQQ P‘” mos\Yraaz. c)/\e anL i\ horo,uxa ah’ (etu=
" SL ) ch V\// (m\t&w ;Q am)((o rqﬂg\wo

l)(ou\\‘a\ :

C/ di (\/ 6%29(8 n/ @«A};M i\ @W}(o (Q/Qa\fvo C// A n/ ".
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o st iwfersezions X’ 2 j// o ?b 5 x ej la

Sva qu@«'m Seamml’arfa \/AJ().Q :
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Q qvmck per iPohg{ ano. Qa cowdizione -

/ /
;7-&?_4

?c{c\\,@\ (\// cov\)'\'e».ll C/. IQ Wro rWQ«QhVO (,// i ﬂ//
\\a (joo(o\x\&a}t :
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Poiche :

L xl oy
—o7 t o = w it =1,
_ff/x’c ‘/;/jc/ J

Qe oordinghe del pvn}o C// coddislavo ,Q*et,uaa'wx
C{/«' n/:

__‘?—7 + yz =1
_fj/xc A

/

Vi
€ Qa re)"'a n’ (ou)'\'w (, , Come@ onJLvasi c\,{mog\Yraro_.

Polarita di inerzia.

Tafine , Qo condizione. o/ = —/QZ/SC moalra che
se b=/,  cioe> st C sitova soll'eMlisse coneall
di werua, allora 5'= fr o Ovve(ossia Pa ehha n
¢t M«AWQ AU oicse ndl ?vn)fo OWOQ\‘O in duamelo
1 C. G dl ?un}o C facuamo (or(igfov\c\lzf& 02 it
0/ simmeriea dla n rste/“o o baciconkco, la &k

Y\l Cov\\rfm (\ ?un\’o C_ n qu&h’i nuova QO((,’QFOV\JQMZ&/

Jobha PoQarih\AA‘ nerzsd i Punh‘ contonk ndla
rorta cor(."s?om\w)rk individvano £\ ellisse combrale o
neAi s (J/\L 38ume qvm&c 1 rools & comes Ruda=
mowrale nella \deriH\ & im(z;a).

Now ol ma 0 cudicione o= — /;/sc o infor=
ma aade dol falbo de se 5 =y (C esterno e
stsa) Hra s'< 4 (n bagbia Uellise ) ¢

viceves§a .

4.5.5 Sezione composta di due rettangoli

Si suppone che la sezione in figura sia soggetta ad uno sforzo normale
di compressione di 200 kN, applicato in corrispondenza del punto C:

1. determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro G,
assi principali di inerzia & e n e momenti principali di inerzia Jg e Jp);
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2. disegnare in scala la circonferenza di Mohr e I'’ellisse centrale di inerzia
e determinare graficamente la posizione dell’asse neutro;

3. determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali € e
n,

4. disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;
5. calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

6. determinare I'inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con
I’asse di sollecitazione;

7. calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia.

YA
60 cm o
|
A C
10 cm
B F Iy
40 cm
30 cm
>
0] E D X
40 cm 20 cm ‘

V8

YR

O

Are ¢ momewki dhalved (si'shma Oxvj):

Afen® | 2, /on j(,/Cm S /cm3 Q] /(;rﬂ3
® 400 | 20 | 35 | 14000 8000
© | 800 | 50 [ 20 |16000 | 40000
Tor | 1200 | 40 | 5 30 000 | 48000
Co orc\jvxa\l A& Bariwwk'ro .
3
48 000 cw
6= 200 om 0 om
30000 cm®
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Coordinate del baricentro:

Momewki di meczia o conkrl Fuao (n‘@fﬂH‘o afa& 4SS X
A =1200 cm?

t Jo bacicewkeics - Sy =30000cm? =  xg=40cm
3 S, =48000cm® =  yg=25cm
&  40cm x(10cm) o 2 y
Je= — 1 + A (9= 31)
3 ’ Momenti di inerzia nel sistema baricentrico Gxgyo:
® 20cmx 400»«) ® 2 0
Jeo = ( + A (ﬂa_ﬂoz)
’ e Jxo = 170000 cm*
3 Jyo = 320000 cm*
40 em 2 - 4
3?: 1Oom4>§ )+A@(xc,—xc.,) Jxoyo = —120000 cm
3 s
0 X ZOCW\ ® 2
J@z 40emx( )+A(Ic.-102) _
o ' v 3.2x10%cm? -
0) ®
Ty = A (516:) (6 =%61) )
® ) 1.2x10° cm*
®
Jay, = A (4, ~%e2) (e - Xo2)
¢ >
Jx
Iz /et ]y,, /C'“4 Jx.,yo / om’
o 43333 213333 - 80000 :
12x10%cm* %
© | 126667 106 667 —-40000
5.4
Tor | 170000 320000 | —120000 o L7x107em™ |
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Momenti principali di inerzia: A Yo
Je|  Jxo+Jyo | 1 386510 cm* "
= X0 IY0 2 - 2 4442, 0= .
Jn} 2 7 2%]"0 0"+ 41x0y0 =1 103 490 em? 4
\ C
Raggi principali di inerzia: *\\\<\ 4
X
Je \ >
pg =] =17.95 cm, S >
pn = Tn _ 929 cm ~ ] T
n AT : 83.16° 12.27 N/mm?
E
Posizione degli assi principali di inerzia: *
:
og = tan” {JXO J‘f} = 61.00° 7.33 N/mm?
JxOyO

Rotazione dal sistema Gx(yq al sistema G&n:

R _ | Cosxe —sinog [ [0.4848 -0.8746
~ |sinxg cosor | [0.8746  0.4848

Tensioni normali nei punti C, B, E:
Coordinate dei punti C, B, E nel sistema principale:

N = —-200 kN
160 —-40 22.81 cm Mg = Nnc = 2044 kNcm
{C-G} =R =
40 - 25 —-10.22 cm M, = —N&c =4563 kNcm
0-40 —-15.02 cm
LSRR MR S e !
30 - 25 37.41 cm (Tc—% Tgn _75 — _12.27 N/mm®
g
40 - 40 —21.87 cm
—-Gl =RT - N M
lE-Gi=R {0—25} {—12.12 cm} op =, + TSn —763—693 N/mm?
. o N Mg
Intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di inerzia: O = Z J—mg - —EE = 7.33 N/mm?
_ —p%
£= 38 =-3.78 cm Inclinazione dell’asse di sollecitazione nel sistema principale:

A=-—° =31.51cm o = tan~! {%} =-24.13°
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Inclinazione dell’asse neutro nel sistema principale (due calcoli
alternativi):

& = tan~! {—175} — 83.16°
Jy tan ot

&, = tan”! {—g} — 83.16°

Angolo compreso tra 'asse di sollecitazione e I'asse neutro:

o~

7 = oy — g = 107.29°

Momento e raggio di inerzia rispetto all’asse baricentrico paral-
lelo all’asse neutro (distanze valutate nella direzione dell’asse di
sollecitazione):

2 2
COS* Xy + Jp Sin® & 1
g = Je ntJositon = 117920 cm*
sin“ §7 cos” s Sin” s
Jn J§
J
pr = Xr =9.91 cm

Intersezione tra asse neutro e asse di sollecitazione:

2

CG =18 +n2=25cm
GX ==L =3.93cm
CcG

Momento statico rispetto all’asse neutro e tensione normale nel punto
C(coordinate riferite al sistema Xns):

Sy = Asg— = —4717 cm? dove  sg=-GX

—(CG + GX)

oc = Sﬁsc =—12.27N/mm? dove s
n

4.5.6 Sezione circolare composta di due materiali

Data la sezione circolare di figura composta di due materiali di modulo
di Young:
E, =70 GPa, E> =210 GPa,

e soggetta ad una forza normale N eccentrica di compressione di 250 kN
applicata nel punto C:

1. calcolare il momento d’inerzia rispetto a un diametro (eventualmente
omogeneizzato all’area di uno dei due materiali);

2. calcolare il raggio dell’ellisse centrale di inerzia;

3. disegnare I'asse di sollecitazione, 'asse neutro della flessione associa-
ta alla forza normale eccentrica (quotando la sua inclinazione) e ’asse
neutro della forza normale eccentrica (quotando la sua intersezione
con I'asse di sollecitazione);

4. valutare il momento statico rispetto all’asse neutro (della forza
normale eccentrica);

5. disegnare il diagramma quotato delle tensioni normali.

1. Tutti gli assicontenentiidiametri sono di simmetria e inoltre la sezione
¢ invariante per rotazioni generiche attorno al centro comune delle due
circonferenze. Ne consegue che tutti gli assi contenenti i diametri sono
principali di inerzia e che i momenti di inerzia rispetto a questi assi sono
uguali.
Siano: D D
R = 71 =40mm, Ry = 72 =20mm,

iraggi del cerchio esterno ed interno rispettivamente. Il momento di iner-
zia della sola area J; della corona circolare 1 si valuta per differenza del

contributo tra il cerchio esterno e quello interno:

.

J1 2

(R - R3) = 1.8850x10° mm*
mentre il momento di inerzia J» della sola area del cerchio 2 vale:

Iy = %Rgl = 1.2566x10° mm* .
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D; =80
D, =40

D

Iy
A

lunghezze in mm

yy

Il momento di inerzia J rispetto ad un asse contenente un diametro vale
allora:

J=>Ei;
i
= (7o><103) (1.8850>< 106) + (70>< 103) (1.8850><106)

=1.5834x10" Nmm? .

Se si omogeneizza all’area del materiale 1, il coefficiente di omogeneizza-

zione vale:

n= _ Y

E 70
II momento di inerzia J° dell’area omogeneizzata rispetto ad un asse
contenente un diametro vale allora:

210
= 3.

J° = J; + nJ> = 1.8850x 106 + 3><(1.8850>< 106)

=2.2619x10% mm* .

2. Le aree A e A; dei materiali 2 e 1 rispettivamente valgono:
Az = TTR3 = 1256.6 mm?,  A; = MR} — Ay = 3769.9 mm? .
Ne risulta la seguente massa totale M:

M= EiA; = (70x10%)x3769.9 + (210x10°) x1256.6
i

=5.2779x108 N,
oppure la seguente area omogeneizzata:
A° = Ay + nAy = 3769.9 + 3x1256.6 = 7539.8 mm? .

L’ellisse centrale di inerzia nel caso in esame € una circonferenza di

raggio:
| J [Je
p = ﬁ: 5217321'1'11'1'1

3. L’asse di sollecitazione s coincide con la congiungente il baricentro G
con il centro di sollecitazione C ed é principale di inerzia. L’asse neutro v
della flessione associate alla forza normale eccentrica é baricentrico e or-
togonale all’asse di sollecitazione e quindi inclinato di 45° rispetto all’asse
x. L’asse neutro n della forza normale eccentrica é parallelo all’asse v, €
situato dalla parte opposta rispetto al baricentro e taglia I’ellisse centrale
di inerzia dato che il centro di sollecitazione C ne ¢ esterno.

L’intersezione X tra asse neutro n e asse di sollecitazione s é posta alla
seguente distanza GX da G:

p? 17322
GC 40

GX =

=7.50 mm,

dove GC ¢ la distanza del centro di sollecitazione C dal baricentro G.

4. Per il teorema di Varignon il momento statico si ottiene concentrando
la massa totale nel baricentro:

Sy = Msc = (5.2779>< 108) x7.50 = 3.9584x10° N mm ,

dove s € la coordinata del baricentro G in direzione s nel sistema Xns,
che con le convenzioni di figura € positiva.
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n sy =GX—-Ry=7.5-20=-125mm,
lunghezze in mm Tenendo conto che N = -250x10®N, la tensione normale in
tensioni in N/mm?2 corrispondenza di tali radenti vale rispettivamente:
N 250x103

_EOE T %475
3.9584x10°

o] = Elgsi = - <7O><103>><
= —210.00 N/mm? ,
" N " 3 250X103
o, =E1—s; = (70%x10° )X ———— 5 x32.5
1= Alg 1 ( ) 3.9584x10°
= 143.68 N/mm? ,

e:

250103
05 =Fr—sh=—(210x103)x =27 x27.5

2= F2g "2 ( ) 3.9584x10°
= —364.73 N/mm? ,

210.00 N 250%x103
V= Fy st = (210x103) x —— 2000 o x12.5

U2 = Fag 52 ( ) 3.9584x10°

=165.79 N/mm? ,
Se si procede omogeneizzando, si ottiene il momento statico S9

- - - 3
S = A%s¢ = 7539.8%x7.50 = 56549 mm"° . . N, 250% 103

= 5] = —————Xx47.5 = —210.00 N/mm?
717 59%1 T T 56549 fmme,
5. Si considerino le radenti t; e t;’ all'area del materiale 1, parallele ;
all'asse neutro, di coordinate rispettivamente: ol = ﬁosi, _ 250X107 . s = 14368 N/mm? ,
Sn 56549
s =GX +Ry =7.5+40=47.5mm,
o e:
s{=GX-Ry =75-40=-32.5mm.
' g . . , N, 250x103 ,
e quelle t; e t radenti all’area del materiale 2, sempre parallele all’asse 0y =N5Sy =3 WXW-S = —364.73 N/mm~,
n
neutro, di coordinate rispettivamente:
Yeh e v_ N 250x10°
s)=GX +Ry = 7.5+20 = 27.5 mm, 0y =N gsy =3x "=~ x12.5=165.79 N/mm? .

Sn 56549
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4.5.7 Nocciolo centrale di inerzia

I pocciolo ca,n}ranch nefrzia rawresmh i
@«y li i & collecitazione | cvi 352 vewle
non Hg\?,.a La %ura .

Ne oisege e oo s lores normale acukcia
2 & Ouprissions. ad aWQxcg}a in un ?w«}o dell vocciols
o 4 wgsa aloa 03 ez & fMa Cowpres
(vieverss e o Tores wormale ot di Yaziowe, allbg
o ezions € YV Yeca ).

La owsomea A nowiole edaly &i inersia @
'\w\‘;o?(&xh o caso & matecidli M hauwo scarsa resishuza
2 Fadiows . Tabolh s dimamsiowaneto  di una shetha
5 w?‘,;\'o o wdo bl fa far cadere | ik di
sl iFasiona. (dMo cbo di pressione vl cage di
Sebore Owpresse ) W iverno W wocciole cantrale A
nUua &QQDQ o Wa Y wcterea cha now & cv[@uppm
SOQQQO\AM & fazions.

Contorno del nocciolo quale luogo di punti

]Q (W}orw A& m(u‘o@) e @sHu(}o A/AA Gl VOQA\;V{
QQQQ QQ\T\Q. L\LQ- }of(.a/w Qél ﬁv%v,q samzd \8322&(%@ ((Q\T‘TQ

(;M{)‘

Tifai, sia 0 o ea adede @ sia x G yard«QMé
3 N per | baricedo G. Debha ¢ la tha aw'urh
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&i X &QQNS i (m)’fo (V/Q/clh\/o C JA N o tova su
5 A&QQA ?arh oPYog\‘q’( di n (u'%‘)?/Hb a Ear{w\‘ro.
S la ith 0 viewe dfowkanata dofla igura I purlo
C pecorre ) sWo CG ¢ 7umeb' kel Wo
QWM\;M & wociol porche® se n s Mowraus dabls
Qi%ura Mor nou L ‘HB)&‘a. Viceversa, se n s wuove
verso il bariouhto, faﬁ}b‘wéo Wmc{x 04 pu’gvra, C si
MUVe QU S Wonkanandosi dal barinkro W«Jo M
ot di & che non AWarhemQ JQv\oco{oQa. Quinds
i va\'o C o ol owormo A nocc{o@) , ome volavast
Ammham.

La Qun%\ﬂo:cza w, ddl @Wa (G o dedhs a3y
& wocc(oQo S w Qa A,{Q\‘&uza ,nd&a dilfezione

ol ssse i colhetaions < , {lla wehts cadonte 1y dal
baciado , risulta .

2

£

WI

‘,VC::

Contorno del nocciolo quale inviluppo di rette

I pocciod cudalle L ineczia rayfmswh\ anche 0V inviz
@“o dolfle aw\(QoQé(i des Fum)r.' dol! inviJZy“o dlle ety
radski ba p\'zuﬁ ,_OWel%ia s S & wn ?u\/\\ro dofl" invi=
Q_u“o AQ,QQO, rq}ﬁ radaunti Da Q‘B«/m amor.g Q1 sva
W;VOQ@(Q s e }We M vorciold.

bl cia v una reths WJ raduke £a ﬁit}um
e sia Rl swo antipels. & ?rwzlg o seouda rlta
(&Mﬁ Y e sano T % sua iw}umu'onu;m X e R/
1 gue 8w\i\>oQo. Per oshwzioue , R e R Rng sw .
adorno dall nocciod ¢ Q4 Qoro mgivmpale t/Pef
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ru,{?(ooi\ra‘ A Q‘wHPoQamM va)‘o T. G faceis

Yewdece ¥ s 0. AMllon T hude ad S < 7u.‘ncL{ Iz
e b beuds &QQ‘QM}.‘WPAM s di 5 Ma Fo{c\w\
sl ande de R7 heuwde ad R) 02 @My b teude
Wa \—MW L wocciolo in , (ome vo@,vas{ dimo=

stcare

Corrispondenza tra vertici e segmenti

Si supponga che sul contorno della figura di cui si vuole determinare il
nocciolo centrale di inerzia vi sia un vertice T e siano v e s le due tangenti
in corrispondenza del vertice. Con riferimento alla figura seguente, che

AR

senza perdita di generalita rappresenta un rettangolo, siano R e S i centri

relativi delle rette v e s rispettivamente. Nel caso del rettangolo di figura

i due centri relativi precedenti sono posti rispettivamente sugli assi y e x
rispettivamente, ma cio € inessenziale.

Ik R ed S inbividuaws per mofprou‘h\/g/é
wita vaviutaah I vertice T Cemfre per (LUp(o=
0, ofw @ gl i vedie T ha antipolo che
mae sy [ Muovendo gQQg@ on oabingild e
R vl e Aﬁﬁ'wgo@ o individvabs
W rotye el T e von }@j&&w Ua pn‘co)ura
g {}a(\im Mo s v, il ‘)w‘}o U cowlro
(QQ@)mo aQQA rn)fh U g omwoere ,d fmf{fe M pmJ‘o
R in direzions lof pw\}o S T wovimgus o
Guki oo i 1\ barieakee sppartiens il
A&QQ e radudi ¢ qvmo\i wma @ v pr T e
w\wz{@‘a L hgor non owlera® mat | baricandro.
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S h*‘%/a @w}o che 0 owica disontiwwila® Sy \'\a O{V@Y\AO
Qs ceh pasa I)zr.‘l Ban‘cw}ro/ Pm‘d&\ i Tl caso Qﬂ di—
Janea dofla @t dad bacawko si annula t?u\‘m[/\'
Q/c! A.'{G\-&vtza cbe Suo Jnh‘?oga c[/&Q })a(.'cau}(o a[,{\/eu}a in=
Fini'a.,

Una P U ol invete s muove HQQ " Uno

M’&wﬂp’@' ﬁ &A\WQ }‘ \)adcm}ro ha (y,\)g}ro (e=
’Q@\WO U cle st mvove ) d ?‘ar\E(Q A S Fuo a\w(\MQ
Wl wfiuito qm&) QA ol Youde 3 divemire bacic

cahrica | poicle® i B vgo la distanza &i v~ dd) b
andro feule @ ze. Superthe i bacukio, it poake
V cowpae ddlldlte pacte ddla oM b o tends
a,QFunfo Rl teudeie & v slla edfa v,

SQ g CO\ALQU(LZ c\m, \ aagvnw}o RS anr\Im
2& (Q\A}Mno AQQ noco\‘OQ?.

Si é quindi ottenuto il risultato generale che ogni volta che I'inviluppo
delle rette radenti presenta un vertice, a tale vertice corrisponde un seg-
mento sul nocciolo. Poiché vale anche il risultato reciproco, e cioé che a
un segmento sul contorno della figura corrisponde un vertice sul contorno
del nocciolo, come puo facilmente verificarsi, ne consegue che a una figura
poligonale corrisponde un nocciolo centrale di inerzia poligonale.

Sezione rettangolare

Q.’ (9«;@;&({ un re,w di Lage b e CL a@,}ez%)
\f\. Pai ™ r{w\\'a:

S bh B
Jx—/l—z- ’ J}:'ﬁ— , A"BL.’}

i ra%( & nerzia fr;meL‘ v&@aono:

b
v
AQQJI wbhe v d 3 e (9«\}%?9\»\9 due &}‘l

_
Kf—mz /;
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1 re\mﬂp@ vk b vertie T @ms[)w]m P s dlla fbwia Gi\»xwut}(ia) | vocciols
| C%\}r; [QQ@};\/{ R 1?03\\: QVQQ]QQ% y ea) glfos‘ro @’\}\X"&%\AJ wmyud AQQ/ TM@ e\un foxm)oo,

ey b2

f |¥6 |56
m
T r— aa
5
x N v Y
U NS i | A
NA W [T
Y - ___j‘L_
¥ W3
1y . .
- .

b/3 ‘ b3 ‘ b/3 \szo W\QC\M

@‘/QQ )Q%@ X . Rksu[b: ! !

2 h
yR T /;/(_ %) - g 7 (ome. A(L"\'O, se i cakro 4 pressious afrﬁ{m L voceild
2 b B 19 aﬁ&ws vaé Qa 9024 O (f%u]hﬂ comprma cowm .‘ncL’ca}“o
=T 7/(— 2-) - Z . m&&a Y—inzura CIL?UQ&\}(.
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ase ek

@hbmo EQQA

e &

?(@,cfim

ntermo afl

nocg@ \\{ 3
) v

Qa Rviond € }UH'A
bwpressa se N<0

So%&«( \‘Qum\}- -

6m%><

Convessita del nocciolo centrale di inerzia

Un'uQ\‘z(’.oﬂ m?n&a‘c\& v;oca;Qo cw}raQw cL ine(zdid >

c\/\Q_ ¢sso félﬂ)[QSGVL\'a und @\‘2,1/(8 ConvessSd. R{(grcb&mo

e una Qf%ufa L oMvesy se dati dve Pvn\‘{ R od
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4.5.8 Sistema di masse-momenti statici
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Inoltre, se n € una retta non baricentrica allora le rette coniugate della
retta n passano per I'antipolo C di n, e viceversa se una retta s’ passa per
I'antipolo C di n allora s’ é coniugata di ». In altre parole il fascio di rette
di sostegno I'antipolo C di n individua tutte e solo le rette coniugate di n.

Infatti sia s’ una retta per C. Il generico punto P ha coordinate (7, s) nel
sistema Xns e (n’,s’) nel sistema X'n’s’ (con n’ = n), come indicato in
figura. Risulta s’ = s sin &/ sin &’ e quindi:

sin x
sin o’

sin x
Jns =J En's' dA = j (Es)n'dA = ~——sM =0,  (4.87)
A A sin
poiché il momento statico SS(,") rispetto all’asse s’ del sistema di masse
momenti statici relativi all’asse n & nullo dato che la retta s’ & baricentrica

di tale sistema di masse.
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Sezione rettangolare in cemento armato a doppia armatura
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Allora risulta che la massa totale dei momenti statici rispetto
a n dell’area di calcestruzzo reagente vale:

-7b(E9)y,

mentre la distanza del baricentro dalle masse momenti statici dell’area di
calcestruzzo reagente dal centro di sollecitazione risulta:

%jﬂ‘()

Im‘;oomo\y Y oudivins de € 51 beraubio
W sifowa di wasse—momenki dhaties ({wp/d}fvi
' asse nedo desso ) i Mo -
F7bEDs 3y d) +
+ EgAp(h—y)(h+d ) — B, Ap(y=W)(n'sd ) =0.
Ne sisvl Ca sa?fuwh eqva—a'wcli ferz 7736{,0 :
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Capitolo

MODELLO DI SAINT-VENANT

Quale modello semplificato di trave nell’ambito della meccanica dei so-
lidi elastici lineari isotropi (teoria matematica dell’elasticita) si studiera un
corpo cilindrico di sezione generica non vincolato e caricato solo nelle due
sezioni di estremita. Un corpo cilindrico € un caso particolare di trave ad
asse rettilineo ed a sezione costante. Anche se caricato solo alle estremita
¢ comunque possibile assoggettarlo a forze esterne in grado di generare
tutte e sei le componenti di sollecitazione. La linea d’asse della trave viene

Gv )De[ ﬁ'uﬁ & f'éfa’&

<caricd

scelta coincidente con il baricentro, mentre gli assi x e  sono scelti coin-

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e meccanica delle travi e 9 settembre 2016

cidenti con gli assi principali di inerzia. Questo significa che i momenti
statici Sx e S, cosl come il momento centrifugo Jx,, sono nulli.

Poiché la trave non e vincolata occorre imporre le condizioni di equilibrio
globale. L’equilibrio delle forze richiede:

podA + pedA = 0, (5.1)
Ay Ap

da cui:
Fo+Fe=0, (5.2)

dove F, e F, sono le risultanti globali sulla sezione di prima e, ri-
spettivamente, di seconda estremita. L’equilibrio dei momenti richiede
invece:

J (P—Go)xpodA+I (P - Go) X ppdA = 0. (5.3)
Ao A

0

Tenendo conto che su Ay risulta:
P—Go=(P—-Gy)+ (Gp— Go). (5.4)

si ha infine:
Mo+ Mp+ (Gyp— Go) X Fp=0, (5.5)

dove My e My sono i momenti risultanti globali sulla sezione di prima
e, rispettivamente, di seconda estremita. Ne risulta che la risultante ¥

163
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e il momento risultante M, agenti sulla base di prima estremita dipendo-
no dalla risultante ¥, e dal momento risultante M,y agenti sulla base di
seconda estremita:

fO = _f{)! (56a)
Mo = —My - (Gy — Go) X Fy. (5.6b)

5.1 Caratteristiche della sollecitazione

Siano Fx, Fy e F- le componenti della risultante F, agente sulla sezione
di seconda estremita e, analogamente, My, M, e M, le componenti del
momento risultante M. L’equilibrio del generico tronco di trave compreso
tra la sezione retta generica e la sezione di seconda estremita conduce ai
seguenti valori delle caratteristiche della sollecitazione:

N = ¥, (5.7a)
My =Mx —Fy (£ -2), (5.7b)
My =My + Fx (£ - 2), (5.70)
M, = M,, (5.7d)
Tx = Fx, (5.7e)
Ty = Fy. (5.7f)

Si noti che lo sforzo normale e le componenti di taglio sono costanti lungo

I'asse della trave e che tali valori uguagliano le corrispondenti componenti
F;, Fx e F,, della forza risultante agente sulla base di seconda estremita.
Analogamente, il momento torcente é costante lungo I'asse della trave e
tale valore uguaglia la corrispondente componente M, del momento ri-
sultante agente sulla base di seconda estremita. Le uniche caratteristiche
della sollecitazione in generale variabili (linearmente) lungo I'asse della tra-
ve sono dunque le componenti del momento flettente, componenti che per
i risultati precedenti possono porsi nella forma:

My =Mx-T, ({-2), (5.8a)
Ne risulta che occorre tenere distinte dalle caratteristiche della sollecitazio-

ne le sole componenti My e M,, del momento risultante M, agente sulla
base di seconda estremita.

5.2 Principio e ipotesi di Saint-Venant

T problouse csst :wrvdb)fa 5 preseuh di diPAecke
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ovverossia:

[o]=1{ O 0 Ty; (5.9)
Txz Tyz Oz

Tale richiesta é giustificata innanzitutto dal fatto che le componenti della
terza colonna del tensore degli sforzi devono essere in generale diverse
dallo zero per poter generare delle caratteristiche della sollecitazione ge-
neriche sulle sezioni rette (di normale z). Se poi le altre componenti sono
nulle il problema delle tensioni tangenziali viene drasticamente semplifica-

to dal fatto che queste (come si vedra nel seguito) diventano indipendenti
dalla coordinata z sulla linea d’asse. Si noti anche che la (5.9) equivale fi-
sicamente a richiedere che le fibre della trave, stese parallelamente all’asse
z, interagiscano tra loro con un vettore di tensione di direzione z. Infatti se

n, di componenti (ny, ny,0), ¢ la normale di un elemento di area parallelo
all’asse z, allora:

o0ty lne 0
{Q’ﬂﬁ~ 00 T Y (= 0

\

%{ao{}m fa@%pa W age ¥

E chiaro che a priori non ¢ detto che tra le soluzioni “equivalenti” nel
senso del principio di Saint-Venant ce ne sia una avente la forma (5.9), cio
che giustifica la denominazione di ipotesi data a tale condizione.
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5.3 Problema di Saint-Venant
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e le seguenti condizioni di equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi:
F:J ge;dA, sz (P-G) X (oe;)dA,
A A
dove F e M sono le caratteristiche della sollecitazione. Si noti che tali

condizioni scritte per le due basi del cilindro equivalgono alle condizio-
ni globali di equilibrio al contorno sulle stesse basi. D’altronde le condi-

zioni globali di equilibrio al contorno sulle basi del cilindro insieme alle
equazioni indefinite di equilibrio impongono la validita delle condizioni di
equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi.

Nel seguito si esprimeranno in componenti le varie equazioni del proble-
ma, sempre nell’ipotesi che ’asse z coincida conI’asse della trave e I'origine
con il baricentro di una sezione di estremita.
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Equivalenza statica nelle sezioni rette
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Si ottiene quindi:
J Gdh= N
Ay
6yaR= M~ Ty (£ - 2) :

X
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5.4 Estensione del problema di Saint-Venant
Sl €' sgokess & Soit-Veuanh (=6, -5, =0)
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Per via delle (5.7), le forze esterne applicate al cilindro di Saint-Venant
dipendono linearmente dalle caratteristiche della sollecitazione:

Fz=N, (5.10a)
Mx =Mx+T, (£ -2), (5.10b)
My =M, —Tx (£ - 2), (5.10¢)
Mz = My, (5.10d)
Fx=Tx, (5.10e)
Fy=T,. (5.100)

Ne consegue che le tensioni soluzioni del problema di Saint-Venant, e quin-
di 'energia complementare per unita di linea, sono funzioni delle caratte-
ristiche della sollecitazione. E quindi possibile estendere la soluzione del
problema di Saint-Venant al caso della trave generica, in generale sia ad
asse curvo che a sezione retta variabile e inoltre caricata sulla superficie
laterale e nel volume, estendendo al caso generico I’energia complementa-
re per unita di linea ottenuta nel caso particolare del problema di Saint-
Venant. Tale estensione € equivalente a ritenere che, almeno approssimati-
vamente, ’energia elastica di deformazione per unita di linea dipenda dalla
geometria della trave e dai carichi applicati solo attraverso il valore delle
caratteristiche della sollecitazione. Si ricordi che dalla energia elastica di
deformazione per unita di linea si ottengono le equazioni costitutive via
differenziazione, per cui avere I'una é equivalente ad avere le altre.

5.5 Problema della torsione

Si ha sollecitazione di torsione quando il cilindro di Saint-Venant é sog-
getto alle due estremita ad una coppia torcente M;. Poiché il momento tor-

M )
Oo) Z M{;

.')C> \Lj

cente dipende solo dalla tensione tangenziale e lecito ipotizzare che non vi
siano tensioni normali agenti su una qualunque sezione retta del cilindro.

5.5.1 Funzione di ingobbamento

Per I'ipotesi fatta sulle tensioni risultano nulle le dilatazioni delle linee
appartenenti alla sezione retta. Dato che la condizione Ty, = 0 impone
Yxy = 0, sono nulli anche gli scorrimenti di tali linee. Questo significa che
non vi ¢ deformazione della sezione nel proprio piano. Tuttavia cid non
esclude un ingobbamento della sezione al di fuori del proprio piano.
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Si assuma allora che la sezione retta generica, quindi dipendente dalla
coordinata z, subisca una rotazione rigida nel proprio piano pit una com-
ponente di spostamento nella direzione ortogonale alla sezione retta varia-
bile da punto a punto, componente che in generale provochera un ingob-
bamento della stessa sezione. Quindi, se la componente di spostamento
ortogonale alla sezione non risultera nulla a meno di una trasformazione
rigida la sezione non si conservera piana.

Tenuto conto che in tale problema la risultante agente sulla base di se-
conda estremita € nulla, il momento torcente non dipende dal polo pre-
scelto per la sua valutazione. Si assume allora quale asse z della trave un
asse generico che individuera il punto O nella generica sezione, il centro
Oy degli assi di riferimento nella sezione di prima estremita e il punto Oy
nella sezione di seconda estremita. Si ipotizza inoltre che la rotazione tor-
sionale della generica sezione nel proprio piano abbia quale polo il punto
O e un’ampiezza ¢ in generale funzione di z.

Poiche, come detto, tutte le tensioni normali sono nulle per ipotesi, deve
essere nulla anche la dilatazione €, delle fibre parallele a z e quindi:

v

- g =0 = w=w(xy).

MWQ da GFOSMO W cbvmiua n‘ncL‘F(m=
M\e da L. LQ prfow(%\}\ di "71)98\2]4&%}0 (lc,u\bw
u=—ty
U= tx,
W = w(x,y)

Le uwiche wo«w)ﬁ & debermadioug von wollle
Sowg (@\m dove qg%) 3& scoccimanhy Tap @ \/j’z—-'
XZ = —0y+ &

é{)'l: @x—r— J
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dove
o-4L
o crispodanks Yousions Vouguusials sl
o= G~ 0y + )
<ﬁ=G(@x+%%)

Poicue b@j \W%iou;» dovove  esere m&,‘«?w&m\rii/a 3
dove eSserp -

© = ok,

Quindi la rotazione (! pud porsi nella forma:

F=0z,

4 wowo & inesmzids rotazioni e traslazioni globali.

La @e@m on § A ® f&(mﬂ/hl poi di Serivece :
W = @ w(:c,ﬁ) )
dove U oo UJ(X,L;) view detts fovziona di

iﬂg\g%\:@mmko . Il campo degli spostamenti diventa quindi:
U

- @ rE,
U= @x#,
W o= @w(x,‘j) .

Si noti che a causa della rotazione attorno al punto O la generica linea
longitudinale passante per un punto C si inclina di un angolo © |C — O|
nella direzione ortogonale al vettore posizione C — O. Risulta quindi pos-
sibile raddrizzare tale linea longitudinale, rendendola in tal modo centro
della rotazione torsionale, aggiungendo al campo degli spostamenti prece-
denti una rotazione di asse passante per il punto O della sezione di prima
estremita caratterizzata dal vettore rotazione:

U

@ =0(C-0). (5.11)
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Si ottiene il seguente campo di spostamenti:
y C 0 vy |«

:@ O O —Xc 9
w L—% e O_ \é

©

+

e cioé: ’ :_@(y_yc),’é,
VU= @(X—xc)%,
W = @a/c(x,ﬂ) .
dove:

wc = (U—ycx—i—x(:ﬁ)

¢ la funzione di ingobbamento relativa al centro C.

—V ¥

Utilizzando, come visto senza perdita di generalita, il campo di
spostamenti relativo alla scelta del centro O quale centro di
rotazione delle sezioni rette, si ottengono allora i seguenti campi
di deformazione e di tensione:

‘\{m -85 -y) [ mce(3 )

7 7
ow Q.
?sz@(‘aj = Tj:c:G@(%y tx)
oppure, in forma vettoriale:

¥ =0 lyedw+Rs @00

=00 g rs 00},

dove Rx @ | tousore rofaziong &3 90° i di teaoug, aoKieraqid
\/A \Mza equa’dow, w\é\a?nwh AA &iviQ{lor\’o r(c\m‘zt{&:
0la 9Ty

+ —= =divt =0

Qx oY B g
cw0 C\\ﬂ» G{:O_ @A/{V\(h:
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?

G@ et + g;f) = G@div(grad w) =0, MQQ/& ?orm:\ %Wn‘@ (&QQQ/\) Sezion m})fa):

QWRI0S 3

Vg‘u :O in A

Viw = div(gradw) = 0 . »
%—zyﬂx—xn] Suv 9/’\

M Sontione & iv\ag\a\aamw}o ) Aunctv& fdueste di

soddistace €' Quaviows & L%@m. Lo ondiziow &l

Me(ﬁq qdufd %Puf{'oie, Q/A*O/GQQ ric\xi(&?no nve: zci ¢ unica (‘g wieng ‘L v 1“2%&9‘@%@“}\0"’7(5}%)
s ¢ soddishth 02 owbizions -

La SQQAIUM (&09\ ?mBQQ\WA & Neomann esiske

Lo = Ty N+ Ty Ny = 0,

qvmc&)\ dwve fisth{Q : §9A %—% ds =0

GO (%(GC\W .no+ [E% (P—O)] -1 \) — O) V@r‘\ﬁic\d&w e th oudizour ¢ Soc{Ai%PaH};

e e | preenp b
2[R o) u = yr -ty )
no lla - S =0 .

In C,O\AC@U‘?{M) la p.mz{ow; w e SOJA/ISPGM EQ

La relazione tra funzione di ingobbamento @/ relativa al baricentro

sg%uwkl V(O\DQ'Q‘M A« Newmamm ( A pon MQ S oQ9 e quella @, relativa al generico punto C permette poi di affermare

che w, ¢ soluzione del seguente problema di Neumann:
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Vw, 4,
o1* oYL =0
d @,

Inoltre, dato che la sezione circolare e I'unica nella quale il modello co-
stitutivo locale alla Eulero-Bernoulli, la cui cinematica dipende dalle tra-
sformazioni rigide delle sezioni rette, conduce a delle tensioni tangenziali
soddisfacenti le condizioni al contorno, ci si puo aspettare che questo sia
I'unico caso in cui la funzione di ingobbamento si annulli, cioé che risulti
w = 0, naturalmente a meno di una costante additiva. Infatti nel caso, e
solo nel caso, di sezione circolare, assumendo il centro del cerchio quale
punto di riferimento O, risulta:

(RT% (P—O))-n=0.

Nella condizione al contorno il termine non omogeneo di conseguenza
si annulla, le condizioni al contorno diventano omogenee e il problema
di Neumann ammette di conseguenza la soluzione nulla, come volevasi
dimostrare.

5.5.2 Legame costitutivo torsionale

f-\ queg\e Qw\ko (tsh €9Q9 cf/é ivv\,,j,Q((Q Qq” CWdA'b'oue ?QO\JBSQ

CLA. QtlviQi‘O{Io qgQ,QjL &73%".

SA @; x —Tux y oA =My

C;f OH@MQ :

@@H (%%/' +x)x — (‘%?0 ‘7)75 dA=n, .
Definendo il F@HMO, tcr%ioneQa di rigj&lzza !

= Q\(%% +x)z— (57 1)y} IA

9
R S ALY
A

mth:

Do
© Gy

NQ,Q (% i Ruoug arc;:!k& in &/(,W vfs?o)
w:(), (fquH’é'-

Et = EA (XZWZ)‘{A = Jo ;
dove Io eil mamm}o da MU Q 90%& (f%'pl),Ho i

centro del cerchio O.
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CLaSoQuzimUL sk pobuia dalla Yorsione. (12 Evergia @ ace per onite' & Linea
v gitr i o KA 3) + (5 o) o
= % ey :g’%; \M@;’U‘ *L)f—(%- UL
() SN RA RO
- T [ 1%(5-9)+ g—y’(%—;’ ) dh
et L) Sy e
Si adi de lo Ponione &i ingpbbanoade @ o il q B0 o g

e di riniderza torsionels dipendono b dolla
Torm Oxewo/\rif/a il sezious relfa .




© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Capitolo 5 e Modello di Saint-Venant 176

I vaa/ia WAYMML assume |'aspetto:

Derivando 'energia complementare rispetto a M; si ottiene il legame
costitutivo torsionale (2.21) nella forma:

M; = GJ:0. (5.12)

Estendendo la soluzione di Saint-Venant, che contempla solo il caso omo-
geneo, la rigidezza torsionale viene quindi a coincidere con il prodotto G J;
tra il modulo di elasticita tangenziale e il fattore torsionale di rigidezza
(indicato nel presente contesto con lo stesso simbolo usato a suo tempo
per la rigidezza torsionale).

5.5.3 Funzione delle tensioni
La terza condizione indefinita di equilibrio richiede:

0Txz 0Tyz

I 3y =0. (5.13)

Una qualunque funzione scalare F(x, y) tale che:

oF oF
Txz = @, Tyz = _E, (5.14)

0, equivalentemente:
T= R% grad F, (5.15)

ove al solito Rg ¢ il tensore rotazione di 90° in senso antiorario, ren-
de automaticamente soddisfatta I'equazione indefinita di equilibrio. Una
funzione F cosiffatta ¢ detta funzione delle tensioni.

Dal confronto con la soluzione in termini di funzione di ingobbamento
si ottiene:

gradw=£T+RTg(P—O)=RTE {igradFJr(P—O)}, (5.16)
M 2 2 (M

owz(o/mcoufou!)ﬁf:
w_ e 9F
o w8y T/
ow It OF

oy M 0x
Dariv&m}o @d prowd f:'waHo 84 7 3 &l §z(wcf4 (»'@Fel‘fo

ac‘ L od 084/36,9/(%({.9 YRR Y %4 CoucL'ubu NRRLGAA T
(4 quﬂ){u{wﬁ se 48 sezion Q\wwmec%)) b mhﬁvﬂkf«?xh\
wlla fnziowe @ & Mao“)ﬂm!w}o (couzwwzg)bg- ofteus

2

Mp Ot My Ox?

owefrossia b (hwq SoA&jshm la seguente en(m-u’m c\j PO'EQSOVV

ViF= oM,
Jt

Per quel che riguarda la condizione al contorno:
T-n=0, (5.17)

questa diventa:
(RT% gradF) -n=0. (5.18)
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Applicando la definizione di tensore trasposto si ha poi:
grad F - R% n=0, (5.19)

e poiché ruotando il versore normale al contorno della sezione retta di 90°
in senso antiorario si ottiene il versore tangente s si ha infine:

oF
3 "
LQUIV\(,’U 'F el C%MQ ';\/«Q CO\&}O{I'O /Q/ngw\
VWA 04’@&4 YN WC(A?‘!C/J 'QP 4"&)‘0 hJULCn‘OMA»QQ/ Puo\

ecsere A’V\Y\VM a.

gradF-s=0 => 0. (5.20)

RN

R/K
=
N\ L
—_——
%
1]
C |
< S
LU

La QM?AM &JLQJZ]» *M%OW\ e duw,fve. 97&’&!‘0\12
M Wq F(o‘;@m& & Df(fc\nQd' :

VKF=f2%t n A
4
F=0 sv OA

\\go\{&v\/\p A e Ui secions 2 F/‘Qur{covmf%%/

<) ?\/0\ Fo{(l F:O Qx//Q (9“}0“\0 Q%\Q(ﬂo ) WA pow
Suﬁa%’ 3“(1 pr\arv\l 7dme d oluq%\fo ‘)\N\}o o SQQ_()
Fogc.i\o{va dire cae e

A
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La condizione di integrabilita in una funzione w di ingobbamento
richiede che sia soddisfatta la condizione di circolazione sui contorni
interni:

LA gradw -sds =0, (5.21)

dove l'indice i si riferisce all’i-esimo contorno interno.

TW &L}o (&Ma (eﬂ,.gviow' (LCAS‘QM}; }@ w o F

ai ofbieng iwffiu& :
r

)]Ii grad F +(P-O)}-RIZTSAQ ZO.

M
0A;

@uivxl‘lj OW ouwlorwe wlerng I'vik(‘oci,UCQ wlid \'V\‘COBW‘}"Q

( L e e F ol m}afw) od vwQ qdvione .

Ccm N arewiti l‘f\r@r{.\f SP \)uo\ froouiere u‘sOQvemc}o |

P(OL)QSZAM/& AA D!'(I'C‘ﬂ&/\- n punu'owe (&QA VGQ,W!’ F, m@r’\fl'\'

sui contorni ir\t@rm', Aofodi&AQ\ % n Cm\&uw di circolazione

diventano o quau'om' M&Qﬁ n iwwgv\ﬁ}e F.

Per determinare il fattore torsionale di rigidezza J; per il mezzo della
funzione delle tensioni F, si imponga la condizione di equivalenza statica:

M; = JA (TyZX - szy) dA

OF oF
= JA (—ax - @_’)1) dA

3(Fx) _d(Fy)
:L\{zF_[ ox oy BdA
_ JA{zp —div[F(P-0)]}dA

:ZI FdA—I F(P -0)-nds. (5.22)
A A

Nel caso generale di una sezione pluriconnessa, tenendo conto che sul con-

torno esterno 0A si € posto F = 0 e che sui contorni interni 0A; risulta
F = F; = cost, si ottiene:

Mt=ZJ FdA—ZFifa (P-0)-nds. (5.23)
A i i
Dato che:

; Fi(P-0)-nds = 2A4;, (5.24)
A

dove A; é I'area racchiusa dal contorno interno 0A;, ovverossia ’area dell’i-
esimo foro, si ottiene infine:

M =2 (JAFdA - ZFiAi) . (5.25)
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_ BVJ’ avx
ty = —— - —=
X=@{3(GC\W+RE(P_O)§ Mf:L[Bg(P—O)]-idA = dx Dy
— —2
div £ =0 div :I‘Ot(Rni)

le< | I
Il Il
Ol= O
| | 1=<
| 2
A
2
.y
Il
|
Q
SIS

>
<
I
-
[
il
| 2
Nola
2
o Y.
Ll

VEE+2G0 =0

0A Circolazione di v sul contorno 0A di A: c(A) = S Vetds
- 0A

Campo vettoriale

¥ piano S )
— ‘ . . . N . . . . C
Area piana A ; Rotore di v (circolazione per unita di area): rotv = IAEI; .
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Nel caso di sezione monoconnessa la condizione diventa:

M, = zj FdA. (5.26)
A

La soluzione in F del problema di Dirichlet ¢ data in termini di M; che
e noto e di J; che é incognito. La condizione (5.26), oppure (5.25) se la
sezione ¢ pluriconnessa, permette di determinare il fattore di rigidezza
torsionale J;.

Veaihichians inbine di U goluzionr otfoncta
sodlish 0o ondizione T'=0 .

%%Hl , C{/Q _1:= Brraf&d F & OH{UUL:

szBT?I@JFJA=gTA%MFJA -

RT J F nds +Z F nds
0A — JOA

1

T
- R Fij 1 nds
; 0A;

=R > FiJAgradldA = Q,
i

come volevasi dimostrare.

5.6 Centro di taglio

Nel seguito si determinera il centro di taglio quale centro che renda or-
togonali energeticamente il momento torcente M; e le componenti di taglio
Tx e T, e a tale scopo si impostera innanzitutto, nell’ambito del proble-
ma di Saint-Venant e nel modo piu semplice possibile, un problema che
preveda l'applicazione di un taglio generico. Poiché il centro di taglio di-
saccoppia l'effetto della torsione e del taglio, I'’energia complementare del
problema complessivo, momento torcente piu taglio passante per il centro
di taglio, non deve contenere termini mutui di torsione e taglio. Si sfruttera
quindi tale condizione per determinare la posizione del centro di taglio.

5.6.1 Problema di flessione, taglio e torsione

G ha solocitavion. & CQW’OV&,/ %@‘o @ Forsiout 52
Q/& Sezone di os}(mh\ {:% et SD%))HD ad wn HCXQ&o
f 3%04&(9 ) Non wﬁw%('~'W¢ ‘msw}e Pe( .’\ baricw}r‘o,

QVQQG ‘om {=—Q Soug cl/w\olve P(es,w.}( Lo due
am?owkx} Ty ¢ 7} ol Qor%cljfaa,@b ¢

/T /
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nonake torauke My dowte o 'ecaikeites dola
herea & fayie cispote &) badauke. Ge € =(xy)
& on e appadosske g (ol ) dzioe i i
mowgike Ferconke ciaulla
M= T~ Tt
Laeltee | per Q\QI{UEQZL)(\‘Q la rolaciows dol cilindeo |

GuQQ/a base T=0 V{’st}ﬂ un momcw.}o estepno
M, & Csp s one

¢ va){.
. =T Al azionn
X} D ()
Todlie 0a cocattecichica dila clactaziont mowsbo
Tolteke ha Maw};
Mel2)=— T
ty(1)= To

U

—y ) (&m&tﬁ;ﬁm)

5.6.2 Energia complementare mutua

Come detto, si determinera il centro di taglio C quale punto per il qua-
le occorre far passare la sollecitazione di taglio T affinché i due problemi
della torsione e della flessione, taglio e torsione siano ortogonali energe-
ticamente. Si considerino allora i due problemi (a) della torsione e (b) di
flessione taglio e torsione e siano T e T® le tensioni tangenziali associa-
te ai problemi (a) e (b) rispettivamente. Per la sovrapposizione degli effetti
al problema (a)+(b), somma dei due problemi precedenti corrisponderanno
le tensioni somma e I'’energia complementare (¢ per unita di linea dovuta
alle sole tensioni tangenziali vale quindi:

Y= % J Tla+h)  pla+b) g A
A
1 @ . (@) 1 (b) , £(b)
:i AT =T dA+i AT =T dA

+ lj @ .t dA (5.27)
G Ja
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Il problema della determinazione del centro di taglio richiede allora di
/ annullare il termine mutuo dell’energia:

J +@ . 1B g4 = 0. (5.28)
—— A

La tensione normale nel problema di flessione, taglio e torsione vale:

C
I I
(a+b) @) _ @ . (b (p(M”;,@) * ]
_ G- m(eE)
1> I,
()
r_lt(___/l_‘. _________ : ML— Le T® sono @S\W\x\{ on ¥ e devows soddiche Q/A
/ becza vaziong wdoliwih di eqv;(),{lx;o-.
i | o 0%, T
R AT Sh A
ovverossia:
/ diVT(b):—2 —Zt-
A
x J
Le T c{ﬁvovw inoltre 60&\)\%),’&46 Q@ Mum aQ cw\}omo:
T .n=0,
\

(b) 7® (p<7;
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e B/Q,QR oudiviow ZQa\ea& .c[j@?m'Q{En‘o wﬂx sezioni rette:

K ™A =T
JA ]

%gh(p_(;)x T(b)é{l_\%.e 7};% Ty, .

Lo l(w@iowi &Ssoofa}e &QO/J @@de—a‘m §WUFQ"C9, C&A

tocsione valgono invece:

o — M) g
T@= -If{g(a\wnhgg(i’—(y)&.

L’aqu'm dlerminalcice dd coulro di i’&y&'o

(i%u“’é AW\qua B

——t {3(& W+ Rz E6) |- x™dA =o0.
Poiché:
div(wt®) = 3{&\[}0- T® 4w divt®),

EE (P—(f) = e;x (P-G),
2

come ¢ facile verificare, si ottiene:

dA

JA {%@c\w + Rz E6)y-T®

= JAjldiv(WT(b)) — wdivt®) dA

T T
J wt®. nds +J {j—”erTf—xgdA
9/

'ez dA

+ Tz— Ty

T 7

= JTJ—IAWJCdA + i»[Awy dA
+ Tz— Ty

L’aqmm dterminalie &l ot i haﬁio

ri%u\h infine -

HEX %L—ij JA>
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Soluzione del problema di Saint-Venant.

T4 toncore A%J(, shorzi, solvziont &Q rroly@ww u
(SQA'V\\—VMM]’/ on\ egere oHMo (VL)’QT@AC[% ‘&
tpiviow di - Bl

1 L
(ot~ e B 2 o)D)

o ey
Lo &?t/d@fow‘ cL,« BQQ)W&W @W;eswm 173 Cpmtb'a'ow'

WL (RS5aNL (Q Supf{o{w)ﬁ \MX (s di Se-zouR W@mu%@)

per Q‘em)wﬁmij i Teruming & %roMni'o, e
buugore & deforwasions, Nowbile el fousoe Aayb
Ros via Baae ok hrive.

Lo equavoui & Bllkaui | cerille per osteso
oy odo &l polesi i Saint- Vewawh (cioe®

61 /—ij =O ¢ ?vfw(l/[ &f_O:': 5,}) &N@(}&Vﬂ
r ZO/
lis?_:(:? %Ii =O ,
1320,
L:—'&:y% (()jf =O ’

2%, 926; 9m\ o
—d Z%(’H—/)(%rz a\j‘ 921> ‘bzf =0

0%,
= 1,5 7=> @“x‘——a; :O,

o ’52@2 D 0Ty, 0
=2, aa%:y(ur)(% By *Dgf) *Of =0,

e, 0, 05 'y
_y/B %QU{'V)( jZ (ayz% + (5%{z>+9j92 =0.

Utilizzando le prime due, la terza equazione diventa:

8%‘ =0

Utilizzando la prima e la seconda equazione indefinita di equili-
brio, la quinta e la sesta equazione di Beltrami divengono:
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Le equazioni di Beltrami definenti la sola tensione normale sono:

(OZQ

06,
z=O => Oy Q/{MJQ in 1/72,‘{

oy %‘ma\wm

oyt =0

02

J 0¢ :O = ,,amles‘)r&;:mgcu GE Han QQI‘Q}W
Ox9y Fornu wi wushi m X e,j

Jﬂ“—j—(&p«‘ a,wHGQQW &) }wsa'om nwmaan;

0;= (E,¥+ Q1>I+(Bz¥+az)j + 532' + 0y -

Le costanti di integrazione possono essere determinate imponen-
do le condizioni di equivalenza statica nelle sezioni rette:

§6z3A2N7
A

A=y —T(-
f}fzj M, T(A-9),

0 XAA: — -T —
gA t m) x(% ;E)7
Dalla prima condizione si ottiene:
(kaz +Cl3) A - N 2
e QViV\(Li :

C\,E-_-“E' 2 B3=O

Dalla seconda condizione si ottiene poi:

U"zz*al) Se =My~ 7}(%—1) 5
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ga(cw:
le_{ni‘]——_,]j&; 1322%

Dalla terza condizione si ottiene infine;

(b eay) | :—mj—m%—z),

Q qmn(&i:
My +T 0 Tx
S e I

J

La tensione normale vale allora:

N o Me-7(-y)  My+Te(t-2)
0 =n © I Yy - ]y x .

L’%Ycﬂ%'oux ALQQ/A hu%'m VIO(mELQ&) gcﬂ'HE %)
quméo\m. &@Q V&QHMQ}\‘&&A&@/.! Sa@u‘}aa'wﬂ ,c{/vwb

zhmalua:
x M/
Jx j —J'] X .

Tenuto conto che il sistema di riferimento prescelto é quello baricentrico e prin-
cipale di inerzia, la soluzione di Saint-Venant nella tensione normale ¢ in perfet-
to accordo con la soluzione del modello di Eulero-Bernoulli specializzata al caso
omogeneo. Per quel che riguarda il legame costitutivo assiale-flessionale, si calcoli
I'energia complementare elastica per unita di linea associata alla tensione normale:

7%&9 ka o c\u uo Vw&' { W( Qh}fu' ( ,‘5‘)LH®
i asa }aaﬂ'aw}ﬂ'u' 2 EQ Mow»}o &\A}(;L(‘}}’ Vi‘b?ﬁm %
=2 fr\'wdfap»' , r:‘gu«m’&;

j:\mu,\ - ﬂjJA :fmc{#\ 0,

C C{Nn({\lt
] z L
B LI
Q(&-— 7 (EA + EIx + —E—J_;

Tale espressione coincide con quella ottenuta nel caso omogeneo nell’ambito
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del modello di Eulero-Bernoulli e quindi anche riguardo al legame costitutivo vi e
pieno accordo tra i due modelli.

Le equazioni di Beltrami definenti le tensioni tangenziali sono:
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Cowdi vow diequivalenza statica nelle sezioni rette:
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No\‘arc Mo m/wﬂ Qﬁi\fcwim &Q&M‘ ’Cx,ge T]z
ropaions colo Oy coatedckide dllls sofll chavione
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A Juv\f\/Q iw&jw& A/& M Mx '3 H] € z{vmcl,(
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Quindi il modello di Saint-Venant é pienamente in linea con la richiesta che
i legami costitutivi assiale-flessionale e torcente-tagliante siano indipendenti tra
loro.
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Dato che ¢ coincide con la funzione ingobbamento ¢,
il fattore torsionale di rigidezza J£ vale:

jt—j %—;H:)JC (91 —y))}clA

Posto allora:
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5.7 Legame costitutivo tagliante

Nel caso di materiale omogeneo, che comunque ¢ I'unico contemplato
nel problema di Saint-Venant, e prassi comune quella di porre il tensore di
rigidezza tagliante nella forma:

r- Lx L 5.29

GA ( )
dove A é I'area della sezione retta e X € detto tensore dei fattori di taglio. Si
noti che le componenti del tensore X, dette fattori di taglio, sono dei numeri
puri. Il legame costitutivo tagliante, in termini del tensore dei fattori di
taglio, si scrive:

T = GAX 'y, y© = aXT (5.30)

dove lo scorrimento y© é valutato rispetto alla fibra longitudinale per il
centro di taglio. L’energia elastica di deformazione e quella complemen-
tare corrispondenti alla sola parte torcente e tagliante e supponendo il
materiale omogeneo, si scrivera quindi:

¢ = % {G]t@z +GAY© - x! yc} , (5.31a)

1 (Mtc>2 1
v=31"cn teal XT|- (5.31b)

Come ogni tensore doppio simmetrico, anche il tensore dei fattori di ta-
glio ha in generale due direzioni principali, dette di taglio, ortogonali tra
loro e che diagonalizzano la matrice delle componenti. Si noti che le di-
rezioni principali del tensore X dei fattori di taglio coincidono con quelle
del tensore I' di rigidezza tagliante, gia denominate a suo tempo direzioni
principali di taglio. Un asse di simmetria, come gia noto, contiene il bari-
centro e il centro di taglio ed e principale di inerzia. Inoltre risulta essere
anche principale di taglio. Infatti un taglio diretto come I’asse di simmetria
¢ simmetrico e non puo quindi generare uno scorrimento nella direzione
ortogonale all’asse di simmetria, essendo tale scorrimento emisimmetrico.

Data I'importanza del baricentro nel problema della flessione, dato che
a differenza di questa la torsione € nulla nei problemi piani e dato inoltre
che il problema del taglio é spesso di secondaria importanza, normalmen-
te I'asse della trave viene fatta coincidere con l'asse dei baricentri e nella

sezione retta vengono spesso assunti quali assi di riferimento gli assi prin-
cipali di inerzia. Se i calcoli che riguardano il taglio si eseguono rispetto
alle direzioni principali di inerzia, che in generale non coincidono con quel-
le principali di taglio, la matrice delle componenti del tensore dei fattori di
taglio sara piena e il legame costitutivo inverso in forma algebrica risultera:

T T

ys = Xx_GZ + Xxy_GZ, (5.32a)
T,

vS T (5.32h)

“Xxyoa TXvga

dove gli scorrimenti y$ e y§, sono valutati rispetto alla fibra longitudinale
per il centro di taglio.

I valori dei fattori di taglio xx, Xy € Xxy dipendono dalla soluzione del
problema di flessione, taglio e torsione. Nei casi in cui almeno approssima-
tivamente si conoscono le tensioni tangenziali dovute ad un taglio passante
per il centro di taglio, € possibile valutare i fattori di taglio valutando I’ener-
gia complementare (5.31b) associata alle date tensioni tangenziali, energia
che per esteso si scrive:

2
C ; 2
1 (Mt) TZ T; TxTy
_ - Zx 2% 5.33
Y=51 6 X F Xy Gp T2y g (5.33)
<& & &

Fattori di taglio. Per valutare in generale i fattori di taglio si potrebbe valutare
I’energia complementare associata alle tensioni tangenziali soluzioni di quel parti-
colare problema di flessione, taglio e torsione in cui il taglio passa per il centro di
taglio. Ma per il fatto che la soluzione nelle tensioni tangenziali definisce un po-
lo privilegiato S rispetto al quale la soluzione stessa € piu semplice, si preferisce
valutare 'energia complementare del problema generale di polo S, il che conduce
ad un legame costitutivo torsionale-tagliante pieno del tipo (2.31). Di conseguen-
za si utilizzeranno le (2.36) e (2.37) per determinare i fattori di taglio e le (2.34)
per valutare il centro di taglio. Al legame costitutivo torsionale-tagliante del ti-
po (2.31) corrisponde la seguente forma dell’energia complementare per unita di
linea, espressa rispetto al polo S:

1 -\ 2 . 8 . .
W=y SLC; (Mg) +2CL MF Ty + 2CL M{ Ty, + CLTZ + C4 T3 + zc;yTxTy}
(5.34)
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Inserendo la soluzione nelle tensioni tangenziali del problema generale nella
espressione dell’energia complementare per unita di linea:

_ 1 2 2
Y=3G L (722 + 132) da, (5.35)
si ottengono i seguenti valori dei coefficienti che compaiono nella (5.34):
1 oPt )2 o0
= — _ = 1
C=on Lf:( ax V) T\Gy tX) 4 (5.36a)
1 0@y )(a(l?x 2 — 9 ) 0@y 0Py
to_ L 0Pt 3 B 01
CZX - ZGJtJy JA{( 0x Y ox (X vy ) + dy +X 3y dA.
(5.36b)
s [ {32 9) 50 (3200) (8 e
= 26n L l\ax 7)) ax * oy X%y (y?-vx2)) {aa.
(5.36¢)
1 o 2 2 2
| E 2 54,2 x
T JA{( o~ (X -V >> ' ( oy ) }dA' (5.36d)
1 29, op 2
U= Y 9Py (2 _oa2
T H( ax ) *( dy (v* - vx )) }dA- (5.36€)

1 0@y (0@ o )
t Y X 2 _ 2
S = 46700, L{ dx ( o ~ (X7

0@x (0Py 2 _ 52
+ 35 (W — (¥ -vx?)) fda. (5.36f)

Si nota innanzitutto che, come gia verificato nell’ambito del problema della
torsione, vale la relazione:

L{(%‘ﬁz%aa;?”)}“:h (5.37)

Si ha quindi conferma del fatto, gia assodato, che la rigidezza torsionale, inversa

della C, vale G Ji:
1
Cl=— (5.38)
2 Gl
Tenuto poi conto che le coordinate del centro di taglio fornite dalle (2.34) riguarda-
no il sistema di assi centrato sul polo iniziale, che nel caso presente coincide con
S, ne consegue che nel sistema centrato sul baricentro forniranno le differenze

delle coordinate tra il centro di taglio C e il polo S:

C‘t
Xc—Xs = — gg/
z
__ L 0P _ )aq’y 0P 0Py (12 .2
B 2ijA{(aX V) ox T oy X dy (y VX) da,
(5.39a)
Ct
yc—ys=CL§
1 0P _ )(B(p,{7 27—2) 0P 0P«
*2JyL{<ax o - (P V) )+ (FT e ) o pdA,
(5.39b)

D’altronde utilizzando le coordinate del centro di taglio, gia determinate, e le
coordinate di S si ottiene:

_ 1 0Py 0Py 2 _ 52
xC—xS—ZJXJAi( Ix —Z(pt)y—(ay —(y —vx) x¢dA, (5.40a)

Ye = ys = 2}y J {(aa‘?j‘ + 2(pt> x - (aa‘fc" — (%% - Vy2>> y} dA,  (5.40b)

e poiché valgono le relazioni:

ZJ @y dA = J {a(py 9P (a(py f(yszx2)>%}dA, (5.41a)

ox 0x oy %
0Qpx a(pt (a(pxi 2 =2 >%
ZJ pixdA = J { 3y 3y Ix <x vy > o dA, (5.41b)

si ha conferma della validita delle (5.39).



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria ¢ meccanica delle travi e 9 settembre 2016

Capitolo 5 e Modello di Saint-Venant

197

e SFS—

Dimostrazione della (5.41a). Nel seguito si dimostra la (5.41a) e in modo analogo
puo poi dimostrarsi la (5.41b). Integrando per parti, portando uno dei due ter-
mini che si ottiene sul contorno e infine utilizzando le condizioni sul contorno e
nell’area di @, si ottiene successivamente:

ZJ (ptydA:J (ptyznydsfj %ysz
A 2A A 0y

> = oPu
= 2 _yx? ds + j ’n, ds — J ——y2dA
JBA (020 (y \ ) ny,ds+v A X n,ds s 8y y

_ oy 0@y [ 99t » 0Pt »
= aA(pt<aX Ny + 3y ny |ds+v Aayx dA Aayy dA

_ [ (22 0®y , 0P 0Py fJMz JMz
_L(ax ox +ay oy dA+VA8deA AayydA

(5.42)

e ne consegue immediatamente la (5.41a), come volevasi dimostrare. [ |

Con quanto precede e ricordando le (2.36) e (2.37) si ottengono infine i fattori

di taglio:
t (Céx)z t t 2
Xx = GA <CX - & ) =GA(CL - CL (ye - ¥5)°), (5.43a)
(cy)’ ,
Xy =GA|Ch = 5 | = GA(C) + Chixe —x5)?), (5.43b)

) = GA(CL, + CL(xc - xs5) (e - ¥5)) . (5.43¢)

<

<

<
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Capitolo

DISTRIBUZIONE DELLA TENSIONE TANGENZIALE

Si studieranno ora le distribuzioni sulle sezioni rette delle componenti
della tensione tangenziale conseguenti ai vari tipi di sollecitazioni sempli-
ci che possono trovarsi ad agire sulle stesse sezioni rette, limitatamente a
quelle che generano una tensione tangenziale. La distribuzione della ten-
sione tangenziale T, oppure delle sue due componenti Tx; e T,;, ¢ deter-
minata dalla soluzione generale del problema di Saint-Venant o, equivalne-
temente, dalle soluzioni del problema della torsione e di quel particolare
problema di torsione, taglio e flessione avente il taglio passante per il cen-
tro di taglio. Si ricorda che tale distribuzione ¢ “esatta” se la trave soddisfa
le condizioni del problema. Poiché queste soluzioni dipendono dalla inte-
grazione della equazione di Laplace con opportune condizioni al contorno,
integrazione quasi mai eseguibile in forma chiusa, non solo non é possibile
uno studio esauriente come nel caso della tensione normale, ma anche lo
studio di un singolo caso puo presentare notevoli difficolta. Per tale motivo
si preferisce, quando possibile, utilizzare dei metodi approssimati. Tenen-
do poi conto del fatto che il taglio, per via delle equazioni indefinite di
equilibrio, si presenta quasi sempre in associazione col momento flettente
a cui corrispondono dei valori di tensione prevalenti rispetto a quelli dovu-
ti al taglio stesso, a volte é sufficiente che i metodi approssimati forniscano
delle indicazioni di massima sui valori delle tensioni tangenziali dovute al
taglio.

Nel seguito ci si limitera allo studio di alcuni casi tecnicamente impor-
tanti. Per quel che riguarda la distribuzioni della tensione tangenziale con-
seguente ad un dato momento torcente, non ¢ possibile prescindere dalla
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soluzione del problema della torsione, indispensabile tra I'altro per la de-
terminazione generale del centro di taglio. I casi particolari di torsione che
si svilupperanno nel seguito saranno quindi basati sulla soluzione, even-
tualmente approssimata, del problema della torsione. Per quel che riguar-
da invece la distribuzione della tensione tangenziale conseguente ad una
data forza di taglio, non ci si basera sulla soluzione generale del problema,
ma piuttosto sul fatto che una semplice equazione di equilibrio, nota col
nome di formula di Jourawski, associata alla soluzione (4.1) nelle tensioni
normali, sara in grado di fornire, nel cilindro di Saint-Venant, la tensione
tangenziale media lungo una corda qualunque della sezione retta, anche
se solo per quel che riguarda la componente della tensione in direzione
ortogonale alla corda stessa.

6.1 Formula di Jourawski

Allo scopo di ottenere la formula di Jourawski, si consideri una gene-
rica corda b (di lunghezza b) e sia T,, la tensione tangenziale media su
tale corda, relativamente alla componente nella direzione » ortogonale alla
corda:

Tyz = lj Trzdb. (6.1)
b Jy

Nella (6.1) T, ¢ la componente ortogonale alla corda della tensione tan-
genziale puntuale. Si consideri poi I'’equilibrio alla traslazione in direzione

199
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=

/ ZX corda Qpuarica b
x
Ta=7-&
d v
Toy

J \@z

dell’asse del cilindro di una sua porzione che si ottiene sezionando un ele-
mento dz di cilindro (intorno della generica sezione di coordinata z) con
un piano longitudinale passante per la corda b. Delle due porzioni si sce-
glie quella avente la direzione * positiva entrante e che nel seguito sara
indicata con A*. Le componenti in direzione dell’asse z delle forze che

Tor

b
) 9%
T 6, + —B—EJ‘;;

A*‘
“4}}. "L

ﬁ“

]

s

agiscono sulla porzione di trave cosi individuata sono:

—02, sulla porzione A* della sezione di coordinata z;

aa‘? dz, sulla porzione A* della sezione di coordinata z + dz;

oz +

-T2z, sulla sezione longitudinale, avendo tenuto conto del teorema di
reciprocita delle tensioni tangenziali.

L’equilibrio si scrive pertanto:

_ J o, dA + J (az L dz) dA - J (t,,dz)db =0,  (6.2)
A* A* 0z b

e cioé:

J 7,,db = J 00z g, (6.3)
b A*x 0Z

In virtu della (6.1), la tensione tangenziale media T, risulta pertanto:

- 1 00,
2= 3z dA. (6.4)

La relazione (6.4) e le relazioni (4.1) e (4.2) relative alla tensione norma-
le rendono determinato il problema del calcolo della tensione tangenziale
media T, .

6.2 C(riteri di snervamento

Nel caso che sulla sezione retta della trave sia presente anche la ten-
sione tangenziale, non é possibile confrontarsi direttamente con la tensio-
ne di snervamento, definita nel caso di uno stato di tensione monoassia-
le. Introducendo la tensione ideale oj, ovverossia la tensione monoassiale
equivalente, dal punto di vista dello snervamento, al dato stato tensionale,
la condizione di appartenenza al dominio elastico richiede, analogamente
alle (4.5) e (4.6):

-0, <0i<0y. (6.5)

Limitandosi al caso dei materiali metallici, ovverossia dei materiali duttili,
ed utilizzando il criterio di Huber-von Mises, nel caso in cui sia presente la
sola tensione tangenziale si ha:

0 =37, (6.6)
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6.3.1 La sezione circolare

Nel caso della sezione circolare la funzione di ingobbamento ¢ nulla,

conformemente a quanto gia discusso.
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6.3.2 La sezione circolare cava
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6.3.3 Mensola di sezione circolare cava

Si consideri la mensola in acciaio di sezione circolare cava illustrata in
figura e soggetta ad una coppia torcente di 80 kN all’estremita libera.

70 mm ’

b2 momwko i ineszia Fogém vao,e :

le=712

80kNm

& mm \*
- 7] (1= st

e quin&‘ P \mggm Ea«;%;mz(@Ql M ass1ma rigu”a:

< i 8)( 1011\] mm 10 mm
ax %,369x10 2

La tensione ideale massima vale:

G =3 Tuge = 143.94 N/mm?.

= 83.10 I\/’mm?'.
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6.3.4 La torsione nelle travi di sezione sottile chiusa

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa. Se lo spessore ¢ co-

O

Yy

stante oppure “moderatamente” variabile si puo assumere, senza grande
errore, che le tensioni tangenziali lungo una corda siano parallele alla li-
nea media. Infatti in tal caso il “flusso” delle tensioni sul contorno ha,
almeno approssimativamente, la direzione del contorno stesso. Inoltre ci
si puo aspettare, analogamente alla sezione circolare sottile, che le tensioni
tangenziali si mantengano costanti lungo una corda generica.

Sk e ot on o & clindro dilunghezza d%
(M\w sla G seciont m)r’ra> ¢ s esenan
boe SRrecio sevion o due pidu mewk ) asse
E (g Qgitedinali ) e passaddi per due code guacide
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Estaomdo 4 Lones medid o oHieme il ge%\/onhz, valore
M&\ area racduvsa:

N = 10 mmx230mm = 25300 mn’

Poiche Lo %FQQSO(Q e cpg“ém\'e Q,w»&o WHS Q/a' in\ea
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= 41.90 N/mml,

41.90 N [uu?

Fattore torsionale di rigidezza

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa e si ricordi che la ten-
sione lungo una corda di spessore b e costante ed é fornita dalla formula
di Bredt. Si ricordi inoltre la relazione tra tensione tangenziale e funzione

0
M
e
k
T

Yy

) =

di ingobbamento:

M,
T = J—t{gradeng (P—G)} (6.7)

dove Rz ¢ il tensore rotazione di 90° in senso antiorario. Dalle ten-
sioni tangenziali & quindi possibile risalire al gradiente della funzione di
ingobbamento:

Jt
grad w = MT - Rg (P-G). (6.8)

Per poter integrare tale espressione nella funzione di ingobbamento w
la sua circuitazione lungo la linea media chiusa deve essere nulla:

£} gradw - tds = 0. (6.9)
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Questa espressione rappresenta quindi una condizione di congruenza.

dove f) éTlarea racchiusa dalla linea media.

Duv«(uo,/Qa ok ziowe s

&{g.; do— ¢ §Q{gg(9—o>}-t«is =0,

e infine:
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La torsione nelle sezioni sottili chiuse pluriconnesse

Analizziamo nel seguito, quale esempio facilmente generalizza-
bile, la sezione sottile chiusa triconnessa.

1’1){2)’(3/ ]k >

4 in(popx\e ;

1 eqvasiows i equilibrio di nodo
A A tioue & Q;il\/iva/QﬂJL% datica ta o € e My

Z equazioni di circuitazione lungo le linee chiuse 0Q; €
0Q,.

I flussi delle tensioni tangenziali nei vari tratti valgono:

fi = Ob,, f,=1b, fi = Tyby
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L’equazione di equilibrio del nodo alla traslazione nella direzione
della linea d’asse richiede:

f1clz - fzdz-i- f}ciz_:o s

e si ottiene:

fy=h- 1

Lequivalenza statica richiede:

My =j£ £y hds, + gangz hds, |,

0L

e s ottiene:

Hl; = 2_[1.1 f1 + Z-Q‘Zfz

dove JL4 e SL, sono le aree racchiuse dalle linee medie 9Q
e 0Q), rispettivamente.
La circuitazione lungo la generica linea 0€Q2; si scrive:

g %4‘3(1(1/ 'L C{Q = O ,
e quindi: b

E_k{g _]_f‘_clg_j{_%cl; ~ %hc‘% =Q,

L
Me (Vaq, b J 3Q,
i“ _]_[%C[g_j hgel % hds = () .
P4E 0Q; b { J oQ,

e infine:
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RANE . \ . , 6.3.5 La torsione nelle travi di sezione sottile aperta
V%S: c\\uw infine che QML\LQ v\ﬂ& (AN 4* Sezoug SDH‘.EQ
‘ Si consideri una sezione sottile aperta generica. Come gia per le sezioni
Li(oﬂnes%l vale %d (Q,\)\(L oY _7_—’ = () : sottili chiuse, le tensioni tangenziali lungo una corda possono assumersi

parallele alla linea media per garantire che il “flusso” delle tensioni sul
contorno abbia, almeno approssimativamente, la direzione del contorno
7” = X fL ﬁ C‘G stesso. Inoltre lungo una corda generica la tensione tangenziale media
: L
)

deve essere nulla in conseguenza della formula di Jourawski:

! Ig d (6.10)
- Tdan. .
bl
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La sezione rettangolare sottile
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e quindi:
A 3
szhb,

La PV\A?A‘M Aﬂg&l \(&Lﬂ,{m diventa:

2 M LM

— r = —s

T:r&— J‘k - E'}% xz

szzo .

La tensione tangenziale massima si ha in corrispondenza dei lati
maggiori e vale:
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Il momento torcente totale generato dalle T, vale:
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La sezione sottile generica

Si consideri una trave di sezione sottile aperta di linea media £ in gene-
rale curva e di spessore b in generale variabile. Si assuma poi un’ascissa
curvilinea s sulla linea media ¥, espressa dalla distanza misurata sulla li-
nea media da un punto preso come origine. E allora possibile individuare

il punto generico P della sezione sottile per il tramite dell’ascissa s e della
distanza 7 del punto dalla linea media, misurata nella direzione ortogonale
alla linea media stessa. La funzione P (7, s) rappresenta un sistema di coor-
dinate generali. Le linee coordinate v di equazione s = cost sono le rette
ortogonali alla linea media, mentre quelle s di equazione r = cost sono le
linee parallele alla linea media.

Si supponga poi che il raggio di curvatura a della linea media della
sezione sia grande rispetto allo spessore b:

R < 1. (6.11)
a

Sotto tale ipotesi il laplaciano che compare nell’equazione di Poisson
che regge il problema della funzione delle tensioni F si scrive in modo
approssimato:

0°F  0°F

2
VF~a +as2

(6.12)
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O
,
Pad NN X
b
ds/a
R
7
/ v
x=r S

L’equazione di Poisson diventa allora:

PP O _ M

+— = ) 6.13
or2 T 352 A (6.13)
Si trascuri, come per la sezione rettangolare sottile, il soddisfacimento del-
le condizioni al contorno nelle estremita della sezione e in piul negli even-
tuali nodi e si supponga che lo spessore b vari lentamente lungo la linea

media della sezione. In tali ipotesi la funzione:

_ M, b
F=-7 (r 7 ) (6.14)

soddisfa, in modo approssimato, sia I’equazione di Poisson (1) che le con-
dizioni al contorno F(b/2) = 0e F(—b/2) = 0 e rappresenta dunque la so-
luzione, approssimata, del problema della torsione per le travi di sezione
sottile aperta, naturalmente sotto le ipotesi dette.

Dato che localmente il sistema generale di coordinate origina appros-
simativamente una base di vettori ortonormali le tensioni tangenziali
valgono:

OF

__or M
Tsy = 5 = 2 7 v, (6.15)

OF
Tyz = Y 0, (6.16)

dove nella T, si sono trascurati i contributi della derivata dello spessore
b per l'ipotesi di lenta variazione di questo lungo la linea media. Lungo
una corda la tensione tangenziale assume il valore massimo in modulo sul
contorno. Detto T tale valore, risulta:

Mo,

6.17
7, (6.17)

— b
T= ‘Tsz(ig)‘ =
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Semicirconferenza sottile

Sia data una semicirconferenza sottile di raggio R e di spessore

b costante. Il fattore torsionale di rigidezza e la tensione tangenziale

sul contorno valgono:

____/L 3 P _ 3”[— .
Jy=3TRE = R

0 fage & covatva @ cochamte o vale R.
Le hm/\'w ri&on aQQA Qm%l w&xa c\&won‘%uﬂ

a%& forap ¢ womanh i %uw)h :
LT A L
S

R Ma \ﬁf&u}l cbvu}o dw& }Quef{om' famawagb,‘
Tes C&Q(.OQQ}G on FOADO U (ictuzc'oug A Cw.}fo O
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Integrando, si ottiene quindi:

Poiché la sezione e simmetrica, la funzione di ingobbamento w é emi-
simmetrica a meno di un moto rigido globale di traslazione nella direzione
dell’asse della trave. Imponendo 1'emisimmetria, deve risultare:
w2 (0) =0 = Cp = 0,
w3 (s) = —w1(s) = c3 = —C1.
Imponendo infine la condizione di continuita in uno dei due spigoli della

sezione si ottiene poi:

wum=ww{§ - o=

Centro di taglio.
Si ricordi che risulta:
ijA

X = - =
A

Trascurando Q/& M’&)on‘Q»'h\ cl,‘ W) mwy gF;zr;spre, e tenendo

conto che:
-5t €
Y=< Sz ke @
2 iah @

risulta:
Rk H
T _E% +do) s
0
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Ricordando che:

_ 5H9) 81%\-\2’
Jx - %|’2/ + 2 >

si ottiene infine:

fcz T

. 4 e

La distanza dc del centro di taglio dalla linea media dell’anima
vale quindi:

§,2H

_1
de L4

Esempio numerico.

Si owciders {a sedome 3 C & Q‘eaura,go%@}h ad
un momwko %orow)fa &A\{ora(io C\_A 50KNcem. I FaHo(a
Porsiov\aQy, U r.‘g,{cleua v .

3
I = %éiB + —%SfH = 5.265¢10" ",
Il momento di inerzia rispetto all’'asse x VaQt :

T, = 2073410 mm

{1
tﬁ Mi=450 KN cm
81'—'—'8.5'mm F
{z Vﬁ’< £
x L
C _’e&fﬁémm ::—_[_'
s §i=85mn 3

AN

{3 B = 100 mwm
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) =

ML—S
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La posizione del centro di taglio risulta infine:

dc =41.00 mm.

5348 N/mm?

6.4 Taglio

6.4.1 Centro di taglio

Si ricordi che il centro di taglio della sezione retta é il punto che disac-
coppia l'effetto del taglio e del momento torcente. Se il taglio passa per il
centro di taglio allora I’angolo unitario di torsione é nullo e I'unica defor-
mazione € uno scorrimento. Dualmente la rotazione torsionale dovuta al
solo momento torcente deve avere polo coincidente col centro di taglio per
far si che sia nullo lo scorrimento tra la fibra longitudinale passante per il
centro di taglio e la sezione retta. Un taglio passante per il centro di taglio
non compie quindi lavoro per effetto della rotazione torsionale dovuta a
un momento torcente e viceversa un momento torcente non compie lavoro
per effetto dello scorrimento dovuto ad un taglio passante per il centro di
taglio. Inoltre si ricordi che un asse di simmetria contiene il centro di ta-
glio, poiché un taglio avente retta d’azione I'asse di simmetria € simmetrico
mentre una rotazione torsionale ¢ emisimmetrica e quindi tale taglio non
puo provocare una rotazione torsionale.

INA

¢

x G
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6.4.2 Formula di Jourawski
Formula di Jourawski binomia

Derivando la formula trinomia della forza normale eccentrica sotto le
ipotesi del cilindro di Saint-Venant, cioé di una trave ad asse rettilineo a
sezione costante e caricata solo alle estremita, si ottiene:

Doy dMe 4 d_’\y_f_ 1
e~ dE L PRI W

poiche la forza normale, nel caso di trave caricata solo alle

estremita, e costante.
Le Qqu’A’lA'ow' f»/\clllg\mh cL« Q('V f*QA'L(fO JQ,QQ robu'owa

aﬁomo aaQ; A8t X Qy ey SCVoo :

dMe_ _ Y _ 5 2)
7, X Lt+dT
J M +JH11 T *

e x M

B % 1 :

Si noti che anche Ty e T, sono costanti e che quindi ¢ costante anche il
taglio complessivo T di cui Tx e T) sono componenti.

La (1), on Qe ), divieme :

Ty

Tz

y
Qosh}'uwci" Qa (3) mQQél (7) del Capitolo 1, a pagina 4,
N oH‘(we, .‘nrfﬂl Qa porvaa AA jourawsk( binomia:

y.

b]:c bjj

/_C_‘czs =
C(OVQ, .

3;‘: ifgo\lxj gj"‘:kxw ,
(awmsmkwo i wowoudi shabic rispetto aaQ( 1% X
¢y amePtiamite s poczione. ¥ dalls cenione
@, Gl da 3% M X ey s baciaukricd

W QMVA‘QN Smous (d’fa maA now/;w Mﬁl Pﬂ{

wa  Gud Yoru'owe .

Gt woli aude due se Ty @ powiting wol dice o
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Formula di Jourawski monomia

Le ipotesi sono ancora quelle di trave ad asse rettilineo, a sezione costan-
te e caricata solo alle estremita. Inoltre la trave viene considerata soggetta
ad un taglio generico T costante. Se si considera poi I'asse s parallelo al
taglio e passante per il baricentro, nel piano sz, per equilibrio, deve agire
un momento flettente M, di cui s rappresenta l'asse di sollecitazione, tale

che:
dM _T

dz
L’asse n coniugato di s rappresenta I'asse neutro della flessione associata al
taglio T, flessione dovuta al momento flettente M che agisce nel piano sz.

(6.18)

T

M+dM
I—u
| l/ 3
T+dT
g d¥

Questa € I'unica caratteristica della sollecitazione che varia con z e fornisce
quindi tutta la variazione della o, con z. Poiché la tensione normale dovuta
al momento flettente M vale:

o =EMS, (6.19)
Jn

si ottiene infine:
00 dM s T
3, —EdZ T —Ejns. (6.20)

asse neutro della flessione
associata al taglio

asse di sollecitazione della
flessione associata al taglio

5

\ normale alla corda

4
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Inserendo la (6.20) nella (6.4), alla pagina 200, si ottiene infine la formula
di Jourawski monomia:

_ TSk
Tyz = bl (6.21)
dove:
Sk = EsdA, (6.22)
A*

¢ il momento statico, della parte A* dell’area individuata dalla corda, ri-
spetto all’asse neutro n della flessione associata al taglio, valutato con
distanze in direzione dell’asse di sollecitazione s.

Sezione a doppio T

Data una sezione IPE270 soggetta ad un taglio di 30 kN si vuole calcolare
la tensione tangenziale media lungo la corda baricentrica. Con riferimento
la figura, il taglio T agisce secondo I'asse di simmetria y, che quindi coin-
cide con 'asse di sollecitazione, mentre 1'asse x coincide con I’asse neu-

tro. Occorre quindi valutare il momento statico di mezza sezione rispetto
all’asse x:

edbelb- €Y a($-5)5(3- 5))

{13 5x 1,00 x 1. 99+Oééx(12éqg)1§ _2%50m’

La lossgions f&u%ﬂwaQt nedia Q«méy b erds basewlrica
vajzl ciumA.{;

Eg¥*
(=22
a T
3x40* N x235x10 om

. - 2
b <5.090x 10 mmd 1845 I\//mm

30 kN
e \
[ /A
A*
IPE 270
~ " J,=570 on'
V.OQ'-\ u(a @l ML
-~ @ =66 Sono m mm
3
R
J
b=13%

iy %Uno nas(ga‘wo Q.cb/m!l\ca dhe La \’Qw’;.ov\t [i-‘rr\aozv‘—
sl o usombe dol'aea A¥ Fm;w,Q‘ra

Poiche la sezione ¢ simmetrica rispetto all’asse y la tensione
tangenziale puo ritenersi costante lungo la corda e la tensione ta-
genziale media rappresenta dunque la tensione puntuale.

In corrispondenza della corda baricentrica la tensione normale
¢ nulla. Lungo tale corda si ottiene quindi la seguente tensione

ideale:
G =43 T =

31.96 N/mm?.
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6.4.3 Il taglio nelle sezioni compatte simmetriche
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6.4.4 Sezione rettangolare
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6.4.5 Sezione circolare
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Moo alg orda i i ¢ = Rem i,
N alta eetrenle™ 4 Ty ha Do chesso modulo 2

527\/\0 of‘;os\‘o. Avendo ipotizzato und varawone @«‘weare

(&&‘ {x‘k Q&/nao Q.’& CQr(ia St ‘/18'.
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I valore massimo in modulo 4B feusiows \~an%mal2¢
Quwao 0a corka Lo i ha gl dve et
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_4
-{Mﬂﬁ(—\% W'IQZ

Si vuole ora verificare la formula (2) che fornisce il modulo |T| della ten-
sione tangenziale totale nel punto P del contorno individuato dall’angolo
9. A tal fine si consideri quale corda il diametro per P, ortogonale a T. Per
valutare T ¢ dunque sufficiente calcolare il momento statico dell’area A*
individuata da tale diametro. Tale area puo essere divisa nelle tre parti in-
dicate in figura. Della prima parte il momento statico ¢ gia stato calcolato
ed e fornito dalla (1):

2 -
SL* = §R3 sin® 9. (6.23)

La seconda parte ¢ un triangolo isoscele con vertice nel baricentro, di ba-
se 2Rsin 9 e di altezza R cos 93 per cui risulta, applicando il teorema di
Varignon:

§2% = ( (2R sin 3)(R cos9)> (2Rcos9> §R3 sin%cos® 9. (6.24)

Infine il contributo della terza parte é nullo, essendo tale parte simmetrica
rispetto all’asse x. Si ha quindi:

Sk =8L" 482% = §R3 sin 9, (6.25)
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e ne risulta infine, per la formula di Jourawski:

6.4.6 Sezione triangolare equilatera
IT| = LS 4D g9 (6.26)
" (2R)Jx 3 TR? ’ '

Data la sezione triangolare equilatera di figura soggetta ad un taglio

. agente lungo una mediana:
in accordo con la (2).

1. disegnare gli assi di sollecitazione e neutro della flessione associata al
taglio;

2. calcolare la tensione tangenziale nel punto B;
3. calcolare la tensione tangenziale media relativa alla corda AB;

4. dire di quale angolo, in gradi sessagesimali, ¢ inclinata rispetto all’asse
x la direzione della componente della tensione tangenziale della quale
¢ richiesta la media nel punto precedente.

Nel seguito si indicheranno con B e H rispettivamente base e altezza del
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1000 kN
S 2
S
S ¢
X B
= G
C
2
~
A
Yy
\ 40 cm

triangolo equilatero:
B=40cm, H = Bcos30° = 34.64 cm ,

e con T il taglio che, con l'orientazione dell’asse 7y indicata in figura, risulta
positivo:
T = 1000 kN .

1. Le mediane del triangolo equilatero sono assi di simmetria retta. Quin-
di il baricentro G e il centro di taglio C coincidono entrambi con la loro
intersezione. Inoltre, esistendo tre assi principali sia di inerzia che di ta-
glio allora tutti gli assi sono sia principali di inerzia che principali di taglio.
Essendo baricentrico, I'asse 1y, retta d’azione del taglio, coincide con I'asse
di sollecitazione s della flessione associata al taglio, mentre I’'asse neutro
n € baricentrico e ortogonale all’asse di sollecitazione.

2. Essendo il taglio T simmetrico rispetto all’asse y ed essendo I'asse
x ortogonale a y, lungo la corda individuata da x la componente della

T
A)('
b %
G
= B H3 |H
n oD 30°
) G Y X .
60°
Yy=s

tensione tangenziale ortogonale alla corda stessa viene approssimata dalla
sua media. Nel punto B, posto sul contorno, la tensione tangenziale Tg
deve essere tangente al contorno stesso e deve quindi valere, ricordando la
formula di Jourawski:

Tys TS}
T = o~ B o’
cos 30 5Jn 0830

e tenendo conto che la lunghezza della corda vale g. Avendo prescelto

I’area superiore tra le due individuate dalla corda allo scopo di semplificare
i calcoli, come indicato in figura, il suo momento statico € negativo e vale:

(32)(5)--"%

Sﬁ:‘?(z & = 2 2000.00 cm3 .

24
Il momento di inerzia J,, del triangolo equilatero rispetto all’asse neutro si
puo invece calcolare come il doppio del contributo di uno dei due triangoli
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rettangoli in cui la sezione é divisa dall’asse y:

B3
2H 3
Jn =2 (236) = % =46188.0 cm* .

Si ha quindi:

(1000>< 103) x (2000.00><103) )
T = — = —25.00 N/mm* .
200 (46188.0>< 104) 08 30°

Il segno negativo della tensione tangenziale é coerente con il fatto che la
tensione stessa non puo che essere uscente dall’area prescelta.

3. Lacorda AB non é ortogonale all’asse y di simmetria e la sua lunghezza
e piu grande di quella della corda individuata dall’asse x. Ne consegue che
la media della componente della tensione tangenziale ortogonale alla corda
AB fornisce un valore che potrebbe anche essere inaccettabile quale valore
puntuale della componente stessa. Cio non toglie che la formula di Joura-
wski é comunque in grado di fornire il valore medio T,, della componente
della tensione tangenziale nella direzione » ortogonale alla corda:

Tyz =

TS
HJ’

essendo H la lunghezza della corda AB e S} il momento statico di una delle
due aree individuate dalla corda stessa. Poiché per semplificare i calcoli si
¢ prescelta I'area inferiore, come indicato in figura, il momento statico e
positivo e vale:

1 (B H\ BH?

* _ [ 2 2\ - — 3
S”_z(ZH)(6> oa 2000.00 cm? ,

e in modulo uguaglia quello valutato in precedenza e relativo alla cor-
da individuata dall’asse x. Poiché gcos 30° = % ne consegue che T,, e

esattamente la meta della tensione T valutata in precedenza:

_ (1000x10%)x(2000.00x10°%) )
Tyz = =12.50 N/mm~- .
346.4 % (46188.0>< 104)

Il segno positivo della tensione tangenziale ¢ coerente con il fatto che la
tensione stessa non puo che essere entrante nell’area prescelta. Si noti che

la direzione ortogonale alla corda AB e quella della tensione tangenziale
totale in B, per cui se si utilizzasse il valor medio lungo tale corda quale
valore puntuale si otterrebbe un valore di T pari a 12.50 N/mm? , in netto
contrasto con il valore di 25.00 N/mm? ottenuto in precedenza.

4. La direzione della componente della tensione tangenziale della quale
¢ richiesta la media nel punto precedente, relativa alla corda AB, ¢ quella
ortogonale alla corda AB stessa. Con le convenzioni di figura ’angolo di
cui e inclinata rispetto all’asse x tale direzione vale 120°.
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6.4.7 Il taglio nelle sezioni sottili aperte
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avendo ancora scomposto 'area A* nelle due quote A(r) e A e dove s ¢ la
distanza del baricentro dell’area A(») dall’asse neutro. Se « € I'angolo tra
la linea media del tratto e ’asse neutro e 8 € I'angolo tra asse neutro e asse
di sollecitazione, risulta:
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G convensions i Wuckeake m p»‘aura ¢ beuondo coubo che
S Qinire €' area Youde 3 zer ¢ dhe qu\‘nAA' Ua presenza L
evenbvali fewsiow normals von il lenza Q)Qquf@‘bn‘o Nl
»/\vo o othieus:

~ Ty bydE — by dy-Ghy=0

T
Tt o
\ Tg
1 ~3
BN
| z
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¢ qumAA':
Tb+hb+14b, =0,

Ci si s dlla cisullanke Th qu\ao ma corda gprens
dwigwandola  Plusso” delle beugiow \'awamuapa attra=
verse 0a coda . Ne cisulta che il Plisso WQOBE»OL n .‘na&ﬁo
in un nodo E(\'FQO et MQQO.

N&\‘uf&m(w)‘m qu&nh O\Q“‘o far wn woJo \‘r "P'Q” V&QQ f;ef
un Q\/QQNY\!iV( &9&\‘(0 Y\OAO.

6.4.8 La sezione a doppio T

La Seuone Fr@&»@u}a dve dssi di Sl'wwne}r{a e qufncu

i\ Cw,"ro AA "azpjo Como{cl& con il La/.'cm}’ro. '\/@Q (dS0 il

G=C| H a>e

fagio abbia qudk et dlaziove 02 Qvea mobia doll 'auima,
tRe Qivea wedia ra?‘)m}a 0 ase & collboetazione & monkre
0" xgenehio ?fb e\aﬁo(aomQy.. ¢ hKQAo & gimmetro (-
Gyﬂzﬁo M'asse d SO@Q}QZ{WQ ed emisimmelcico (t‘%\n&fo
W ase nevtro. T J&aammw«a dellle teusous f&wawu&&'
¢ Qiveare Qungo b e fafaboﬁ{co ﬂun%o 2 qwiwa

con ase dal3 Pa(aona n car(.‘sfwcl%za del baricentro.
Le Yousiows %amama'am Qungo 2" awing devono avere come
risvltane 1l %aab‘o aWQA'cab. Quindi 1| verso delle Fomsiows

%gv\%mz,;a@‘ Q,uv\%o Q'aw‘vvxa sz QSR (e cgy\corck ak verso

T T,> 2Ty
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AQ& h%ﬁio. Tenendo Cow}‘o che | P&Sso 3&%84& ner due
nods h.‘?P,{ love essee wolfo ¢ che 0oz & ol wtagions

& &l gimmakria o deduee actomaticamente | verso el
Femsiow \amama&; vi\?)o o dli. Se Ty ¢ Ty seno
ol Al Foumsiows bm%mu‘ﬁﬁ} i vicinanza ded nods
h;YJZ;, n‘sg&\rivammkt odls i o nell)! anima , Q’equaubm
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fe+Tie-Ta =0 = =224
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tia }QQA Tomgiows \'aw%w\uaj),. devono esere nullh.

O assi dllly dve Fara);o@e wincidono entrambi o € 'asse
neteo. 1€ 0lucso @unao [P | a differenza A caso P
cedonte, ha Sompre b shesso verso / fm‘o\he\ 1 Flusso wa&o
Qawima ¢ nollo. Tl verso deve essee in acordo con il

verso della forea di }aB,QA'o.

6.4.9 La sezione a L a lati uguali

La sezione presenta un’asse di simmetria, inclinato di 45° rispetto ai lati,
che contiene baricentro e centro di taglio. Come gia visto, il centro di taglio
e situato alla intersezione dei lati. Il baricentro € invece posizionato alla
intersezione tra I'asse di simmetria e I’allineamento dei baricentri dei due
lati, e si trova quindi alla distanza g dai lati, se B ¢ la loro lunghezza.

Si consideri innanzitutto il caso di un taglio avente quale retta d’azione
I'asse di simmetria, che risulta di simmetria anche per il taglio applicato.
L’asse neutro e la retta che passa per i baricentri dei due lati. Poicheé i lati
sono inclinati rispetto all’asse neutro, i diagrammi delle tensioni tangenzia-
li sui due lati sono paraboloci, con assi delle parabole in corrispondenza
dei baricentri dei due lati.

Si consideri poi il caso di un taglio avente quale retta d’azione la retta per

SN

BA| ¢ N

N\

B

il centro di taglio perpendicolare all’asse di simmetria. L’asse neutro coin-
cide con 'asse di simmetria, i diagrammi delle tensioni tangenziali sui due
lati sono ancora paraboloci e gli assi delle parabole sono in corrispondenza
del centro di taglio (dove i lati intersecano I’asse neutro).

Si consideri infine il caso di un taglio avente quale retta d’azione la retta
verticale per il centro di taglio. L’asse di sollecitazione e la retta verticale
per G e I'asse neutro é il coniugato di questo. Poiche I'asse verticale non
¢ principale di inerzia il suo coniugato € inclinato rispetto alla verticale.
Ne consegue che i due lati della sezione a L sono inclinati rispetto all’asse
neutro e che quindi i diagrammi delle tensioni tangenziali sui due lati sono

I

—-— -— - -— -—

-~ -—— -~ - -

C T2
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TH2

TA2

paraboloci, con gli assi delle parabole posti in corrispondenza delle interse-
zioni con I'asse neutro. Dovendo essere nulla la risultante orizzontale delle
tensioni tangenziali, I'intersezione dell’asse neutro con il lato orizzontale
della sezione deve essere situata necessariamente nella meta destra del

lato.

'T

D

NIVAR

6.4.10 La sezione a C

Si consideri la sezione a C di figura, di cui si sono gia calcolate le

caratteristiche inerziali.

do
T 15,
T -
A&
G
. H
5
; i
DU - B

Taglio parallelo all’anima passante per il centro di taglio

~d

&
L A LAC)
J) YT
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B

y , area A" per il calcolo di Sy (5,=0)

=] —

HJ/2

G

§

| B

Vechchiowo du Uiteyell ol i, (sga odfsuing
&Q Qm@fQA}o) pofm’c& | *ﬂzg&‘o 7}__«3??9)68}0

G2 (s)=— b5

La tensione tangenziale massima, agente in corrispondenza della corda ¥ < (g H H 4
posta sull’asse x, vale: % 52) = - 1B‘Z‘ - 82 Z >_

H
)2

dove il Ry y\g?(&}{vo significa che J v di 47 on UGCW)~ ¢
£aageq A¥ e o ¢ ousiderahs »\0&%*(029& gf(%.)
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H H
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A 1
5
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Si consideri ora I’esempio numerico riportato in figura, di cui si sono gia
calcolate le quantita inerziali.

, EA(, A=2820 mm*
Sbm] . AG= 30,44 mw
; 900 mw .
| T, = 20735107 mu
8.5 mm
0 T. = 3405x10° mm*
100 mm J

I valori piu significativi delle tensioni tangenziali, dovute ad un taglio
T, = 5000 N, sono riportati in figura.

T= 244 N/mw\l
A=3.6b N/mm1 C’\\;

!
L
b, = ABE Nt

v
|
L
|
v

— > >

T4=5000N
jOOO

Inoltre:

= 2,906 .
%

Centro di taglio

Si indidua ora il centro di taglio C attraverso la risultante delle tensioni
tangenziali dovute al taglio T, passante per tale centro. Poiché la forza
risultante ¢ verticale i contributi delle due ali sono uguali ed opposti ed
equivalgono ad una coppia. La risultante nell’anima deve valere T,,. Tale
sistema di forze ¢ equivalente ad un’unica forza T, passante per il centro
di taglio C, per cui deve risultare:

lyd. = T'H,

dc  dg
—~tf— T/
O B
T/
1 34

e quindi: ,

y T
= M H .
J
La forza T agente nelle ali vale:
o G WBHe B §BH
T

e si ottiene definitivamente:

c N 4 ’
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conformemente a quanto gia ottenuto utilizzando la funzione di ingob-

bamento.

Taglio agente secondo I'asse di simmetria

T&’ 2 T
B
Tutre
‘C°i cC_ T G
5 T’T"
54 = /2
g
= L B(B_
A by G

(5= —ds (Bd-3).
Sﬂgl) = §,(5 +5)de — {8 K% e ).
P 5= R4, -

U n (ed) T k)

wax 813_] 2/ Ij Z

Bhee 4 *%J?xo Secmdo X

F&“O( '3 AA }&%Qjo m,{Ql‘o

PM‘C\ML\ xS cju S‘M\M/hi‘a 1 %Hbﬂ CL }?’{/'0 M%\o
% J/VMV@A:
0
X’7

Tn altg ?@(onL/ e g s 3 rr:na’p@j d; hﬁ&o‘
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6.4.11 Sezione a Z | 56.5 |
| !
Si consideri la sezione a Z sotto riportata soggetta ad un n AV
taglio verticale T = 40 kN. 91 K misure in mm
[ 60 > T
! | £
Ay
- Y o
y | G ¥24.12
A 111 )r
9 1l 7 ‘
X
120 >
T = 40kN o
o \
v Y | 56.5 |
X | !
A

FHHSUTE 1 | 60 | rotazione un taglio qualunque passante per O cambia di segno

! ! (cioe presenta una emisimmetria polare). Ne consegue che un
tale taglio non puo provocare una rotazione di tipo torsionale
della sezione, essendo tale rotazione invariante e quindi simme-

Di tale sezione sono gia state calcolate le quantita inerziali:

Je = 464.419 cm? trica. Il polo O deve quindi coincidere con il centro di taglio C.
{ Jy = 36.838 cm?! Il problema puo quindi essere risolto sovrapponendo un pro-
blema di torsione con uno di taglio passante per il centro di
ag =24.12°. taglio.

Come gia detto, la sezione presenta una simmetria polare, [l momento torcente M; ¢ orario e di modulo:

cioe & invariante per rotazioni di 180° attorno al punto O,
o L M, = 40kN X 56.5 mm = 2260 kN mm,
punto che deve quindi coincidere con il baricentro. In tale
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T=40kN

G. T

mentre il fattore torsionale di rigidezza vale:

1

Ji= 5 [2x56.5mmx (9mm)3 + 111 mm X (7mm)3 | =
= 40150 mm*4.
T
4
_e_
) 2260 kN mm
%) /

" —eifﬁ

Le tensioni tangenziali valgono quindi:

. :2.26X106Nmm
1™ 40150 mm*

9 mm = 506.60 N/mm?

_2.26X 106 N mm
27 40150 mm?

7 mm = 394.02 N/mm? .

La forza di taglio puo essere scomposta nelle due direzioni prin-
cipali di inerzia:
Ty =-Tsinog = -0409T = -16.36 kN,
Ty =-Tcosog =-0913T = -36.52 kN.

Si procede calcolando i soli moduli delle tensioni tangenziali. Nel
caso della componente T, si ottiene:

§*3 = 8% = (9 mm x 56.5 mm) X

111 mm 56.5 mm

o) ; ol —
5 Cc0s 24.12° + > X sin 24.12
=31628 mm? |
36520 N X 3
T SLO28 MM _ 97 63 N/mm? |

~ 9 mm x ( 4.64419 x 106 mm?)

36520 N X 31628 mm?3
T4 =
7 mm X ( 4.64419 X 10 mm?*)

=35.52 N/mm? |
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N

S: =S5 +7 mm X lllzmm X [ 1114mm X cos 24.12° | =

= 41468 mm? |

_ 36520 N x 41468 mm’
> 7 mm x (4.64419 x 105 mm*)

=46.57 N/mm?

Per quel che riguarda la componente Tg siofttiene invece:

$*¢ =S", = (9 mm x 56.5 mm) x

56.52mm X cos 24.12° — 111% x sin 24.12° } =

= 1581 mm3

n Te

/ 17
!
|

16.36 kN

_ 16360 N x 1578 mm?
9 mm x ( 3.6838 x 10° mm*)

Tg =7.79 N/mm?2,

16360 N x 1578 mm?
77 7 mm x ( 3.6838 x 10> mm4)

=10.02 N/mm?2,

Sg =7 mm x

111 mm 111 mm
x [

5 1 Xsin24.12°]- g =
= 2824 mm?3 |
16360 N x 2827 mm?

Tg

) =17. 2
7 mm X ( 3.6838 x 10° mm*) 7.90 N/mm~,

Considerando invece la forza di taglio complessiva, I'asse di sol-
lecitazione s della flessione associata al taglio coincide con l'asse
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40 kN

Y
’L\i 4/ 7
¢

!
G
/i T
|

y verticale. Risulta quindi:
/\
s =90° - 0z = 65.88°.

Utilizzando la formula di coniugio, si ottiene allora l'incli-
nazione dell'asse neutro n:
4
464.419 cm _ 70.950,

/\
En=tan’!]- =
36.838 cm* X tan 65.88°

Tenendo conto che 725 = 180° - (65.88° + 79.95°) = 34.16°, il
momento di inerzia J» rispetto all'asse neutro risulta:

 464.419 cm* xcos? (-79.95°) + 36.838 cm* x sin? (- 79.95°)
" sin? 34.16°
=158.094 cm* .

I momenti statici valgono:

Se =S% = (9 mm x 56.5 mm X(lllmm _ _56.5mm }
9 =510 = ) 2 2 X tan 34.16°

= 7055 mm3,

St =83 +[_7mmxﬂlzﬂ}x[m4ﬂ] — 17836 mm> .

34.16°

s

6.5 mm

K 2
GR —

s
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Si ottengono cosi le seguenti tensioni tangenziali:

3

fyo — AO000NXT055mmd e
9 mm x ( 1.58094 x 106 mm?*)

3

T10 = 40000 N x 7055 mm — 25,50 N/mm?,
7 mm x ( 1.58094 x 10 mm?)
3

1, 40000 N x 17836 mm — 64.47 N/mm?.

7 mm x ( 1.58094 x 106 mm?)

Si noti che, come deve essere, risulta:

Tog=T3 - Tg = (27.63 - 7.79) N/mm? = 19.83 N/mm?2,
Ti0=Tg-T7 = (3552 - 1002) N/mm? = 25.50 N/mmz,
Ti1 = T5 + Tg = (46.57 +17.90) N/mm? = 64.47 N/mm?,

ATTENZIONE! Si tenga conto che i risultati numerici preceden-
ti sono stati ottenuti operando in doppia precisione, con la suc-
cessiva approssimazione a due cifre decimali. Questo rende appa-
rentemente inconsistente la prima delle relazioni precedenti.

6.4.12 1l taglio nelle sezioni sottili chiuse simmetriche

Se la sezione sottile chiusa ¢ biconnessa, occorrono due sezioni
longitudinali in corrispondenza di due corde per isolare I'elemen-
to di trave su cui imporre l'equilibrio alla traslazione nella dire-
zione dell'asse della trave. Questo significa che si ha a disposizione
una sola equazione per le due incognite che rappresentano le ten-
sioni tangenziali in corrispondenza delle due corde.

A%
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Se la sezione presenta un asse di simmetrica e il taglio ¢
simmetrico ¢ possibile scegliere due corde in posizione sim-
metrica, nelle quali agisce di conseguenza una tensione tan-
genziale simmetrica.

X

Ty bdX
Tog bl

G
3
b b 5%42
TSZ

A*
Vy

In tal modo le due incognite si riducono ad una sola e risulta:

06 7;515
=) FHER = =g
X

A*

dove S} ¢ il momento statico di una delle due parti in cui la
sezione ¢ divisa dalle due corde in posizione simmetrica.

Alternativamente, occorre considerare che in una corda
posta sull'asse di simmetria la tensione tangenziale ¢ emi-
simmetrica e quindi nulla. Ne consegue che una delle due
corde puo essere scelta sull'asse di simmetria, dove la ten-
sione tangenziale ¢ nulla e quindi nota, e ancora le due
incognite si riducono ad una sola:

*
5 78,

{%uzzy (%%’!-AZAA —, ﬁz:_f_g_
p¥ Jge,

/Q¢Ldz

AR

Mc-]@‘
BT
Q
Pyl
3

Z

y T

g

Si osservi che in tal caso il momento statico S vale la

meta di quello del caso precedente, in accordo col fatto
che ora l'incognita compare solo una volta mentre nel
caso precedente compariva due volte.
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6.4.13 Sezione scatolare rettangolare

Quale esempio si condideri la sezione scatolare sottile di
figura, gia utilizzata in un esempio sul problema della tor-
sione, soggetta ad una forza di taglio verticale di 20 kN.

120 mm 110 mm ‘
= G gl . G
% x 5 x
10 mm . 10 mm
vy vy
l 20 kN l 20 kN
Si utilizza la formula:
. TS”X
Sz 2 b]x >

relativa alla scelta di due corde in posizione simmetrica.
Risulta:

10

J.=2x glm (230 mm)3 +

1
2
+ (10 mm x 110 mm)[m%} ':

=4.93733x 107 mm?* |

230 mm
2

Sx1 = (10 mm x 110 mm) = 126500 mm? |

230 mm, 230 mm _

S o =8 +2x (10 mm x 5 1

= 258750 mm3 ,

- _ 20000 N x 126500 mm?’
1™ 2 x 10 mm x (4.9373 x 107 mm?)

=2.56 N/mm?,

T = 20000 N x 258750 mm?3
2

= =5.24 N/mm? .
2x 10 mm x ( 4.9373 x 107 mm?)

2.56 N/mm?2 ><

5.24 N/mm?

S ——

X 2' G| 2
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