Daniele Zaccaria

RACCOLTA DI ESERCIZI

Dispense del Corso di SCIENZA DELLE COSTRUZIONI

Corsi di Laurea in Ingegneria Civile e Ambientale, Ingegneria Industriale, Ingegneria Navale

i

& i Dipartimento di Ingegneria e Architettura ¢ Universita degli Studi di Trieste e 28 agosto 2016






Copyright © 2016 Daniele ZACCARIA. All rights reserved.

Questo documento puo essere riprodotto e distribuito in tutto o in parte, con ogni mezzo fisico o elettronico,
purché questo avviso di copyright sia mantenuto su tutte le copie. La ridistribuzione commerciale non e per-
messa. Ogni traduzione, lavoro derivato o comprendente questo documento deve contenere questo stesso avviso
di copyright : per esempio, non si possono produrre lavori derivati da questo documento ed imporre restri-
zioni aggiuntive sulla sua distribuzione. Per ulteriori informazioni si prega di contattare 'autore all’indirizzo
zaccaria@units.it.

This document may be reproduced and distributed in whole or in part, in any medium physical or electronic, as
long as this copyright notice is retained on all copies. Commercial redistribution is not allowed. All translations,
derivative works, or aggregate works incorporating this document in whole or in part must be covered under
this copyright notice. That is, you may not produce a derivative work from this document and impose additional
restrictions on its distribution. For further information please contact the author at zaccaria@units.it.

Trieste, 28 agosto 2016







INDICE

Premessa

1 Esercizi di meccanica dei solidi
1.1 Eserciziol . . . . . . . . . . . e e
1.2 ESercizio 2 . . . . . . . . i i e e e e e e e e
1.3 Esercizio 3. . . . . . . . . e e e e e e
1.4 Esercizio4 . . . . . . . . . i e e e e
1.5 EsSercizio 5 . . . . . . . e e e e e e
1.6 Esercizio6 . ... . .. . . . . . e e e
1.7 ESercizio 7 . . . . . . . i e e e e e e e e e
1.8 Esercizio 8 . . . . . . . . . . .. e e
1.9 Esercizio 9. . . . . . . . e e e e e e e e

2 Esercizi sulle sollecitazioni semplici
2.1 Esercizio 10 . . . . . . . . . .. . e
2.2 Esercizio 11 . . . . . . . . . . . . e
2.3 Esercizio 12 . . .. . . . ... .. e
2.4 Esercizio 13 . . . . . . .. .. .. e
2.5 Eserciziol4 . . . . . . .. .. e
2.6 Esercizio 15 . . .. .. . ... ... e
2.7 Esercizio 16 . . ... .. ... . ... .. e
2.8 Esercizio 17 . . .. . . . . . . . . e
2.9 Esercizio 18 . . ... . ... ... e
2.10Esercizio 19 . . . . . . . ... e
2.11Esercizio 20 . . . . . . . . . . e
2. 12Esercizio 21 . . . . . . . e
2. 13 Esercizio 22 . . . . . . .o e e e e

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria  Raccolta di esercizi e 28 agosto 2016

2.14Esercizio 23 . . . . .. e e e e e e 65

2. 15Esercizio 24 . . . . . ... e e e 67
2.16Esercizio 25 . . . . . ... e e 68
2.17Esercizio 26 . . . . . . ... e 73
2.18 Esercizio 27 . . . . .. e e e e e e 74
2.19Esercizio 28 . . . . .. e e e e e 75
2.20Esercizio 29 . . . . .. e e e 77
221 Esercizio 30 . . . . . . .. e e e e 78
2.22Esercizio 31 . . . . . L e e e e 80
Esercizi sui centri assoluti e relativi 83
3.1 Esercizio 32 . . . . . . . .. e e e 83
3.2 Esercizio 33 . . . . . ... e e e 84
Esercizi su sistemi di travi isostatici 87
4.1 Esercizio 34 . . . . . . . . e e e e 87
4.2 ESercizio 35 . . . . . . e e e e e e e 89
4.3 Esercizio 36 . . . . . . ... e e e e e 91
4.4 ESercizio 37 . . . . . . i e e e e e e e e e 93
4.5 Esercizio 38 . . . . . . . e e e e e e 97
4.6 Esercizio 39 . . . . . . . .. e e e e e e 98
4.7 Esercizio 40 . . . . . . .. e e e e e e e 102
4.8 Esercizio4l . . . . . . ... e e 105
4.9 Esercizio 42 . . . . . . e e e e e e e 108
4.10Esercizio 43 . . . . .. e e e e e e e 113
4.11Esercizio44 . . . . . . . e e e e e e e 118
4.12ESercizio 45 . . . . . . e e e e e e 121
4.13Esercizio 46 . . . . . ... e e e e e e e e 125
4. 14 ESercizio 47 . . . . . e e e e e e e e e e e e 130
4.15Esercizio 48 . . . . .. e e e e e e e e 134
4.16Esercizio 49 . . . . . . e e e e e e e 135
4.17Esercizio 50 . . . . .. e e e e 139
4.18Esercizio 51 . . . . . .. e e e 143
4.19ESercizio 52 . . . . .. e e e e e e 146
4.20Esercizio 53 . . . . .. e e e e e 148
421 ESercizio 54 . . . . . .. e e e e e e e 153
422 ESerCizio 55 . . . . . i e e e e e e e e e e e 156
4.23ESercizio 56 . . . . ... e e e e e e e e e e 161
424 ESerCizZio 57 . . . . . e e e e e e e e e e e 166
5



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Indice 6

4.25Esercizio 58 . . . .. e e e e e e 169 5.29Esercizio 94 . . . . . .. e e e e e e e e e e 288
4.26 ESercizio 59 . . . . .. e e e e e e 171 5.30Esercizio 95 . . . . . ... e e e e e e e e e e 290
427 Esercizio 60 . . . . . .. e e e e e e e e 174
428 Esercizio 61 . . . . . . .. e e e 179 6 Esercizi sul metodo degli spostamenti 291
429 ESEICIZIO B2 « + v o o e e 184 6.1 Esercizio 96 ...................onion 291
430 ESEICIZIO 63 « « o v o e e e 189 6.2 Esercizio 97 .............. .o 292
A3TESEICIZIO 64 « o o o o o oo e e 195 6.3 Esercizio 98 . ... 296
432 ESEICIZIO 65 « o o oo e e e 200 6.4 ESercizio 99 ... ..o 298
6.5 Esercizio100 . ... ... ... ... . . . .. . . e 301
5 Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 203 6.6 Esercizio 101 ... ... ... ... . ... . . . .. . . .. 305
5.1 ESercizio 66 . . . . . . o v o 203 6.7 Esercizio 102 . . . . . . . . . . e e 310
5.2 ESErcizio 67 . . . . v v o oo 205 6.8 Esercizio 103 . . . . . . . . . e e e e e e 314
5.3 ESercizio 68 . . . . . . o o e 207 6.9 Esercizio 104 . . ... .. . . . . . ... e 318
5.4 ESercizio 69 . . . v v o o e e e 209 6.10Esercizio 105 . . . . . . . . . . e e e e 321
55 ESercizio 70 . . . . . . o .. 210 6.11Esercizio 106 . ... ... ... ... ... . . . . e 325
5.6 ESOrcizio 71 . . . . o o o oo 212 6.12 Esercizio 107 . . . . . . . . . ... . . e 328
5.7 Eserc?z%o /4 215 7 Esercizi sui carichi critici 335
-8 Esercizio73 ...l 218 7.1 ESErCizio 108 « o v v oo oo e e 335
5.9 Esercizio 74 ... ...... ..o 222 7.2 ESEICIZIO 109 . . o oo oot 337
5.10ESercizio 75 . . . . . . e e e e e e e e 224 7.3 ESercizio 110 . . o o v o oo 339
S5.11ESercizio 76 . . . . . . . . i e e e e e e e 225
5.12ESercizio 77 . . . . v e e e e e e e e e e e e e 228
5.13Esercizio 78 . . . . . .. e e e e e e e 231
5.14ESercizio 79 . . . . . . . e e e e e e e e e 239
5.15Esercizio 80 . . . . . . .. e e e e e e e 242
5.16Esercizio 81 . . . . . . . . e e e e e 250
5.17Esercizio 82 . . . . . . . e e e e e e e e 253
5.18Esercizio 83 . . . . . ... e e e e e e 256
5.19Esercizio 84 . . . . . . ... e e e e e 262
5.20Esercizio 85 . . . . . .. e e e 269
5.21Esercizio 86 . . . . . . . .. e e e e e 271
5.22ESercizio 87 . . . . . . e e e e e e e 274
5.23Esercizio 88 . . . . ... e e e 277
5.24Esercizio 89 . . . . .. e e e 280
5.25Esercizio 90 . . . . ... e e e e e e e e 281
5.26Esercizio 91 . . . . . ... e e e e e e e 283
5.27 Esercizio 92 . . . . .. e e e e e e e e e 285

5.28Esercizio 93 . . . . . . e e e e e e e 287



PREMESSA

In questa quarta dispensa di Scienza delle Costruzioni vengono proposti
un consistente numero di esercizi con, salvo eccezioni, la relativa soluzio-
ne. La maggioranza di questi esercizi traggono la loro origine dalle prove
scritte d’esame che gli allievi civili della vecchia laurea quinquennale hanno
dovuto sostenere negli anni che vanno dal 1993 fino al 2005. Alcune di tali
prove d’esame sono state utilizzate quali esempi esplicativi nell’ambito del-
le altre tre parti di queste dispense. Si sono conservati i testi originali degli
esercizi cosi come sono stati proposti nel corso degli esami. Gli esercizi
sono stati suddivisi in modo tematico tenendo conto del loro contenuto
prevalente.
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Capitolo

ESERCIZI DI MECCANICA DEI SOLIDI

1.1 Esercizio 1

Nel sistema di riferimento Oxyz il tensore degli sforzi agenti in un
punto P di un corpo continuo ha le componenti (espresse in N/mm?):

1 3 0
[e]=13 -2 -1
0o -1 1

1. Rappresentare lo stato tensionale sulle facce di un cubo posto nel-
I'intorno del punto P e avente le facce stesse parallele ai piani
coordinati;

2. Verificare che le tensioni principali valgono: 3 N/mm?, 1 N/mm?,
—4 N/mm?;

3. Determinare le direzioni principali di tensione.
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Equazione caratteristica: —X +13A\-12 =0

O¢= 3 N/mm?2 0, = 1 N/mm?2 0= -4 N/mm?
+3 +1 I3
1
leg]= — 2 [eﬂ] - 0 [e]= — t5
\/14 Tl 10 +3 35 +1
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1.2 Esercizio 2
Dato il seguente campo di spostamenti:

u = 2kxy + kz?
v =2kxy + kz? ,
w=-2k(x+y)z

determinare le componenti dei tensori di deformazione e di rotazione in-
finitesimi.

Nell'ipotesi di elasticita lineare ed isotropa determinare le componenti
del tensore degli sforzi.

Nel punto (1,1,1) determinare inoltre:

1) l'asse e I'entita della rotazione rigida locale;

2) le direzioni e i valori principali di tensione;

3) la tensione tangenziale massima e la tensione ideale nel caso del
criterio di Huber-von Mises.

Infine disegnare i circoli di Mohr relativi al tensore degli sforzi, sempre
nel punto (1,1,1), ed indicare i punti rappresentativi degli assi x e y.

Per risolvere l'esercizio occorre innanzitutto determinare il gradiente
degli spostamenti:

2ky  2kx 2kz
gradu = | 2ky  2kx 2kz
—2kz —2kz =2k(x+y)

I tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi rappresentano
rispettivamente la parte simmetrica e quella emisimmetrica di gradu:

2ky kix+y) 0
€= |k(x+y) 2kx 0 ,
0 0 —2k(x + )
0 kix—-y) 2kz
w=|-k(x-y) 0 2kz
—2kz —2kz 0

11 tensore degli sforzi si ottiene applicando la legge di Hooke:
o =2Ge+ Atre.

Poiche tr e = 0, risulta quindi:

2y xX+y 0
o=2kG|x+y 2x 0
0 0 —2(x+y)

Nel punto (1,1, 1) il tensore di rotazione infinitesimo e quello degli sforzi
assumono l’espressione:

w=2k[0 0 1|, o=4kG|1 1 O

-1 -1 0 0 0 -2
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11 vettore di rotazione infinitesimo ha quindi le componenti:
Px = _2k! Q9y = 2k, Qz = 0.

L’asse della rotazione infinitesima nell’intorno del punto (1,1, 1) giace nel
piano xy e la sua parte positiva coincide con la bisettrice del IT quadrante.
Il suo modulo vale

lp| = 2V/2k.

L’asse z rappresenta, nell'intorno del punto (1, 1, 1), una direzione prin-
cipale di tensione a cui corrisponde il valore principale oy = —8kG. Gli altri
due valori principali si ottengono risolvendo I’equazione caratteristica:

4kG — o 4kG
det =0.
4kG 4kG — o

y 8kG

4kG

—8kG 4kG 8kG

Si ottiene:
og=0

02 -8kGo =0 =

I versori delle direzioni principali risultano quindi:

1 1
iﬁ iﬁ 0

e = 1% , en= t% , er=10
0 0 1

La direzione principale € coincide con l'asse z, mentre le direzioni prin-
cipali & e n giacciono sul piano x7y e coincidono rispettivamente con le
bisettrici del IT e del I quadrante.

La tensione tangenziale massima e la tensione ideale del criterio di
Huber-von Mises risultano infine:

Op — O,
Tmax = ’772 S = 8kG

0i =4kGJ/(1+1+4) - (1-2-2)+3 =8V3kG
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1.3 Esercizio 3

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo, in componen-
ti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia individuato dalle seguenti
equazioni scalari:

u=-15xy x107°
v=25{-22+03x(x2-y?)} x10°6
w=5yzx107°

(coefficienti in mm™1).

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi e
specializzarli nel punto P di coordinate x=0, y=20 cm, z=100 cm,;

2. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione rigida
dell’intorno del punto P;

3. Determinare dilatazione e scorrimento massimi (in modulo), sempre
nel punto P, e disegnare le circonferenze di Mohr.

N~
N

<
\

sy -5 [
[y - | 152 1By =B |

~

0 5 Y
| -159  Q ()

G -159 O %

o O 5y

O —15< (

(5 (O —5&| x10
o s C

x=0
j=ZO Cu =00 mm

Z: /OOOVU\ = ’{OOO WA
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—

03 0 O 7
E=1 0 3 0O [«10

o 0 1
o (¢ 0

w=| 0 0 -5 |x{
O 5

Rohfa'az& 0‘9/11/07 Lo 20 v Puprtz2a
65107 adeauks ( dutiod /

3

y

Vruon= 1.3 o

1.4 Esercizio 4

AZ

0, 0, 20cm) ‘P(O, 100 cm, 20 cm)

20 cm I 0

Yy
B 100 cm |
\ \

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo, in componen-
ti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia individuato dalle seguenti
equazioni scalari:

u=0.5%x10"mm 1 xy
v =25x10%mm™ {z2 - 0.1 x 2}
w=1x10%mm1!yz

. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi e

specializzarli nel punto P di coordinate x=0, y=100 cm, z=20 cm;

. Determinare, nel punto P, le dilatazioni principali e disegnare le

circonferenze di Mohr;

. Determinare, sempre nel punto P, la dilatazione e lo scorrimento

massimi in modulo e dello scorrimento massimo darne il valore in
gradi;

. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione rigida

dell’intorno del punto P;

. Determinare le direzioni principali nel punto P;

. Calcolare I'allungamento del segmento, illustrato in figura, che unisce

i punti di coordinate (0, 0, 20 cm) e (0, 100 cm, 20 cm);

. Scrivere le equazioni parametriche della curva in cui si trasforma il

segmento del numero precedente.
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N{Q MHQ P/p 7y Cl«‘@é)m‘w& e ﬂnz{w
C/‘o@ 6[4 j P W(& ( L{A‘ % Z/IW M {L e E,‘m@ / In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli sfor-

1.5 Esercizio 5

Zi o, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
OXxyz, sono rappresentate dalla matrice:

-2 0 -1
1@ [o] = 0 -1 0 |x50N/mm?.
-1 0 1

A %Jj -0 6‘){0 j 1. Determinare le direzioni &, n, € e i valori o, 0y, o¢ principali di
P / tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed
individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati

= —0 5X10 [ j = —(. 2/5 mmn sul piano di Mohr;

3. Determinare la tensione tangenziale massima Tpay;

n 4. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica oq di o;
m g«ﬂ@ozwfbwm C(QQWW@M P selap d
, / . A/,;) 5. Calcolare I’energia elastica distorcente @4 per unita di volume (energia
M o &g P, gt

associata alla parte deviatorica), tenendo conto che I'’energia elastica
(0 5 200 uw) L7vm,¢(4 vale:

% = —0.5x{0 éwm

per unita di volume associata ad un generico tensore degli sforzi o

—i(’[ro')2 1+VO' oy = 00y + OO0 + 0O
2 = O (’U_ZE T o 1= 0g0yp 0% nOC,
) 2 assumendo i valori E=20000 N/mm? del modulo di Young e v=0.3 del
_ - -1 g
j — 5 -+ J. 6—X{0 6”4“‘4 {ZQO mm “O/’g j modulo di Poisson;

= 01m + £ ~Z‘5><10’¥m.«n’f gz

% = 200 nm + 15406 w1 2x 000 mm
= Z/OO mw +2X1O"4_§
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6. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von
Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metalli-
ca, che il seguente diagramma rappresenti il risultato di una prova di
trazione semplice per tale materiale:

N/mm? A

0
280

\

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza y = 1.6;

7. Calcolare la tensione t, su una giacitura di normale la bisettrice » del
primo quadrante del piano zx, dando le componenti ty, t,, t, della
tensione nel sistema Oxyz, fornendo la componente normale o e il
modulo della componente tangenziale T, ed infine individuandone la
posizione nel piano di Mohr;

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare I'intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica o di o;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica oq di o.

50

o

3 O dizione ?ﬂ'na‘raﬂt A, femsione
Jj = —50 M/mm?* < un vibre F(.‘wa'faﬁ? di fomione

Delerminazow dei vaori M&L direzions Pﬂha'lr’:»@' wﬂﬂ
Pwo  EX (E primg am).

La Q,wu‘a eoe{h'va ‘U.Q %w Loe & 7\/&& QL normaQQ
vacoule 9 Focy{}(\o. Le tensiom )f&»mama'c‘&‘ Pos{h'vt/w%
Conyonrume c\/\' Mo%(, Sono wa CW @rovocawo Na (o\r&u'one

c@ana . Punti (c’iwregcw}a“vi AL?QA Ry L o x:
¢(50,50) , x(-100,-50) .
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A {'
(8 (‘ }5; ?5)
¥ (50,50)
3 y A 2% \g .
T
x{-100,-50)
10m = 25N [mm?

Foqudzione (3 Herishica

_400-%  -50
Ael’ = O
-50 50— A

/\2 + 504 — #500 =

/_
L _osxg/ostai0 =

Sy,

4514 N/mmz

— 11514 N /mm?

1 T
N
[»] ?5 .l
A 7'\
[
{"M ' | 25
‘ [
{ ‘
JL 3 {
Xy
i
e 100
', 150
<

DQD,% C((ampefmw i Mohr:

Oy
= 0P =

J| ~ 1544 N

0.2940 rad
16-85

¢514 \//MML

25
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Tengione \'w;,w&'&yﬂ, Massimd

5. 14 + 11514

{MQ)( = “T = 7 =014 [\I/mmZ
Yo s?uiog &g
S, = —Q,'RT)I
-31333 0 0
25(9_’ = — 10 N/mmz' = G, = Q ~33.33 0 M/{.l
O 0 -unn
Paf\re Aawa\o({ca cL. G
—6b.6F 0 =50
S)=6-9 = &=/ O -6 O hj
-50 0 8»

E(\Q(%(\'Q GQAQ\NCA (l;s\‘o(cw\}l IPefuml}“J\ A,. vz)&/mz

tra; =0

(&g = & =Gy = 6514 +3333 = B4 Nt

GGy = 6~ 0, = ~50 +53> = —% V/mwt
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1.6 Esercizio 6

In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli
sforzi o, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
OXxyz, sono rappresentate dalla matrice:

150 0 0
[o] = 0 40 -80 |N/mm?.
0 -80 160

1. Determinare le direzioni &, n, € e i valori o, 0y, o¢ principali di
tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed
individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati
sul piano di Mohr;

3. Determinare la tensione tangenziale massima Tmay;
4. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica oq di o;

5. Relativamente alla tensione #, agente su una giacitura di normale la
bisettrice » del primo quadrante del piano yz:

(a) Calcolare le componenti t7, tg,, t? di t, nel sistema Oxyz;

(b) Calcolare la componente normale o, e il modulo della componen-
te tangenziale T, di #, ed individuarne la posizione nel piano di
Mohr;

6. Calcolare I'energia elastica distorcente q per unita di volume (energia
associata alla parte deviatorica), tenendo conto che I’energia elastica
per unita di volume associata ad un generico tensore degli sforzi o
vale:

1 2 1+v
Y =_--(tro)” - ——om, 01 = 0g0y + 0¢0g + 0,07,
2E E
assumendo i valori F=21000 N/mm? del modulo di Young e v=0.3 del
modulo di Poisson;

7. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von

Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metalli-
ca, che il seguente diagramma rappresenti il risultato di una prova di
trazione semplice per tale materiale:

N/mm? A

e
300

\

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza y = 1.6;

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare I'intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica o di o;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica oq di o.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016

Capitolo 1 e Esercizi di meccanica dei solidi 23

|

=0, =150 )//mq'
200 A//uuul

WA D) WP

1.7 Esercizio 7

Dato il seguente campo di spostamenti:

u=kxy — kz?
v=k(y*+2?%)
w=-2kyz

1. Determinare le componenti dei tensori € di deformazione e w di
rotazione;

2. Specializzare € e w nel punto (0, 1m, 1m), assumendo k =
0.25x1073 m ~1;

3. Determinare I’'asse e 'entita della rotazione rigida locale.
Inoltre, nell'ipotesi di elasticita lineare ed isotropa, tenendo conto che:

_ E
T 2(1+v)’

o=2G [e+ (tre)l], G

v
1-2v
ed assumendo :

E =210 GPa, v = 0.3,

1. Determinare le componenti del tensore degli sforzi;
2. Determinare le direzioni &, n, € e i valori og, 0y, o¢ principali;
3. Disegnare in scala le circonferenze di Mohr;

4. Indicare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati sul
piano di Mohr;

5. Determinare la tensione tangenziale massima Tmax;
6. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica o4 di o;

7. Eseguire la verifica di resistenza con il criterio di Tresca, supponendo
che il materiale sia acciaio per carpenteria metallica, che il diagramma
riportato rappresenti il risultato di una prova di trazione semplice per
tale materiale e infine assumendo un coefficiente di sicurezza y = 1.6.
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N/mm? A

0

300 —

>

Si consideri poi la giacitura di normale la bisettrice » del primo quadrante
del piano individuato dall’asse y e dall’asse principale di minima tensione
normale, orientato concordemente all’asse z. Relativamente alla tensione

t, agente su tale giacitura:
1. Calcolare la componente normale o, e il modulo della componente
tangenziale T, di t, ed individuarne la posizione nel piano di Mohr;

2. Calcolare le componenti t%, t7, t7 di t, nel sistema Oxyz.

Infine, relativamente allo spazio delle tensioni principali:
1. Disegnare e quotare I'intersezione della superficie di snervamento di
Tresca con il piano deviatorico;
2. Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla parte

sferica o di o;
3. Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla parte

deviatorica o4 di 0.

Gr&cljmh Aﬂ.zp« O’I:DQIQA“W}{

Ky  Kx —oky |
gadu = | 0 Zky 2KE|

L

Teunsore A &Qorm@ﬂ'w mﬁw‘}egimo
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ke 2Ky 0 | .
k0 2Ky

—
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1.8 Esercizio 8

In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli
sforzi o, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
OXxyz, sono rappresentate dalla matrice:

70 -60 O
[6]=| -60 110 0 |N/mm?.
0 0 -40

. Determinare le direzioni &, n, € e i valori oy, 0y, o¢ principali di

tensione;

. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed

individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati
sul piano di Mohr;

. Determinare la tensione tangenziale massima Tmax;

. Relativamente alla tensione t, agente su una giacitura di normale la

bisettrice r del primo quadrante del piano xy:

(a) Calcolare le componenti t7, t;, t? di t, nel sistema Oxyz;

(b) Calcolare la componente normale o e il modulo della componen-
te tangenziale T, di t, ed individuarne la posizione nel piano di
Mohr;

. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica o4 di o;

. Calcolare I'energia elastica distorcente @4 per unita di volume (energia

associata alla parte deviatorica), tenendo conto che I'’energia elastica
per unita di volume associata ad un generico tensore degli sforzi o
vale:

1 2

- Lo _1+v
¥=3F E

o11, O'H=O'§O',7+O'~g0'§+0',70'§,

assumendo i valori E=21000 N/mm? del modulo di Young e v=0.3 del
modulo di Poisson;
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7. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von
Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metal-
lica, che il diagramma riportato sotto rappresenti il risultato di una
prova di trazione semplice per tale materiale e infine assumendo un
coefficiente di sicurezza y = 1.6;

N/mm? A

300 —

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare I'intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica o di o;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica oq di o.

1.9 Esercizio 9

Dato il seguente campo di spostamenti:

u=kx?+2kyz
v =-2kxy +2kz? ,
w = kx?

1. Determinare le componenti dei tensori € di deformazione e w di
rotazione;

2. Specializzare € e w nel punto (10 cm, 10 cm, 10 cm ), assumendo
k=1x10"3m

3. Determinare I'asse e 'entita della rotazione rigida locale.
4. Determinare le direzioni &, n, T e le dilatazioni eg, €,, €z principali;
5. Disegnare in scala le circonferenze di Mohr;

6. Indicare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati sul
piano di Mohr;

7. Determinare la dilatazione cubica 0;

8. Determinare lo scorrimento massimo ymax.

Inoltre, nell'ipotesi di elasticita lineare ed isotropa, tenendo conto che:

_E
21 +v)’

0’=2G[€+1 Y

— v(tre)l], G

ed assumendo :
E =210 GPa, v =0.3,

1. Determinare le componenti del tensore degli sforzi;

2. Determinare le tensioni oy, oy, oy principali, tenendo conto che le
direzioni principali di tensione e di deformazione nel caso di elasticita
isotropa coincidono;
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3. Determinare la tensione tangenziale massima Tay;
4. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica oq di o.

Infine, relativamente allo spazio delle tensioni principali:

1. Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla parte
sferica o di o;

2. Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla parte
deviatorica o4 di o.
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, 2x 22 2Y
%QJ!E < -2y 2% 4%
22 ¢ O
2x ¥-y  yex [0 £+Y y-x
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i 0 1 c 1 O
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Capitolo 2

ESERCIZI SULLE SOLLECITAZIONI SEMPLICI

2.1 Esercizio 10

lT

3, Sezione sottile in acciaio
2 a=90 mm
O=6 mm
]
T=250 kN

0,=170 N/mm?

SIS .

a) Disegnare il diagramma delle tensioni tangenziali

b) Eseguire la verifica nel punto maggiormente sollecitato

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria  Raccolta di esercizi e 28 agosto 2016
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X
_ 330 2
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Ty = = = (5143 5— = AL84 —
YL §o A
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{W: 0.5141 Zx0. 95.24 Nfuwt
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2.2 Esercizio 11

60cm

1) Determinare il riferimento principale baricentrico
2) Determinare 1'asse neutro della flessione

3) Disegnare il diagramma delle tensioni normali, individuare
il punto dove la tensione normale ¢ massima in modulo ed
infine scrivere la formula che determina la massima

tensione normale
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A=2100 om”
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8= 37000 o’
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Iy = 230194 o
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2.3 Esercizio 12

| T = 50 KN
AN
¢ o H =180 mm
AN
e¢ h B = 90 mm
a =85 mm
H e = 14 mm
9621
¢e T \\
—_— AN
} R
e
(T)‘ \\J450
X

1) Determinare la posizione del centro di taglio, facendo uso della

soluzione di Jourawski;

2) Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

3) Verificare la sezione nel caso il profilato sia realizzato con acciaio
tipo Fe360, e determinare la forza tangenziale massima compati-

bile con la resistenza;

4) Impostare il problema della determinazione del centro di taglio

utilizzando la funzione di ingobbamento.
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12.068 T

C?(clﬂ 1/—1/ : 7

corc[a 5-5

03
WQHT\HY 3,203

T = 120653107 % 5 10%= 60.34 N/mm?

6.0 =13 Tugx = 105 N /mm
Ty = 160 N/mm® = v&n’/ﬂm soddistaHa

12.068x10° Y3 Ty, = 160

Toas = 76546 N oo Mg, = 76 KN

2.4 Esercizio 13

YA
80 cm
|

10 cm

40 cm
30 cm

I

20cm | 20cm | 40 cm

La sezione in figura ¢ soggetta ad uno sforzo normale di compressione

di 150 kN, applicato in corrispondenza del punto C.
1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia § e e momenti principali di inerzia J¢
ey
2) Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e I'ellisse centrale di
inerzia e determinare graficamente la posizione dell'asse neutro;
3) Determinare le intersezioni dell'asse neutro con gli assi principali §

e 1 (per eseguire il calcolo, occorre determinare le coordinate del
punto C nel sistema principale, utilizzando le formule di trasforma-

zione tra le coordinate nel sistema Oxy e in quello GEn);
4) Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;
5) Calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;
6) Verificare la sezione, supponendo una resistenza di 10 kN/mm? a

compressione e di 5 kN/mm? a trazione.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Capitolo 2 e Esercizi sulle sollecitazioni semplici 41

j 40 om | _7& l\ﬂo
N~ ¢
‘ G > 2,
Bem 2643 em
15 em y
<C ‘f e
[ > O
30 om * X F1em
3
@ EOX”O @ 2 4
] == — = 2
A = 10580 =200 en® L= + N(35-1,) =65442 o
¢ - 2 3
A° = 20x30 =600 omL IS: 2%—30 +A@(15—y6)2:42336¥ ot
=1400
A =140 e Te, = 18810 m*
(1@ 3
= A 35 _Zgooo(,m @ _ 10x&0 @ 40 —x )= 441 361 on®
Sg = p8x15 = 7000 em® J6= % = 2643 om o= T A (407 = a4
g, = 37000 e 1§ = B0, 4 (30-2,)' = 39570 co
S A% 40 = 32000 om® g Ty = 480952
_ i/ _ 1 @
Njc A@x 30 4%000 (‘/m ZG— K = 35_?1('/»'\ Ixf}o: A (55_30)(40_%) — 29388 cm4
= 50000 cm’
Y T 000 18 = W (54 (s0-2) = 27194 eo®

Jey, =685 o



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Capitolo 2 e Esercizi sulle sollecitazioni semplici 4?2

Jey k &y
j‘ jl\T f \
_-S
\ /q° C—" =~
Z"'" - — i,_«%" M’\ —?/
AT ST ',
— fwf* &=
o, \ :
%
7-63N/mm2
©)
g\
i 2 A
- &
I’L 333N/l
49624 F o’
- 133515 Cm4 GO»FANA}Q M ?vn}o C NLQ %‘#WA Ggql ;
f=YL/n =168 on £=(-C)e~{ e m)a + (1- 1 )g e
= (X = @.0( - Cinel, = — 3.61cm
fmzmzﬂ.ﬂm (e =22 ) Gs oy + (Y=Y, ) Ginlg

L-1T, 1= (-0) g ={(z)ex + (41, )g )¢
) Iz o
O% ) LLB' { L‘% } = == (’Q‘I{,)Qfm% + (yc—jG)GsoZE:AGA‘Rm




© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016

Capitolo 2 e Esercizi sulle sollecitazioni semplici 43

Iﬂ\M‘}&ﬁM cbm )aqsa nu/hq O gb 46¢
\)(Md?&k AA merud

¥ */{Ll/gc = 34.33 om

T=—~f /1= -16s0m

LA WMASAWG *mﬁm C\A va?m%m G l’\a aﬂQ FVVJO C
M(Q "‘VQW/A A) \T&%\'O\LQ, M?} ‘)\M}O A CL‘ CQMCbMQ:
% e\~ (IA_X&)GSO(; + (yA —70)%\01% = —1.2% m
qu‘”(}'A.‘X(’>g{M<f +(7A_76)é’s K, = —34.0% om

Pofc\w\.: N= —150 KN

Mg= N flo= ~6926.7 &Ncm
My =N & = - 540.8 KN tm

f{ev\\‘a :

_ N Mg My, _ 2
G= 3 5N A £ = —0.763 KNjem
= — 763 N/mm?
N, M M
%=t :, o= T & =033 KkN/em?
=333 l\//mm

La QL n‘n,unB (2?/{“&“\’0 Qui&w)ra.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016

Capitolo 2 e Esercizi sulle sollecitazioni semplici 44

2.5 Esercizio 14

120

misure in mm

La sezione sottile di figura ¢ soggetta ad uno sforzo normale di trazione di 100 kN, applicato in
corrispondenza del punto C:

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro G, assi principali di
inerzia § e m e momenti principali di inerzia J; e J, );

2) Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di iner-
zia;

3) Determinare la posizione dell'asse neutro, disegnare il diagramma delle tensioni normali e
calcolare le tensioni massime a trazione e compressione;

Data una mensola avente la sezione di figura e caricata all'estremita da una forza normale di tra-

zione ancora di 100 kN ed applicata nel punto C:
4) Calcolare, mettendo in conto la deformabilita assiale della mensola, 1'energia elastica di

deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto C e la rotazione della sezione di estre-
mita della mensola, assumendo il valore E=210 000 N/mm? del modulo di Young.

<00 A =17.94 cm?

Jx = 393.040 cm*
Jy =108.217 cm*
Jxy = —159.453 cm*

Y=

111

Jn = 36.838 cm*

pg = 50.88 mm
pn = 14.33 mm

20 = 48°.23
og = 24°.12

misure in mm

T . 1]5 =464.419 cm*

oy
464.419

108.217
O S ——
Scala:

1 cm = 50 em?

159.453

36.838
Y

393.040
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A Y
n n
C Scala:
50.88 mm lem =2 cm
© 3
%
2, o 24°.12
« A > 2
T
e
4
< &
G 2
2 @
%
A
250.61 N/mm?
s ¥ r /

@

55.74 N/mm?

139.13 N/mm* _ (©
39.13 N/mm S

Versori principali:

e (cos xg)ey + (sinxg)e
& N S5 (cos ag = 0.9127, sin g = 0.4086)
e, = —(sinag)ex + (cos xg)e,,
Coordinate del centro di trazione C:
xc=0 &c = ycsinag = 22.68 mm
=
yc = 55.5 mm Nc = Yc cos xg = 50.66 mm

Coordinate del punto A:

xa=0 &4 = yasinag — 22.68 mm
=
YA =—555mm Na = yYacos g = —50.66 mm

Intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di inerzia:

—-9.06 mm
= —pg/nc = =51.10 mm

——
S|l
Il
|
AS)
SO
~
ay
~
Il

Inclinazione dell’asse neutro (angolo minore di 90°):

Xn =55°.84

tn = tan! 1 _79095 = o
3 yn = 34°.16

Momento di inerzia rispetto all’asse v baricentrico e parallelo all’asse

neutro (distanze valutate nella direzione dell’asse di sollecitazione y):

_ Jgcos? En + Jysin® En

— =158.094 cm*
sin® yn

Jr

Momento flettente:

Mg = Nnc = 5065.6 Nm

M = Nycex = (5550.0 Nm)e, =
yeex = ( Jex 1Mﬂ = —N&c = —-2267.6 Nm

oppure:

Mg =M-eg = Nyccosag = 5065.6 Nm
My, =M-e, = —-Nycsinxg = -2267.6 Nm
Massima tensione normale di trazione (punto C):

C—A JnyC_A JEUC Tn C

= (55.74 + 55.26 + 139.61)N/mm? = 250.61 N/mm?

Massima tensione normale di compressione (punto A):

A—A JnyA_A J§nA JnA

= (55.74 — 55.26 — 139.61)N/mm? = —139.13 N/mm°
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Energia elastica di deformazione:

2 2 2 M2 M2
2\EA EJn 2\EA EJg EJy
= %(26.54+26.31+66.47)N x3.00m =178.98 ]

Spostamento orrizzontale w¢ del punto C (teorema di Clapeyron):

1
Lg = §ch = wce =0.0036 m = 3.6 mm

Rotazione @ della sezione di estremita (attorno all’asse neutro):

M| ¢ Mgl\? (Mpl\°
o= —=%) * |7~
Jncosxn EJe EJy

= \/(0.0156)2 + (0.0879)2 rad = 0.089 rad = 5°.12

2.6 Esercizio 15

T T = 40 KN
L s L= 90 mm
s = 9 mm
| ¢S b = 20 mm
- \
b [ ¢
T
|

Data la sezione sottile a L, a lati uguali, di figura:
1) Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

2) Disegnare l'ellisse centrale di inerzia e determinare 1'asse neutro della fles-
sione associataa T;

3) Utilizzando 1'asse neutro della flessione associata a T, disegnare il dia-
gramma qualitativo complessivo delle tensioni tangenziali dovute al taglio
passante per il centro di taglio.

asse di sollecitazione

|
|
YA \
|
} n misure in mm
|
|
} C = centro di taglio
36.74
R } B—45° = —30°.96
|
T
30°.96
asse neutro
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|
\
} //ﬂ
i T L/avz /| ,
I
71 G
- L L
1 3
| | S§ =52 =6443.5mm
i |G ., 242
LL Nl T = Ts_gl = 37.04N/mm?
i -~ - -~ ! \/7]55 ’
\
|
\ ¢
|
| T/V?2
l U]
|
Xc = 22.5mm l L/2V2
Yye = 22.5mm —
— L
a G S3 = sL—= = 25774mm3
1sL3 ’ l ! 2v2
Je =2 | 52= | = 546 750mm* e -
212 T TS,% ,
1sL3 T = = 37.04N/mm
Jn=2 (§%> = 2187000 mm* V2Iys
3
tan(B) tan(-1/4) = —Je/Jy = —-1/4 .
= B=14°.04=> B —45°=-30°.96
Intersezioni dell’asse neutro con I'asse x e con I’asse y:
G
X = x¢ + yctan(m/4 + B) = 60mm Tb Jt=§L53=43740mm4
Y =Yc + x¢tan(mr/4 — B) = 36 mm ;
Th
\ T3 = Tts = 164.61 N/mm?
3
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2.7 Esercizio 16

‘ e ‘ L ‘ L =120 mm
s=10 mm
A
— e=1m
S £=15m
C
= 0 2L N=10kN
T=20kN
T
E =200 kN/mm?
v=0.3
Wy

O = 160 N/mm?

Una mensola di sezione rettangolare sottile chiusa ¢ soggetta, nella sezione di estremita, ad un
taglio T verticale e ad uno sforzo normale N di trazione applicati in corrispondenza del punto C:

1) Disegnare i diagrammi quotati delle caratteristiche della sollecitazione;

2) Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e tangenziali relativi alla sezione di
incastro della mensola;

3) Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Huber-von Mises;

4) Determinare, nel punto A della sezione di incastro, la matrice delle componenti del tensore
degli sforzi, la sua rappresentazione grafica tramite le circonferenze di Mohr e le direzioni
e componenti principali di sforzo;

4) Calcolare, trascurando la deformabilita assiale e tagliante della mensola, lo spostamento del
baricentro e la rotazione della sezione di estremita della mensola;

5) Calcolare l'energia elastica di deformazione, sempre trascurando la deformabilita assiale e

tagliante della mensola.

Ca(a/\)fm‘shc\m JJZO/A 90%0‘&0‘0{&

10&kN N

+

120 kN

30KNm

hobkNm My = ~N[e+ lf )

ML—: 'T'(G-&— -L—

A2KN M A
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2.8 Esercizio 17 2.9 Esercizio 18
y A
T =5kN
35
‘ ‘ 60 cm |
\ S | |
= 1 E D
11
———
M =10 kNm
400 kN m
<<_ 40 cm
/B C
180 :
|
: >
< (0] A 0O, N
11 20 cm 20 cm 20 cm ‘
S (.
Data la sezione riportata in figura, soggetta ad un momento flettente di
400 kN m, di asse momento orrizzontale:
1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro,
La sezione in figura, le cui misure sono riportate in mm, ¢ soggetta ad assi principali di inerzia e momenti principali di inerzia);
un momento flettente di 10 kNm, di asse momento orrizzontale, e ad uno 2) Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di
sforzo di taglio verticale di 5 kN, agente secondo l'estradosso dell'anima. inerzia, e determinare graficamente la posizione dell'asse neutro;
1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana, compresi i 3) Calcolare I'inclinazione dell'asse neutro rispetto al riferimento prin-
moduli di resistenza; cipale;
2) Determinare la posizione del centro di taglio; 4) Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;
2) Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e tangenziali; 5) Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando
3) Determinare, in corrispondenza del punto A, la matrice delle com- la formula binomia;
ponenti del tensore degli sforzi, la sua rappresentazione grafica tra- 6) Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando
mite le circonferenze di Mohr, le direzioni e componenti principali la formula monomia.

di sforzo, ed infine il valore della tensione ideale.
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2.10 Esercizio 19

A
‘ 80 cm N
N \
C
Y
15cm
45 cm
30cm
Y >
(0] X
35cm 25 cm 20 cm

La sezione di figura é soggetta ad una forza normale di compressione di
300 kN, applicato in corrispondenza del punto C:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia & e n e momenti principali di inerzia Jg e
J n);

2. Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e
Iellisse centrale di inerzia;

3. Determinare la posizione dell’asse neutro, disegnare il diagramma
delle tensioni normali e calcolare le tensioni massime a trazione e
compressione.
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300kN

4m

Data la mensola di figura, avente la sezione riportata piu sopra e caricata
da una forza normale di compressione ancora di 300 kN ed applicata nel
punto C calcolare, mettendo in conto la deformabilita assiale della trave,
I’energia elastica di deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto
C e la rotazione della sezione di estremita della mensola, assumendo il
valore E=20000 N/mm? del modulo di Young.

A

>

\

42.884620
28.846150

Xp
§0.0000

Iz

.Jal:

.718910E+06
.297518E+06

Yp
45.0000

alfaz :
=

Area

79.179822
: 1950.000000

ES int.antipol.
-6.681788

il int.antipol.

11.045820

BS) altri risultati
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2.11 Esercizio 20

| 30 cm | 20 cm |

C D

50 cm

A B

La sezione in figura é soggetta ad una forza normale di compressione di
200 kN, applicato in corrispondenza del punto C.

1.

Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia & e n e momenti principali di inerzia Js e

Jn);

. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di

inerzia e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

. Calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

EE I S S S S S S S S S S S

. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali € e

n (per eseguire il calcolo, occorre determinare le coordinate del punto
C nel sistema principale, utilizzando le formule di trasformazione tra
le coordinate nel sistema Gx7y e quelle nel sistema G&n);

. Determinare l'inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con

I’asse di sollecitazione;

Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia.

L

Y A 1Y%

\ y
25.83°
G |
%
202° [5P85°
{ e
5

6%03 ° . 5\5{2 [}
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2.12 Esercizio 21

: l

[ ] Yy
N
N
N Te
H N
E AN
T = 50kN
B =100 mm
H H =165 mm
a= 8mm
e= 15mm
acciaio Fe430:
. 2 Oadm = 190 N/mm?
B |
I |
USRI s R dio e IE 02 i CEIALE Data la sezione a I di figura, soggetta ad un taglio T:

21.428570 «Jr:i :  .178056E+06

750.000000

1. Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

2. Determinare, in corrispondenza del punto A, la matrice delle
componenti del tensore degli sforzi;

3. Rappresentare graficamente gli sforzi nel punto A tramite le circonfe-
renze di Mohr e determinare le direzioni e le componenti principali di
sforzo;

4. Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Tresca;

5. Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Huber-von
Mises;

6. Determinare I’asse neutro della flessione associata al taglio T;
7. Disegnare il diagramma qualitativo complessivo delle tensioni tan-

Xp Yp Zntentipol! Mitocoritfareth genziali dovute al taglio utilizzando la formula di Jourawski
30.0000 50.0000 6.219452 -9.897269 monomia
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2.13 Esercizio 22

misure in mm

25 kN

120 7 8

Y.

60

Data la sezione sottile a L di figura:

1.

Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana, concentran-
do lo spessore sulla linea media (baricentro G, assi principali di inerzia
& e n e momenti principali di inerzia Jg e Jp);

. Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e

I’ellisse centrale di inerzia;

. Tracciare il diagramma quotato delle tensioni tangenziali dovute al

momento torcente;

. Tracciare i diagrammi qualitativi delle tensioni tangenziali dovute alle

componenti del taglio rispetto agli assi principali di inerzia;

. Mettendo in conto la sola torsione, eseguire la verifica di resistenza

utilizzando il criterio di Huber-von Mises, adottando una tensione di
snervamento 0qqm = 190 N/mm? (acciaio Fe430);

. Utilizzando I'asse neutro della flessione associata al taglio, traccia-

re il diagramma qualitativo delle tensioni tangenziali dovute al taglio
complessivo;

Quotare i diagrammi relativi ai punti 4 e 6.

= 115.5

H,

? M\IGUVG, ;n wm

X, = 10.91 wmw

jC, = 35.45 wm

IJC = 1939900 vvm/l4

]j = 384400 mm*

0

]I‘Ojoz - 5—09 280 "“"\4(
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4
0 wm

‘ Ly‘ 500000 wn

L Y,=S

e
_ 384400
N

Lo .
16.61° o

1939900 l
\ 52.95° I

509280

n % 2ul, = 509 230 x 2
AN CRE= 939900 — 394400
— o, = 16.61°
3
IE = 2091800 mn* /; = 39.85 mn

]’[: 232490 mm* [l= 13.29 mm
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2.14 Esercizio 23

misure in mm
< 2 KNm
120
7
9
l v
60

Data la sezione sottile riportata in figura, soggetta ad un momento
flettente di 2 kNm, di asse momento orizzontale:

1.

Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro,
assi principali di inerzia e momenti principali di inerzia);

. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e lellisse centrale di

inerzia, e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;
. Impostare il calcolo della tensione normale massima a compressione;

. Calcolare linclinazione dell’asse neutro rispetto al riferimento

principale;

. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la

formula binomia;

. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la

formula monomia;

. Calcolare la curvatura flessionale (rotazione relativa per unita di linea)

associata al momento flettente, supponenendo che il modulo di Young
valga 2.1x10°> N/mm? .

115.5

Jo

56.5

Xy = —40.91 wmm

j(; = 35.45 wm

T = 199500 o
Xo

]j = 2384400 mm*

I

0

= 509280 mm*
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1939900

509 230 x 2

tan Loty = 1939900 — 394400
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2.15 Esercizio 24

42
Alll ¢}
L@»\\Nﬁom

Mfﬁffﬂ 7777777 Xf

190

misure in mm ‘ 75

Data la sezione di figura, soggetta ad uno sforzo normale eccentri-
co di trazione in corrispondenza del punto C e ad uno sforzo di taglio
orizzontale agente lungo I'asse di simmetria:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana;

2. Disegnare in scala lellisse centrale di inerzia e determinare
qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare i diagrammi qualitativi delle tensioni normali e delle
tensioni tangenziali;

4. Calcolare la tensione normale e la tensione tangenziale in
corrispondenza del punto A;

5. Determinare, in corrispondenza del punto A:

(a) La matrice delle componenti del tensore degli sforzi e la sua
rappresentazione grafica tramite le circonferenze di Mohr;

(b) Le direzioni e le componenti principali di sforzo;

(c) Il valore della tensione ideale utilizzando sia il criterio di Tresca
che il criterio di Huber-von Mises;

6. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di

inerzia;

7. Determinare l'inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con

I'asse di sollecitazione;

8. Calcolare la tensione normale nel punto A utilizzando la formula

monomia.

f {c5
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18.86 B 180°-0;+ oy
n
Xo
o =81.97°
CG = 40.39 \ 0
GX =113.47 HM?’
WD = —Xo  [E=HG/fend

HG= -*jD LE= HG/6s ¥
Ep= AD—HE 5= — >?§+61§+§E/

ER= EDcosy 4 ED ﬁ‘mdg/ﬁw {490—0<5~r'<n)

2.16 Esercizio 25

T = 1000 kN

60 cm

La sezione illustrata, in forma di un esagono regolare, ¢ soggetta ad uno
sforzo normale N di compressione di 500 kN agente nel punto C di mez-
zeria di un lato e di uno sforzo di taglio T verticale di 1000 kN 1la cui retta
d’azione passa per due vertici dell’esagono:

1. Determinare i raggi di inerzia della sezione e disegnare lellisse
centrale di inerzia;

2. Individuare I'asse neutro dello sforzo normale eccentrico e disegnare
il diagramma delle tensioni nomali;

3. Calcolare le tensioni normali o¢ e o agenti rispettivamente nel centro
di pressione C e nel punto B;

4. Calcolare la tensione tangenziale nel punto C utilizzando la formu-
la di Jourawski e assumendo, nello spirito delle sezioni compatte
simmetriche, una corda orizzontale;

5. Scrivere le componenti del tensore degli sforzi nel punto C;
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10.

11.

12.

. Disegnare le circonferenze di Mohr relative alla tensione nel punto

C indicando i punti rappresentativi degli assi coordinati e degli assi
principali di tensione;

. Calcolare i valori principali di tensione e la posizione dei relativi assi

principali;

. Valutare la tensione tangenziale massima ;

. Calcolare i raggi di nocciolo e disegnare il nocciolo centrale di inerzia;

Calcolare la tensione normale o¢ nel centro di pressione C usando la
formula monomia;

Relativamente al solo sforzo normale eccentrico, discutere il caso in
cui la sezione non é resistente a trazione;

Calcolare la tensione tangenziale nel punto C utilizzando la formula
di Jourawski e assumendo una corda baricentrica.

15 ‘/’530

A= 30x@x50) +4 = 233&&7"“2

12 12

a
= 4383415 cm
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Sa= 2338 x(2.21)= 16 857 oun’
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2.17 Esercizio 26

Y
70 cm |
\
R C JR—
20 cm
80 cm

60 cm
0 X

15cm‘ 20 cm | 35 cm |

| | |

La sezione in figura e soggetta ad uno sforzo normale di compressione
di 200 kN, applicato in corrispondenza del punto C.

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia & e n e momenti principali di inerzia Jg e
Jn);

2. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di
inerzia e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

4. Calcolare la tensione normale massima a compressione;

. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali € e

n

. Determinare l'inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con

I'asse di sollecitazione;

. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la

formula monomia.

/
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2.18 Esercizio 27

|

2B

-

2B

B
=

|

| 2B B 2B

Data la sezione a croce di figura soggetta ad una forza normale
eccentrica nel punto C:

1.
2.

Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse x;

Calcolare il raggio d’inerzia rispetto all’asse x e disegnare l'ellisse
centrale di inerzia;

. Disegnare I’asse di sollecitazione, ’'asse neutro della flessione associa-

ta alla forza normale eccentrica (quotando la sua inclinazione) e ’asse
neutro della forza normale eccentrica (quotando la sua intersesezione
con I'asse di sollecitazione);

. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali nell’ipotesi

di forza normale di compressione (N < 0);

. Valutare il momento statico rispetto all’asse neutro (della forza

normale eccentrica) e calcolare la massima tensione di compressione.

Ve =

A= 582 48 98

/=

19
10%

B = 1098
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GX = W%AE B = 1698

5= 0)% baox = 22 8- w08

12

SA= QEEH- —4}:-22/'&)—— %%—ﬁg:

_(3 1 _ 162129
2 108 )U” 108 fe

-5 =13.46.1;23 =043 8

2.19 Esercizio 28

Sezione sottile chiusa triangolare soggetta ad un taglio.

1. Posizionare il baricentro e disegnare gli assi principali di inerzia;

2. Indicare I'asse di sollecitazione e I’asse neutro della flessione associata
al taglio;

3. Scomporre la soluzione nella somma di due problemi;

4. Calcolare le tensioni tangenziali per il solo problema del momen-
to torcente, utilizzando la nota proprieta del flusso delle tensio-
ni tangenziali e I'equivalenza statica tra le tensioni e il momento
torcente;

5. Calcolare le tensioni tangenziali per il solo problema del momento
torcente, utilizzando la formula di Bredt.
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2.20 Esercizio 29

1000 kN

Y

_ el 10 =9a4°
wem | | . = ar & 344

BB
r g AL (0x60= 600 e
g p& 10 106 =8P
S _
30
R A |

\ M4

5 00&«4
. 30em | 1750

3 2
J = M +([Ox60/)6- +
n 12
Data la sezione compatta simmetrica di Figura, soggetta ad un taglio o . 2 10X603 1 (0% O)X 6_%/ ’
simmetrico: 5 34 2
Cw

1. Indicare il baricentro, gli assi principali di inerzia e infine gli assi di n / ) 135000cuT

sollecitazione e neutro della flessione associata al taglio; S "

= 330000 et

2. Calcolare il momento di inerzia rispetto all’asse neutro;

3. Calcolare la tensione tangenziale totale nel punto B. ﬂi"y

|

)
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2.21 Esercizio 30

YA

un 0

200 kN m
<

y R

30 cm

Data la sezione piena di figura, composta da un triangolo e un semicer-

6 chio, soggetta ad un momento flettente di 200 kN m con asse momento
6 avente la direzione dell’asse x e verso opposto, determinare:
{x{0° x 8.8, X 10

<\
{
R\~
=
>
x
AN
Cr
[l

1.

2.

1l baricentro G;

Gli assi principali di inerzia § e n, i momenti principali di inerzia Jg e
Jn e iraggi principali di inerzia pg e pp;

. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e lellisse centrale di

inerzia.

Calcolare I'inclinazione dell’asse neutro rispetto all’asse x e disegnare
il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

Calcolare la tensione normale massima a trazione utilizzando la
formula binomia

Calcolare la tensione normale massima a trazione utilizzando la
formula monomia.
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2.22 Esercizio 31
Yo=Y
C D
C g
[ ) [ .
(e}
g -
g o By Aowao= 160
(V)
A 3 cm ] B pale) B%
T - Oy N
%= b m e s
20 cm } 20 cm ' 20 cm s
2
Q — 16.
| . | T . 2x40] (g0 )(20 669" +
La sezione assialsimmetrica di figura é soggetta ad una forza normale di % 12 974
compressione di 500 kN, applicata in corrispondenza del punto C. 1 3 G 2
| <A0" , (@A ( 44-83)
1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (area, bari- +Z*‘3‘Z‘" g
centro, assi principali di inerzia, momenti principali di inerzia e raggi a
di inerzia) e disegnare in scala I'ellisse centrale di inerzia; &) 00Q00 &~
q
2. Disegnare qualitativamente I’asse neutro e il diagramma delle tensioni = 195 Y 6_5 o
normali; _Qﬁ_é-é Tond 1% 173 1922822 - 2
3 &)
3. Determinare il nocciolo centrale di inerzia; 42 Q_X_A/O- + @2@0}‘ (401" 3/

3
4. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la e
240002

formula di Navier;

5. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali. _ Z 54 56 g_ qu_
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Capitolo 3

ESERCIZI SUI CENTRI ASSOLUTI E RELATIVI

3.1 Esercizio 32

[}

l

¢ P— °D
E

Determinare il momento flettente in B utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria  Raccolta di esercizi e 28 agosto 2016
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Cinematica rigida infinitesima per il calcolo del momento flettente in B

b2 ] iy
g:d? e 0(2/3/
b

w @_LL VA C‘gs)s(z)- @)

B

(@) o widhe = G)

(5} E(Z) e (2,3)7_!(3) = I o IC 1on subiomo mohy relifvi

3.2 Esercizio 33

45/\13%%
It
|

Determinare la forza normale nel pendolo DE utilizzando il prin-
cipio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.

¢ | l ‘
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Cinematica rigida infinitesima per il calcolo della forza normale nel
pendolo DE

<M

NN

1) /T
N T~
N

2 1
Lye = M — NDEEQQE - NDEE@’B

VSM
3 ¢

Lye =0 => Npg =
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Capitolo I

ESERCIZI SU SISTEMI DI TRAVI ISOSTATICI

4.1 Esercizio 34 Verifica dell’isostaticita

o

q
ST _—
% o ™ i
D)

111

\

\

|
| ROETAY
I

i
Y

a) Verificare l'isostaticita della struttura

©)

b) Definire la curva delle pressioni
¢) Determinare le reazioni interne ed esterne

d) Tracciare il diagramma del momento flettente

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria  Raccolta di esercizi e 28 agosto 2016
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Curva delle pressioni

tratto CF
tratto ABC / /tratto CD
/
A q //
|2 i A/ tratto ED
% //V
//tratto EF //
/
OB / g
/
/
/
/ D
/
/
/
/
/
/
[/
/ //
/o
/ /
o/
/I /
//
//
//
///
)‘
//
///
// /
/]
//
/

—

lql

Reazioni interne ed esterne e diagramma del momento flettente

164!

oolw

@)
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4.2 Esercizio 35

q
=
A

a) Verificare I'isostaticita della struttura;

b) Definire la curva delle pressioni;

¢) Determinare le reazioni interne ed esterne;

d) Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa in
corrispondenza della cerniera B utilizzando il principio dei lavori virtuali,
e disegnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono

nel calcolo.

Verifica dell’isostaticita e reazioni interne ed esterne

I (1)
-~ f____&%/f Y

1,2)

1(2)

risultante del carico distribuito

o

A

o
0
=N

E— ]
2
La
X
ql al
| B
1
2
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Curva delle pressioni

~tratto AE

/ __ retta d'azione della
" . . . . .
[ ] - risultante del carico distribuito

retta d'azione della

q - L
__— reazione del carrello
vy m/&? -
4z

E A
D
C = F:a—
o
B 7
tratto EC retta d'azione della

reazione del carrello

tratto CD

Diagramma del momento flettente

ol

|

ql
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Schema delle forze per il calcolo della rotazione relativa nella cerniera B 4.3 Esercizio 36

—Y

1
¢
7N -
i 7
\/ 3 ZzZ o —r
l
q
1/¢ Y
C B G H I
o ¢ ¢ ¢

IE 10
—

1
10 X 10 G
/ 1) Verificare l'isostaticita della struttura;

2) Determinare la curva delle pressioni;

3) Determinare graficamente le reazioni vincolari e quantificarle;

4) Tracciare il diagramma dei momenti facendo uso dei punti di nullo e quo-
tarlo;

5) Tracciare i diagrammi quotati del taglio e dello sforzo normale;

6) Determinare il momento in corrispondenza dell'incastro utilizzando il
principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

T
]

! 7) Impostare il calcolo dello spostamento del carrello facendo uso del princi-
/ pio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando e quotando i
diagrammi dei momenti flettenti che intervengono nel calcolo.
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Verifica dell’isostaticita e curva delle pressioni

- ()
W"
A O

R baHo b T

/,\/ curvd &QQQQ ?wa

“{A“o AH

L2

ok = 5= = £

/// 3 "3 3
et

%

Diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione

P - AE

\33132
gl a2 e HARH B
21 _5—27;
5 1
AT oy
(‘]% k\viﬂ _\ 6 — ]
21 A 3\

S

il
@]
S

<

__Lw
v
i2=
_ >
|
=
o
e
F—1 -
o
il

=
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Momento in corrispondenza dell’incastro e schema delle forze per il
calcolo dello spostamento del carrello

h I (2)

—
I /?_)
Mo (0D Le=0 =

T - MALQ—@R)W)=O
] 4 - MA:oHC2

| l ! oeva ddle présyioms

, Cidowss, dllle. forze
Ze (s Q‘H.‘m)

4.4 Esercizio 37

20

14

1) Verificare l'isostaticita della struttura;

2) Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei
vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Determinare lo sforzo normale in F' utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Determinare lo spostamento relativo (dovuto alla deformazione
della struttura) in corrispondenza del doppio pendolo in F facendo
uso del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili,
nell'ipotesi che il pendolo CE sia indeformabile assialmente, diseg-
nando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecita-
zione che intervengono nel calcolo.

D 450%\
I
\
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Verifica dell’isostaticita

N

tratto DB

A

Curva delle pressioni e poligoni delle forze

tratto CED
retta d’azione del\
carico distribuito E

tratto AC

IS

A (1) C F b—d 11 D B
VAN S P—d (23 W %

®3)

(1,2) appartiene alla retta CE
(1,2) coincide con il punto = [ e Il non subiscono moti relativi
improprio della retta AB

=>(1,3)=(2,3) e (1)=(2)

= (1), (1,3), (3) non sono allineati
= gradi di labilita = 0
3x3 =9

+(1+2+2)=9

vincoli interni

gradi di liberta =
(2+2)

vincoli esterni

di di vincol } = gradi di iperstaticita = 0
gradi di vincolo =

N\

tratto CF t
T Fpg N D ’y B
(+z =5z : 4 I
tratto F'D - 2
5, —r
| )
[
retta d’azione della
risultante in D
(agente sul tratto DF)
ql ql ,
= = —ql
| 6 6 | !

equilibrio tratto AC'F

A

equilibrio tratto F'D

equilibrio globale
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Reazioni interne ed esterne e diagramma del momento Diagrammi del taglio e della forza normale
at A .
V2 6 at
57 5o
E —_— 7)
ql |:|
v @
1 gt D B
D B! G @
! A C F 5
| ql © iqé
I 6
( 1
I =
1 éqi
y }‘_
I
|
,q[
e
20
7>*f14
6
[ ]—
7f ®
A C F D B
|4 2 |4
5 S} < 5
: il o ! S Gl
2
gl
6
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Calcolo della forza normale in F Calcolo dello spostamento relativo in F

L. = nkp — NEc

20 2
Li=j (zn (L ‘., )@—j( ”’g ydzz
0

EJ

¢ 02 qz5 dziz

2 | +z )(q———3)—

—(NF)(;(Pf)—(qf)((Pf) =0 = NF=—§q€ Io 76 EJ

_(é_i_1+1_i+1)ﬁ_§ﬁ
a EJ ~ 72 EJ
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4.5 Esercizio 38

B A OK J —
7
(g
1 .
e . = e
D H

T

1) Verificare l'isostaticita della struttura;

2) Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei
vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Determinare lo sforzo di taglio in I utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Determinare lo spostamento relativo (dovuto alla deformazione
della struttura) in corrispondenza del doppio pendolo in [/ facendo
uso del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnan-
do e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione
che intervengono nel calcolo.

Curva delle pressioni

tratto FKJIH

co

tratto GH

V)

-,

tratto ABCDE

Risultante del carico
distribuito nel tratto EF

tratto FG

Risultante del

Risultante del carico
distribuito nel tratto FG

Risultante di tutto
il carico distribuito

carrello in H

Nel tratto EF la curva delle pressioni degenera in un fascio di rette verticali
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4.6 Esercizio 39

Qo

/ =
) (/2
I iCHHHHHB b\
| | |

1) Verificare l'isostaticita della struttura;
2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;
2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Determinare il taglio in F utilizzando il principio dei lavori vir-
tuali per i corpi rigidi;

5) Calcolare lo spostamento del nodo A utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Calcolare 'energia elastica di deformazione.

Curva delle pressioni e reazioni esterne ed interne

/;{;Mo Bene

Z

L i I& Wf? ?//L
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Diagramma del momento

Diagrammi del taglio e della forza normale
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Calcolo del taglio in F
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Calcolo dello spostamento di A

\

Hit)- %

Hiz,)-2,
ﬁf{zﬁ): 4
M%%ax/: {+%.

Loﬁ; ?/A’ , 1
LW'_—_— "j%_f‘,j} JS:ZS‘ %%zi‘z—(—

s, Y
4y 40 (1ep)dx =

j sy 10" 29 2

g
3TETE]T T g aE
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4.7 Esercizio 40 Curva delle pressioni e poligoni delle forze

Reazione in D

(equilibrio tratto DGLC)
Reazione in E agente sul tratto ED ‘
(equilibrio tratti ED e EDGLC) !

4 G L
o .
]
Risultante carico in DG —
l
D
> C Risultante carico in GE - —
—il ¢t
| —
Risultante carico in DE —
. 14
[ A
A > E _ B F %
AN ;; Curva pressioni tratto AE ! Curva pressioni tratto EDG
(equilibrio globale) ‘
Reazione in B
‘ 14 l 14 Curva pressioni tratto BFCLG
I

1 I I (equilibrio tratto BFC) Curva pressioni tratto EB
(equilibrio tratto AEB)

20 Rpp = 2v/2q(

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico ripartito
costante sul montante di sinistra:

1) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni; Ry = gl R N
5 4 BE = C

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

Equilibrio nodo B

Equilibrio globale

3) Disegnare la curva delle pressioni;

4) Determinare il taglio in C utilizzando il principio dei lavori vir-
tuali per i corpi rigidi; q

5) Impostare il calcolo della rotazione relativa in C utilizzando il
principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando i dia-
grammi necessari a tal fine. Rp = ql Rer, = 2V2q(

Equilibrio tratto DGLC
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Reazioni interne ed esterne e diagramma della forza normale Diagrammi del momento e del taglio
q G L ‘ /’
|
!
3q0?
q // 1 27 ¢
: / P
D C q A (](2
q ‘ - -
5 q 2 S —
2 q[;z
Y C
q a !
$ 20° q B F
7 p < l ( : )
q > 2 q .
. ! q®
2 A |E B _ P
< > q

qt +
ql

2q¢
2 + < ]

qt ql
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Calcolo del taglio in C Calcolo della rotazione relativa in C

Schema per il calcolo del taglio in C G L

Schema delle forze
4 per il calcolo della :I:

rotazione relativa in C

P g

A

Tc

77777 1/¢
¥

(1) L 1e
I\ 111 _é_ I l !
\
\
\
\
\

[1/¢ 1/t A

(3) deve coincidere con A

(3) deve appartenere alla verticale per B } = (3) non esiste

(2)=(1,2) = (1) non esiste

—Tco+qldo=0 = Tc=ql
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4.8 Esercizio 41 BC

/2 .

AN\
>
o
a
|
[

1) Verificare l'isostaticita della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio

e dello sforzo normale; KEC:QQ/Z
4) Determinare il momento flettente in D utilizzando il principio /e \/’é' 0 BGE
dei lavori virtuali per i corpi rigidi; k B ‘1 @7
A A

5) Calcolare lo rotazione del nodo D utilizzando il principio dei ‘l K
lavori virtuali per i corpi deformabili. 8c
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4.9 Esercizio 42

A\
>
|

1) Verificare l'isostaticita della struttura;
2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Determinare il momento flettente in F utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Calcolare la rotazione del nodo F utilizzando il principio dei lav-
ori virtuali per i corpi deformabili.

Curva delle pressioni e poligoni delle forze

G F
1 E

[

AN
l

AB

Equilibrio BGECB

[

Equilibrio BGF 7
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F
- G
o 11 E T ;
3 ¢ q Punto della retta d’azione della "
= — . . . q —
8 risultante della reazione in B
L Risultante (tratto BC) e della reazione in C —
. nel tratto ED e
3 >
—| p .
1 =
An B C é A B C
3 @ Equilibrio BCDEF
Equilibrio FED 4(7
2 {
32
G F
)it 2
F Retta d’azione della risultante
G della reazione in B (tratto BC)
K [H] B e della reazione in C
I -
%({ gl
3 )
'; ) | —
¢ 3 ¢ , i 2
2 — y
¢ Risultante D é A QB C
e g nel tratto CD [
A 3
A A B C I |

Punto della retta d’azione della

. R . 4
Equilibrio BCD rlsultanfce della reazione in B 3
(tratto BC) e della reazione in C
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G F
1L g

3,13
5| 3¢ D
7
A A B ¢
BC
4,
gﬂ
I |
s
—4374 37/14 ‘14
I '
9
Al
Equilibrio BCD

Reazioni esterne ed interne

—1)
3 0 -
ngm | 344
il
Jat
2.l
w I g




© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Capitolo 4 e Esercizi su sistemi di travi isostatici 111

Diagrammi del momento, del taglio e della forza normale Calcolo del momento flettente in F
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Calcolo della rotazione del nodo F

| 1 lcee
BF ¢

— (& 18+ L+ _

10 > 64
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4.10 Esercizio 43

D
— I8

o |>>

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia con-
centrata in corrispondenza del nodo rigido C:

1) Verificare l'isostaticita della struttura;
2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare lo spostamento orizzontale dei punti della travata GE
utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Determinare il taglio in G utilizzando il principio dei lavori vir-
tuali per i corpi rigidi;

7) Determinare la rotazione del nodo C considerando la struttura
caricata da una forza orrizzontale P nel nodo E, in luogo della cop-
pia;

8) Disegnare la deformata elastica della struttura (limitarsi a dise-
gnare la deformata elastica a meno della sovrapposizione di moti ri-
gidi e dire quali moti rigidi occorre sovrapporre per rispettare la con-
gruenza dei vincoli).

|CDEB

n

lcrg
|

—— - —

Mg
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4.11 Esercizio 44

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una forza orrizzon-
tale P in corrispondenza del nodo E:

1) Verificare l'isostaticita della struttura;
2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare la rotazione del nodo C utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Determinare il taglio in G utilizzando il principio dei lavori vir-
tuali per i corpi rigidi;

7) Determinare lo spostamento orrizzontale dei punti della travata
GE considerando la struttura caricata da una coppia concentrata M in
corrispondenza del nodo rigido C, in luogo del carico concentrato;

8) Disegnare la deformata elastica della struttura (limitarsi a dise-
gnare la deformata elastica a meno della sovrapposizione di moti
rigidi e dire quali moti rigidi occorre sovrapporre per rispettare la
congruenza dei vincoli).
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4.12 Esercizio 45

. Verificare l'isostaticita della struttura;
. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;

. Disegnare la curva delle pressioni;

. Determinare lo sforzo normale nel pendolo BE utilizzando il principio

dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

. Determinare la rotazione del pendolo BE (dovuta alla deformazione

della struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i cor-
pi deformabili, nell’ipotesi che il pendolo BE sia indeformabile assial-
mente, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione che intervengono nel calcolo.
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4.13 Esercizio 46

>

1. Verificare I'isostaticita della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;

4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Determinare lo sforzo normale nel tratto BE utilizzando il principio

dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Determinare lo spostamento relativo in corrispondenza del doppio
pendolo G (dovuto alla deformazione della struttura) facendo uso
del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando
e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione che

intervengono nel calcolo.
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4.14 Esercizio 47
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1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Determinare la rotazione relativa in B (dovuta alla deformazione della | 0{
struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i corpi defor-

.__———-/’\
mabili, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della L———‘ J/ \)/
sollecitazione che intervengono nel calcolo;

4. Verificare I'isostaticita della struttura; / L 1 Q
3

5. Determinare la curva delle pressioni;

6. Determinare il taglio nel tratto CG utilizzando il principio dei lavori l Q 2
virtuali per i corpi rigidi; 3 hetd

7. Disegnare la deformata della struttura (limitarsi a disegnare la defor- ‘i@%
mata delle due parti separatamente a meno di un moto rigido e scri- D( N
vere le equazioni che permettono di determinare i due moti rigidi che 1 L
ripristano la congruenza). ‘(U L Tal (
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4.15 Esercizio 48

Dato I'arco circolare in figura, soggetto ad una distorsione termica nel
tratto CB e ad un cedimento vincolare anelastico in B, calcolare la rotazio-
ne relativa in corrispondenza della cerniera C utilizzando il principio dei
lavori virtuali.
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4.16 Esercizio 49

C D E
_ EII -~ T

H

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia concentrata
in corrispondenza della sezione G:

1.
2.
3.

Verificare l'isostaticita della struttura;
Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento orizzontale rela-

tivo nella sezione H utilizzando il principio dei lavori virtuali, e dise-
gnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono
nel calcolo;

Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare il taglio in H utilizzando il principio dei lavori virtuali per
i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando lo spostamento orizzontale relativo
nella sezione H;

Determinare la rotazione della sezione G considerando la struttura
caricata da due forze orrizzontali 7 in H, in luogo della coppia in G.
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4,17 Esercizio 50

1 Gg) el -Tgl =0

Data la trave di figura:

1. Analizzare cinematicamente la struttura;
2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Calcolare lo spostamento verticale del nodo C utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

5. Determinare il momento flettente in A utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Disegnare la curva delle pressioni;

* ¥k ok Kk ok ok Kk Kk ok Kk Kk ok Kk k¥
7. Calcolare la rotazione in B utilizzando il metodo cinematico;
8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Risolvere la struttura, per la sola parte flessionale, col metodo delle
rigidezze.
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4.18 Esercizio 51

o

10.

2y e {450

. Analizzare cinematicamente la struttura;

. Determinare le reazioni interne ed esterne;

Disegnare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione;

Calcolare lo spostamento verticale del punto D utilizzando il principio

dei lavori virtuali per i sistemi di travi deformabili;

Calcolare la reazione orrizzontale del doppio pendolo in C utilizzando

il principio dei lavori virtuali per i sistemi di travi rigide;

Calcolare lo spostamento orrizzontale del punto E e la rotazione della

sezione C con il metodo cinematico;

Disegnare la deformata elastica della struttura;

Curva delle pressioni;

Calcolare I’energia elastica di deformazione;

Calcolare I’energia potenziale totale in corrispondenza della soluzio-

ne.
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4.19 Esercizio 52 Verifica dell’isostaticita e curva delle pressioni

}
&S
S
~
w

Q

4
% G oF E
£
7 A
£
B OC oD (2), (3) e (2,3) non sono allineati = gradi di labilita = 0
gradi di liberta = 3x3 =9
4 gradi di vincolo =  (3+2) +(2+1+1) =9 = gradi di iperstaticita = 0
vincoli esterni vincoli interni
1. Verificare I'isostaticita della struttura;
2. Disegnare la curva delle pressioni; %1 G
N

3. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

5. Determinare la forza normale nel pendolo BE utilizzando il principio CDE

dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Determinare la rotazione del pendolo BE (dovuto alla deformazione at &
della struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i cor- y R AB
pi deformabili nell’ipotesi che il pendolo BE sia deformabile assial- /2" q
mente, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della BE mm
sollecitazione che intervengono nel calcolo. 4//72&
Equilibrio del tratto ABC DEF
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Reazioni interne ed esterne e poligoni delle forze

§(1€

Reazione dell'incastro in G
Equilibrio del tratto DEF

Pat
- Reazione della cerniera in F'
F E
V2qt
D sal
A V2qt

- Reazione del pendolo BE

3.9
B _ adt
c N
Reazione del pendolo C'D
ql/2
Reazione del doppio qt

pendolo in A

Diagrammi del momento, del taglio e della forza normale

‘WN F

G

A ql®

i v o) 7

54l |

V2qt
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Calcolo della forza normale e della rotazione del pendolo BE

NG 1 A F I E
\ ,
v = Npp(s /\f (¢0)s
(3)
— R L,=0 = Npp=2ql
.wy?? y
v ql
PBE 0)(2vV20
pBE = EA(Q\[{ )(V2qt)(2v20)
o z 0
+ - T g
o EJ 21 2
EN
- EA  24EJ
Schema delle forze per il calcolo
della rotazione del pendolo BE
1
20 G _F 20 E
O -
1
20
20
MY, = - 5 g \ D
1/2 A Now =57

-

[l S

Reazione d(l dopplo
pendolo in A

C

—(z+10) d=

4.20 Esercizio 53

o
e
l

B —
N &

>

s

o

(0]

o~
<
EO

. Verificare l'isostaticita della struttura;

. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

sforzo normale;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

. Relativamente al calcolo dello spostamento del punto A (dovuto alla
deformazione della struttura) con il principio dei lavori virtuali:

(a) Disegnare gli schemi delle forze-caratteristiche della sollecitazione
e degli spostamenti-deformazioni, dire cosa occorre determinare
in ognuno dei due schemi e scrivere simbolicamente 1'equazione

determinatrice dello spostamento;

(b) Disegnare e quotare i diagrammi delle caratteristiche della

sollecitazione che intervengono nel calcolo;
(c) Eseguire il calcolo;

5. Determinare la curva delle pressioni;

principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.

6. Determinare la coppia applicata in A dovuta al vincolo utilizzando il
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4,21 Esercizio 54

M) = 47 % - L )

<V p—dg .

Hlh)= & /*@M o1
H%): 1%y ! )(%3/4@ %3 : .

£/2

( 7} Al C By
{ & FAY
1:6,= | ek f W* Q{aj =

/U"Z ,Q % g /b€ 4/?: . 4’/? . Z E 7 g + B _ Data_ la struttura isostatic_a di figura, soggetta ad una coppia concentrata
| VI =T e T3 er

=+ in corrispondenza della sezione D:
,,6 L 1. Verificare I'isostaticita della struttura;
Qq\ 2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;
A4 +3+8  h I= . L . . .
— 3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
24 sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale relativo
nella sezione F utilizzando il principio dei lavori virtuali;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il momento flettente in F utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Con riferimento al punto 4, calcolare lo spostamento verticale relativo
nella sezione F.
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4,22 Esercizio 55

o
:.s

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
sulla campata DEF:

1.
2.

Verificare I'isostaticita della struttura;

Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;

. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento orizzontale rela-

tivo nella sezione C utilizzando il principio dei lavori virtuali, e dise-
gnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono
nel calcolo;

. Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare il momento flettente in C utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando lo spostamento orizzontale relativo
nella sezione C;

Disegnare la deformata elastica della struttura;

Calcolare I'energia elastica di deformazione.
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4.23 Esercizio 56
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito sul
tratto DC:

1.
2.
3.

Verificare l'isostaticita della struttura;
Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale relativo

nella sezione C utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili, e disegnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti
che intervengono nel calcolo;

Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare il momento flettente in C utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando lo spostamento verticale relativo
nella sezione C;

Disegnare la deformata elastica della struttura;

Calcolare I'energia elastica di deformazione.
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4.24 Esercizio 57
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia agente in
corrispondenza del nodo D: W/f l >

L M £
1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni; A

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello J/
sforzo normale; M/ ﬁ

3. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale nel-
la sezione G utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi ({/
deformabili; :

a
1 7.
4. Verificare I'isostaticita della struttura; w .UL
5. Disegnare la curva delle pressioni; I

6. Determinare lo sforzo normale nel tratto EGH utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi; Ir

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento verticale nella é{) VO\NU/‘-"M | N
sezione G; \

8. Disegnare la deformata elastica della struttura; \

_ _ _ _ _ _ ; (2
9. Calcolare la rotazione in D nel caso in cui la struttura sia caricata da O\ ‘ — = /__
una forza verticale F in G, in luogo della coppia in D.
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4.25 Esercizio 58
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia concentrata
AN in corrispondenza della sezione G:

5 N 1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

—_— -—— A
N N ,% sforzo normale;
=

3. Verificare l'isostaticita della struttura;

. M(}V _— J\/ LP/Q = O —"2 /V - M /€ 4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Calcolare lo spostamento verticale relativo nella sezione F utilizzando
— = €Z il principio dei lavori virtuali.
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4.26 Esercizio 59

Dato l'arco circolare in figura, soggetto ad una distorsione termica a
farfalla nel tratto BC:

1.

Calcolare la rotazione relativa Apc nel nodo C utilizzando il principio
dei lavori virtuali;

. Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e dello sforzo

normale relativi allo schema delle forze e disegnare i relativi diagram-
mi, usando quale fondamentale la linea d’asse e riportando il valore in
direzione radiale;

Calcolare la rotazione @cg della sezione in C connessa alla parte BC
utilizzando il metodo cinematico.

. Disegnare la curva delle pressioni relativa allo schema delle forze

utilizzato nel calcolo di A@c;

. Disegnare la deformata elastica della strutttura;

. Calcolare la rotazione relativa A@c¢ nel nodo C utilizzando il metodo

cinematico.
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4,27 Esercizio 60
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una forza concentrata
agente in corrispondenza del nodo E:

1.
2.
3.

Verificare l'isostaticita della struttura;
Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa nella cerniera

B utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

. Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare lo sforzo normale nel tratto ABC utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa nella cerniera
B;

. Disegnare la deformata elastica della struttura;

. Calcolare lo spostamento verticale in E nel caso in cui la struttura sia

caricata da due coppie M uguali ed opposte in B, in luogo della forza
in E.

F

N

0)©3)06) wriliedd => 7 ew Bsr
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4.28 Esercizio 61
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I | | | |
Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico ripartito . d \
costante agente nella travata GH: QWMM S

1. Verificare I'isostaticita della struttura; 'ﬂ €

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello \ T
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento relativo nel dop- |
pio pendolo F utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili; \

5. Disegnare la curva delle pressioni; Jal
6. Determinare lo sforzo di taglio nel tratto BCD utilizzando il principio é A
dei lavori virtuali per i corpi rigidi; l
21 3
7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento relativo nel doppio 'é‘ Q’Q ( T@“]‘e
pendolo F; {/Z ;72

8. Calcolare lo spostamento relativo nel doppio pendolo F utilizzando il (k,;LL/EZ_. A’JT

metodo cinematico. ‘
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4.29 Esercizio 62
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico concentrato
agente nel nodo G:

1. Verificare I'isostaticita della struttura;
2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa in corrispon-
denza del pendolo F utilizzando il principio dei lavori virtuali per i
corpi deformabili;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare lo sforzo di taglio nel tratto AB utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

LQ:: Q :_.—> ] = éi 4 7. Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa in corrispon-
9 denza del pendolo F;

8. Calcolare la rotazione relativa in corrispondenza del pendolo F
utilizzando il metodo cinematico.
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4.30 Esercizio 63

¢

Z - D
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T < Mmoo |0
A8 I
_y (1)=C) | \
#b 1 « | 20 L2 ] 20 |
|
B e ' Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia agente nel
LF | nodo F:
1 KC'SO | 1. Verificare l'isostaticita della struttura;

2.

~ T Ml — Fpl =0 .

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

sforzo normale;

Impostare formalmente il calcolo dello spostamento relativo nel dop-
pio pendolo I utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili;

Determinare lo sforzo di taglio nel tratto HID utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando lo spostamento relativo nel doppio
pendolo T;

Calcolare lo spostamento relativo nel doppio pendolo I utilizzando il
metodo cinematico (aiuto: bloccare il nodo D).
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4.31 Esercizio 64
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito sul
tratto DL:

1.

2.

3.

Verificare 'isostaticita della struttura;
Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa nella cerniera

I utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

Disegnare la curva delle pressioni;

Determinare il momento flettente nel tratto BIC utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa nella cerniera I;

Impostare il calcolo della rotazione relativa nella cerniera I utilizzando
il metodo cinematico.
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4.32 Esercizio 65

Dato I'arco circolare isostatico a tre cerniere di figura soggetto ad una
forza distribuita verticale costante per unita di proiezione orizzontale nel
tratto CB:

1. Risolvere la struttura;

2. Impostare il calcolo dello spostamento orizzontale della sezione C uti-
lizzando il principio dei lavori virtuali (disegnare la struttura fittizia e
la struttura reale; dire chi, tra la struttura fittizia e la struttura rea-
le, rappresenta lo schema delle forze e chi quello degli spostamenti;
scrivere in modo formale le espressioni dei lavori virtuali esterno ed
interno relativi al caso di struttura inflessa, indicando chi sono le varie
quantita che intervengono);

3. Calcolare il momento flettente nella sezione D, posto a meta del tratto
CB;

4. Disegnare il diagramma qualitativo del momento flettente, riportan-
dolo sulla linea d’asse in direzione radiale dalla parte delle fibre tese
(aiuto: basarsi sulla curva delle pressioni oppure sulla curva delle pres-
sioni per il tratto AC e sul risultato del punto precedente per il tratto
CB).
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A 1 =G@ I v ke -
B - “/W /r\/1
H(g)
G,

2
Ao BC —Hp—ma+i§—~o
Pl B
%
= —2/HQ+12€2
2
=> HﬁW:?zl_é-

s ‘m,gc : —\/1~‘/z+7€30
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2
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Capitolo

ESERCIZI SU SISTEMI DI TRAVI IPERSTATICHE

5.1 Esercizio 66

e

a) Risolvere la struttura iperstatica con il metodo delle forze
b) Tracciare il diagramma del momento flettente e del taglio
d) Disegnare la deformata elastica della struttura

e) Disegnare la curva delle pressioni

f) Risolvere la struttura iperstatica con il metodo delle deformazioni

© 2016 Prof.Daniele Zaccaria  Raccolta di esercizi e 28 agosto 2016 203
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Metodo delle forze

JauE——/
N> //797 Me)fcfio AZQQQ ﬂorze
Yo
bk ALy JE]  6ET
2
coalll, =7 M
2 Lot T 5 M
7 B/ - e
/ VA
@ +
b ©
/4 30
-\ ZM
AN
; Jn
- nd (%'W
)\ wE Y 3]
1 me
AL o

Metodo delle deformazioni

c M Mokado &l
3

dorermazious

LnGde'}B «QQ rohziou@
b ¢, bl vodo B

B(ﬁ MgC(5 fér)m

\jMBA /797
ot L
p B B
V.
. o = Mecd 01X
_ Vet ©oEr 3
= AET Ji I
% _oET, M
oa= Tl Mye= =4+ 7
fﬁuf%’\m;o WQ@ B
Mga=Mee = %)* 11!% = MBA‘ %{YL
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5.2 Esercizio 67

q
- ;;;YHY i
B C D ¥
¢ EA=00
R° )
¢ ¢

e L e e

a) Risolvere la struttura iperstatica
b) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo normale
¢) Disegnare la deformata elastica della struttura, quotando le rotazioni dei nodi B e C

d) Calcolare il carico ¢ massimo compatibile con la resistenza a carico di punta del
pendolo CE

e) Disegnare la curva delle pressioni

Caratteristiche del pendolo CE

¢ =4.00m

S Profilato cavo circolare
- 76.1x5.0 UNI 7811

Acciaio per carpenteria
metallica tipo Fe360

Metodo delle forze e deformata

Y2
B 7SN Dg 3
R i
1Vc lVD
Hy

1

Va

oo — X1 X1 Y1

BATYBC 3E]  3E] GEJ
Gen=ten = 4 XL aP

cBTrCeD 3E]  6EJ]  24E]
16X + 4Y = g2 X=

=
4X + 14Y = gI2 vo3

© 104

[ 5
Hy=Hp= = dl
51
L
TV
31
9
Vp=— ql
104
\
__s5a
YBT3 R
_.3a
Y= 208 EJ

e = punti di flesso
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Diagrammi del momento flettente, del taglio e della forza normale

3
2 g2
(w

51

Sl g 2, @
= o 104

35 ql

104

51

== ql

104 1 5 g

(OIS o,

31
— ql
52 q

Carico massimo e curva delle pressioni
i=2.520cm = A=400/2.520=159 = ®=3.30

acciaio Fe360, spessore minore di 40mm: o, =1 60N/mm?

31
O = Qygy? A=11.17cm?
o2 T - q =227 N/mm=2270Kg/m
- ﬂdm max
A
tratto BC
tratto CE
tratto CD
=
\
\
\
\
\
\
/—_ diagramma del momento dovuto
alla risultante del carico distribuito

tratto AB
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5.3 Esercizio 68

a) Risolvere la struttura iperstatica

b) Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e
dello sforzo normale e disegnare i relativi diagrammi, usando
quale fondamentale la linea AB orizzontale

¢) Verificare le equazioni indefinite di equilibrio

Metodo delle forze

Principio dei lavori virtuali

CGR(DQQ C‘\A L?CA Cow i ‘)(iy\u{?(o dm Q/-WOA’{ V\'(\u:}/Q,;,

(4
el

c\\Q?MWLQu' oy

C,W\%l‘ venhi

(1)
schews ddlle focze

;Eig@\%emhc\m Adba
eﬂv\'&‘},(g&

—e—

.7
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Diagrammi e verifica delle equazioni indefinite di equilibrio

W

) < Ab
yM(ﬁ){X%_Qh }NW:O

0

EJ,O(M'-O N

rp_8 E]o(M'G w

Eq‘(/g'a‘m‘. .M&Qw“a ih e.yw’@‘hn‘o ( Cacidu c(i‘}n');m'}i w@):

N _Ano Ol_N__"cW 8o\
ols RT ¢ ds"EJ‘=TTEJ'TRL‘QW/
drm 4 dT 44T _ g bt
ols RN-O do ~ Rdw Vfﬁz’g‘“/
dM MM _ 1M g «DF
g 7O § Rdw =T g &%
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5.4 Esercizio 69

A b B
/EA (f@:vf@ — ﬁ_ 22)+M
g S CE] CE] b E]
| +AL
2 3
D F C '[@:’l@ - M~N(ze ——M—%NQ
| ‘ £ £ Y EJ 43 F T FA i
2/ |
Risolvere la struttura assegnata, soggetta ad una variazione termica uniforme sul X - J\/ K/é
itto EF, tenendo conto della deformabilita assiale di tale ritto. 3 3
lr)iSZgnareein z?agi:;r;?d; 1?10;2;?(1)2,‘;6!; ;;is;aeedelloasef;zg normale. 4 ’\/ /E . M — ﬂ — O( At £
Disegnare la deformata della struttura. 48 E I 4@ F J’ 2 F A Z

| N
Aot e /o l

Xo— )LXA_YT}I_A X*%/ TX ]th I‘E/Z N = LEJT oL O

WXL T Te NGE-G

D/ |F e F

No|
&
Y
ﬂt;i
><
I
T~ m
_ry
Z[e| &
~— PT—
o
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|

5.5 Esercizio 70

I L
Gl

- 2X
Pl T 11 Ve

- [T[=TT0| Me ‘
1 1 i
b
</ E 1) Risolvere la struttura iperstatica;
— 2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e
N N / 2 dello sforzo normale;
3) Calcolare le rotazioni dei nodi B e C, lo spostamento

orrizzontale della travata e lo spostamento verticale del punto di
applicazione del carico concentrato;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;

5) disegnare la curva delle pressioni;

6) Calcolare il lavoro di deformazione in
funzione della forza concentrata F;

7) Assumendo quale zero dell'energia
dei carichi esterni quella che si ha nella
configurazione indeformata, calcolare il
minimo dell'energia potenziale totale;

8) Utilizzando il teorema di Betti,
calcolare lo spostamento verticale del
punto E di mezzeria della travata nel caso
/ la struttura sia soggetta ad una coppia
pZ%SO concentrata nel punto C, come illustrato
qui di fianco.
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3 3 3 )3 3 )3
o ¢ X0 FC_ s5X0P FY 23X(°_ 3 FY
AT Sp T PE5 T O2E 3 E " 4E) 3E T4 E
9
X = g5F
9
F
Py

L F.X _
Struttura principale isostatica D) @
Congruenza: =0 Struttura equivalente % F
(a meno di una traslazione orrizzontale)
101
Congruenza: ED= 5 A 184
F
2X /¢ Xt
101 F .
B C 184
B iy 134
2/ C 8 gl -
L — I 184t
, 1 s : 2 (D
5 F
92
L ; 9
f ) g 0 F
_2X0(20)  XU(20) _F(20) _ 5X07_FL N
P = 3EJ 6EJ 16EJ 3 EJ 4E]
__2X020) _XU@20) |, F20)* __4X0? FO°
Pc G6EJ 3EJ 16EJ 3B TE 9 gy 9 gy
467" | 92
_ X(2€)3 0 - X7f3_ Lﬁ3 tratto DE
SaT T G - O - g @
65 . tratto AE
e L _XC oy SXC RO 184"
D 3EJ C 3 EJ 4EJ -
curva delle pressioni
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Spostamenti e rotazioni:

__2F
Ps= 723 EJ
_UEZ
Pc= 92 EJ
2 B3

S= ST T3 E

__2X0(20)% X£(26)*, F(20)° _ 103 FL®_

g 16EJ 16E] " 48EJ 1104 EJ

Lavoro di deformazione (teorema di Clapeyron):

2,3 2,3
1 103 F¥ FY
La= 5 Fng= 58 51 = M7 &y

Minimo dell'energia potenziale totale:

2,3 2,3
1 103 F7 FY
Min= = FMg + La= -5 Fnp = =555 Fr = — 047 gy

Spostamento verticale del punto E dovuto alla coppia M
applicata in C (teorema di Betti):

11 M0?
Fn%= /Vlcpg . n®=——

5.6

Esercizio 71

e o,
E c g B
A B
N A !
N A
1
D +At F fi

1) Risolvere la struttura iperstatica illustrata soggetta ad una variazione termica
uniforme nell'asta DF, supponendo che tutte le aste abbiano area uguale;

2) Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in modulo,
di ogni singola asta e l'indicazione se questa ¢ un tirante oppure un puntone;

3) Calcolare lo spostamento verticale del nodo C;

4) Valutare la variazione termica minima che rende instabile per flessione
laterale 1'asta DF, supponendo che le cerniere in corrispondenza dei nodi siano
sferiche (i valori numerici necessari per il calcolo sono riportati di seguito).

5) Disegnare la deformata elastica della struttura;

Valori numerici (da utilizzare esclusivamente per il quesito no 4):

¢ =2.00m 74 S, 74
o= 0.000012°C™" 7 Z2N
2 Profilati accoppiati X
L UNI EU 57 - 50x30x5
misure in mm
Valori relativi al singolo profilato:
golo p 70
A =3.78 cm? Y Y
4 S A
Jx =936 cm y

Jy, =251 cm*
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Nodo G ﬂ»
L
2
Sforzi
Normali
-X
| |
I (7 I Ee |
0 2
N +AL X " .
X Schema delle forze per il calcolo dello
GF 3 spostamento v con il principio dei
) lavori virtuali
Struttura principale isostatica BG - ﬁx
. - _ ﬁ 2 . Sforzi
Congruenza: EF— aAtl EA BE _ WX Aste Normali 1+\3
30° 1
CG ~(14V3) 2 0o ﬁ(H\B)
=143
BUr )
CF -\2
Nodo G
1
. =1+V3
Aste Sforzi ' GF \/§( +V3)
Normali
BG 2 (1413) L3
+
CG -1 3 5
2 1 ot
CE 0 BF 3 2+\3
GF 1 Nodo C
V3
. 2 Le=m
Schema delle forze per il calcolo dello BG Y ¢
spostamento E . con il principio dei ©
lavori virtuali 2 L HNp'ly _ X 1 4 4
BF -5 L; =%, Ny et = 20 {(1+%)+§(1+\B)+§(1+\B)+§}
X/t 4
“EA3 F0AG+ } = (4+%) EA
_ ONRG X0 1 4 4 X
Le= &g Li=2h Mo ga” =ga I+ 3+3+3)=4Ea

- Ly
ne= 5(4+v§)0tAt£

X X0 1
Congruenza: 4 =a At/ EA = X—gEAotAt
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. Sforzi Normali 7
Aste Tipo (a meno di EAcAt)
— Q %]
CG Puntone 1 g 2 5 &S
5 g8 8 &
0o =
CF =—==== 0 ﬁ"_‘ N‘b.) [SIES -
. 1
GF Tirante 573
BG Punton 2
one 33
) Bl
BF Puntone 1
5V3
SRS
DF Puntone 1 E E
5 +
S
o]
DY
%
¢ =2.00m 9:9 9:9
- ol V )
a =0.000012°C 173 M S
< Gi Gi
2 Profilati accoppiati X g =
L UNI EU 57 - 50x30x5 ]
misure in mm s
Valori relativi al singolo profilato: 70 T
A =378 cm? A Y, Sl
Jx =9.36 cm* A sl
Jy, =251 cm?
Valori relativi ai due profilati accoppiat:
A =2x3.78 =7.56 cm? f |
Jx =2x9.36 =18.7 cm* ol g
Iy = 2x(2.5143.78x0.99°) = 12.4 cm* |
o~
= e
Equazione determinatrice della variazione critica di temperatura: oo ?\ E:
| > +
>~
P iyz =lEAaAtcr 0 SI=
@)?” s - 1%
| >
5 72y Sxa?x12.4 sl I
At =27 = - Sl
4 al’A  4x0.000012x(200)*x7.56 ¢
>~

Ate =42°C
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5.7 Esercizio 72

2.
-
oy

|

2/ 2/

1) Risolvere la struttura una volta iperstatica con il metodo delle
forze, utilizzando il metodo cinematico per la scrittura dell'equazione
di congruenza;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni e disegnare
la curva delle pressioni;

3) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e
dello sforzo normale;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;
5) Calcolare la rotazione e lo spostamento verticale del nodo C;
6) Calcolare la rigidezza alla rotazione del nodo D;

7) Risolvere la struttura utilizzando il principio dei lavori virtuali
per la scrittura dell'equazione di congruenza.

Stetues ?{mu' J'mQL \'aosh*\'cg

@V\%{ umza ¢ {CD = %B

¢ X o\,
Nﬁ—#}

2& ZJL
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‘Eo‘uaﬁom r;goneﬂ\Q :

oxh amd emd_2x) oy oxd
T3E] 3 E] OJET SE] T3 E]
5y = 4 . _1
‘SX = 3 M s X 5”\
2 M
am 57
g Pt e
N i
G em, T, n 1
7 510 T%z
"*‘9—'*%
_zmT %T
T -
/5 |
LY |
g . 2 M w-}@HOCD
51{&/1’—+—A]5-€— . e — I|1_>_
5—5%‘ = O, A 3
\vwo AC
M - wrvachﬂz IS Our
%zl—_F_ @ f

c D‘)N\

Iq Dtvwma}a Lus}im
B

e

2
¢ B %Ej _15 J’ | ‘
_wst o 3

1= ¥T 15 F]

LA 't ‘AL’UI/& 3@/3 f&bU'OUSL K [ K%A/h @Q P 8
o - 5 6P @

C\M olCor(l QWQWMQ m D W oHWQ Qo ro}é—a'm

wvi\\'éﬁél :

meze) k) e g md
(?D: BEJ) —}—(é/EJ +2’f, 15 Ej :
15 E] |
KD:T?—-'Y,_I .
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?(\’VI(X?{O ¢£94 Q&Nor; v-‘r}vdfp,{

%4 r> M
. ;X ’
_ 1 Ty )

ehv\\wa ?r vw\nyt %?bﬁw A&Q'bmauw

5
)
ﬂﬁ i

Gc\\uuA ALQQQ pMZQ cm}us e\ AB-QQA Q»Mu"b-u'm

MY= M+ Xt
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5.8 Esercizio 73

2q
30

30°

Risolvere la struttura tenendo conto della sua polar simmetria geo-
metrica e materiale rispetto al polo C, e in particolare:

1) Risolvere lo schema polar simmetrico con il metodo delle defor-
mazioni;

2) Risolvere lo schema polar emisimmetrico con il metodo delle
forze.

Per i due schemi polar simmetrico e polar emisimmetrico
1) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente e del
taglio;
2) Calcolare rotazione e spostamento verticale del nodo B e diseg-
nare la deformata elastica;

3) Disegnare la curva delle pressioni.
Per lo schema complessivo

1) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e
dello sforzo normale.

Schema polar simmetrico

Metodo delle deformazioni

Incognita ¢p

Rigidezze alla rotazione nodo B:

4E]
K v 6EJ
o _3EJ_26] = KP=7
Kp =%5%=""4
3, ¢
2
Coefficienti di ripartizione:
2 1
®_ < @_1
pr=3 P =3
Rotazione nodo B:
6E] _at? _ ql?
e YPT 1 T PET ooy

Spostamento verticale nodo B:

ng=0
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Incastro perfetto in B Reazione di incastro perfetto cambiata di segno

\

ql?
12

Curva delle pressioni

tratto BC

diagrammi totali

Deformata
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Schema polar emisimmetrico

N
\ E
D
Schema equivalente
Metodo delle forze
Z q

Struttura principale

Congruenza: oc =0

_Xt _qt®
PE= 7 T 6EJ
X 5#) 3
(2 5x0 gt
Pc = +Pp=577 " o7
EJ 2E] 6E]
_ _al?
pc=0 => X= 15
Rotazione nodo B:
at*  qt? ql?
@B = - aar =

T 15EJ 6EJ  10EJ
Spostamento verticale nodo B:

X2 gt 11 gt

M8 =557 T 8EJ ~ 120 EJ

La curva delle pressioni degenera in un fascio di rette parallele nel tratto
AB e non esiste nel tratto BC

q?

Deformata




© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Capitolo 5 e Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 221

\ Schema complessivo
Nagp l
5 y /YQBD
127 i

Nap

Equilibrio del nodo B per il calcolo della forza normale (sin30° = %
cos 30° = V;):

o qt (i cosBOO)_45+\/§ 3
=30 \12 T 54 )= 53 a{=087al
3 o, al . o _ 4 +45./3 _
Nap = Npp cos 30° + 4 sin 30 ~—og gl =0.76q¢
1 N)
2’ o
@ 0.76q¢
S)
S)
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5.9 Esercizio 74

EFA =0

‘ ‘

1) Analizzare cinematicamente la struttura;

2) Risolvere la struttura con il metodo delle forze, utilizzando, per
il calcolo degli spostamenti che rientrano nell'equazione di congruen-
za, il metodo cinematico oppure il principio dei lavori virtuali a sec-
onda delle preferenze personali;

3) Calcolare le reazioni interne ed esterne e disegnare i diagrammi
quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo normale;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;
5) Individuare la curva delle pressioni;

6) Calcolare la rotazione del nodo B, gli spostamenti dei nodi C e
D e la rotazione del pendolo CD;

Solo se si € risposto a tutte le domande precedenti:

7) Scrivere 'equazione di congruenza con il metodo non utizzato al
punto 2.

Tenuto conto dell'indeformabilita assiale del pendolo CD, la congruenza
richiede che la distanza dei punti C e D resti pari a +/2¢ anche dopo la
deformazione. Il punto B ¢ un punto fisso e la sua rotazione non influisce
sulla condizione di congruenza. Si puo allora scrivere la condizione di
congruenza facendo riferimento alla struttura con il nodo B vincolato a
non ruotare.

T ;
§:“?‘A B /c

Struttura principale

X
7) rg

B c
q . ]
LT 6 e
N B X“ V2
V2
/{5])
X
[E—\/ﬁ congruenza
5_17
V2
Congruenza: % = % da cui: Op =nNc¢
5po X
7 V23E] L L X B et 32,
) X 65 g J23E] ~ BEJ ~ 16 1
c=-——= acv_

JZ3E] T 8EJ
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Principio dei lavori virtuali

Struttura principale

Congruenza:

Z2

J”zl(xz _az%> 1 +J”212
0o V2\V2' T V2 ) E]T T ) V22T

X | z3 ¢
> 2= |=| -
213 |,
X3 qt*
3 82

Mf(z)) =

Mt (z2) =

M°(z) =

| M°(z2) =

M"(zy) =

M"(z) =

1

Fjd22 =0

q
< g
B
o2 /
2 3v2
)
16
2 W,
\/§ D 16
22
V2 qt
13
164"
_azt %:j B— 3
J2 N Q qu
0
®
X qzi @
LI o)
V2 V2
X 2
\/? 2
3
N
C)
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5.10 Esercizio 75
at
2 at? Y
2 q€3
PB= 77 — =557
E 2F
\ ‘ J J
1 X 3 9 gt*
| _ _ kel e
‘ 5D—’7C—QQB€+\/§3EJ 16 EJ
\ I
@ \ _V26p 9 qf?
: | @Ppendolo CD 720 16 EJ
|
| R
qzii |
2EJ] |
B | C
N A \ | | 9 q/4 ® ¥
\ ‘f 16 EJ 5‘@?
9 qt* ! n
16EJ \
! Def ‘ . . .
9 clormata Risolvere la struttura iperstatica
= — D 16 EJ
|
|
| |
A\ ! . .
\ | o Simmetria
RN | Curva delle pressioni
} \\ | (non esiste nel tratto AB)
| v
: 4\,\‘_/ retta d’azione della risultante
| \1\ del carico distribuito
tratto BD - ‘F\ N |
|
b | "N tratto OD

%:2“14 B \
N

tratto BC'

~—

retta d’azione della risultante
delle azioni in B (tratto BC)
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£
R
95}
F/2 |
dep N
cVY &
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[ «
Al
7 O
Rcosa
Congruenza:
uc=0

Differenziale dello spostamento orizzontale di C:

M
do = ERd(X
duc = —deR(1 — sin )

Spostamento orizzontale di C:

M,
Uc = — —R°(1 —sinx)d«x
c Jo EJ ( )

Momento flettente:
F
M= —§R cosx + XR(1 — sinx)
Equazione di congruenza:

/2 /2
EJ cosx(l —sinx)dox — X (1-sinx)?dax =0
0 0

5.11 Esercizio 76

F

1) Risolvere formalmente la struttura tenendo conto della deformabilita assi-
ale dei pendoli AD e BD;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Individuare la curva delle pressioni.

Posto: 0
16.1 4 16.1 (mm)

F =150 kN Pendolo CD (2 UPN 120):
{=3m Caratteristiche del
E =200 kN/mm?2 singolo profilato: X
Oy =160 N/mm? Jy =364 cm*

Jy =43.1 cm*
Asta AB (IPE 300): l R

sta AB ( ): A=17 cm?

J =8356 cm*

W =557 cm? Pendoli AD e BD (tondi): @ Td

5) Dimensionare il diametro d dei pendoli AD e DB, da realizzarsi in ferro
tondo (scegliere per il diametro una dimensione in mm intera e pari);

6) Eseguire la verifica di sicurezza dell'asta AB, trascurando l'influenza dello
sforzo di taglio;

7) Verificare I'asta CD a carico di punta.
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lF—N
©
X X ¢
N BJ c /'O%
A§°J Y8 E

| 2 |

equilibrio nodo D

{(PA =0
Congruenza:

_X(20) (F-N)(20)?
AT TOET 16EJ
| o (F-N)283 X(20)?
¢ = T48ES 16EJ]
@
np _ (N v2¢ o _ Nt
kﬁ_(ﬁ) EA M = V2,

B B ¢ o 2X0 X0?  X¢?
pa=0 = X_(F_N)Z = nc_gE—J—E_@

o _ @ X2 NY N I

Nc=nNp = EZ Za X = BN¥ dove B=6\/§A€2
Si ottiene infine:
_ F
1 +48
_ B
X"1+4BF€

N/V3 N/V3
@ S ®
F—N
B ®
o F—N
2
X X
\ 7
deformata e

curva delle pressioni
tratto AC

curva delle pressioni
tratto C'B

curva delle pressioni
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Dimensionamento dei pendoli AD e BD

Per dimensionare i pendoli AD e BD occorre determinare 1’area minima
necessaria imponendo il rispetto della verifica di sicurezza:

NQE < Cadm = \/I?:A < (1 - 24&#) Oadm
= % (% + 24\/§€J—Zaadm> < Gadm
F - 48%0@%
v A= V20 adm
150000 —48%160
=  Amin = 5160 = 348 mm?.

E ora possibile dimensionare il diametro del tondo:

d>2JAmin/T = d=22mm = A =380 mm?.

Nota l'area del tondo componente i pendoli AD e BD, restano
determinati il coefficiente S e le reazioni N e X:

N = 82kN
3=6ﬁ%00002=0.207 > )
380x3 000 X = 51 KNxm
Verifica dell’asta AB

X
Tmax = 377 = 92 N/mm?.
Verifica a carico di punta dell’asta CD

Jy =2(431000 +1700(16.1 + 5)%) = 2375714 mm*,

Py = \/2 375714/2x1700 = 26.43 mm,
luce libera di inflessione = ¢,

3000
snellezza = 5643 = 113.5.

Dal prospetto 7-IIc delle Istruzioni CNR-UNI 10011/88 (relativo ad una
sezione generica con spessori inferiori ai 40 mm). Si ottiene il valore w =
2.34, da cui consegue:

82000

_ oUW 2
O'max—2.342><1700 57 N/mm-.
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5.12  Esercizio 77 LA s}nﬂum ({eulh 3 VDO/}Q &LL'& e ser Vﬂﬁ

A C B
ingsml‘oa . Pm%u} 4 nolhq S A% cL‘ %'mw&/}{\'a , 4 ver} (‘(/JJ)Q
L “9‘12»0 39 qx/&q Q/J C\i“w}o(sim tuv\u'oe ' QW?\'NWIJ({(A) '1
N 20 o .
1 - At ow{zzth,a ric,‘yzh\e aQ l?\/AQJL Q/,,; &A‘s\fu,(c,\w \U\MM Q‘C.lmwdn'w.
+ At A
S
A ] B
D F E
| | ¥ " 50 i c,,'w?n‘a
90 % A R A __L /A 3zowe Termic
o A4 -0
. o . . . . D (= E
La struttura inflessa di figura ¢ soggetta ad una distorsione termica a : o |
farfalla nel montante centrale: 4 boasn b ensinghia dofl)'aziove. termicg
e
1) Analizzare cinematicamente e staticamente la struttura;
A o)X FNX @ wavol
2) Risolvere la struttura; T N C ke ed v
3) Disegnare i diagrammi del momento flettente, del taglio e dello sfor- Q f \\,w,{qmudfiﬂ @ e N i [Z
zo normale per la struttura complessiva; l P ~ Lf’%
\ XL
H

4) Disegnare la curva delle pressioni per la struttura complessiva;

M
N f“ Cﬁ'uh\uﬂ}(;& oo per %‘mw)h'g

5) Calcolare la rotazione dei nodi A e C; T
6) Disegnare la deformata della struttura complessiva; P ) )
TSN 0¥ Qa sforw qam/&t n C i@ ¢ vw%
7) Calcolare I'energia elastica di deformazione della struttura comples- Der qu Qﬂou'o &QQA b o 9?/010'%1 offiz h!Z &‘% | have.'o in C @ w%
0

siva.
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5.13 Esercizio 78

1) Risolvere la struttura supponendo il pendolo ED indeformabile
assialmente;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e
dello sforzo normale;

3) Calcolare le rotazioni dei nodi E, C, D e lo spostamento della
travata;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Disegnare la deformata elastica della struttura.
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5.14 Esercizio 79

=
<
<

1) Risolvere la struttura, soggetta ad un cedimento verticale anelastico del-
l'incastro in A, tenendo conto della sua simmetria geometrica;

2) Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e dello sforzo nor-
male;

3) Disegnare i relativi diagrammi (per l'arco ABC completo), usando quale
fondamentale la linea ACB dell'arco (momento flettente dalla parte delle
fibre tese) e quotando i valori massimi;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) “Calcolare” lo spostamento verticale complessivo del punto C.
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5.15 Esercizio 80

A D B

A ] i

— 20

q —

La struttura inflessa di figura ¢ soggetta ad una forza distribuita lungo

C{M _ E/,M C.i?é - — :L X éf)p( - 777 il montante centrale:

— — . . . .
o[ S O] 0< OJLS Q 1) Analizzare cinematicamente e staticamente la struttura;
2) Risolvere la struttura;

3) Disegnare i diagrammi del momento flettente, del taglio e dello sfor-

CIT j}/\ — i X 9\/\0( — é X g‘mp(:;O z0 normale;

r——" -
CJ S R ]Q 4) Calcolare la rotazione del nodo D e lo spostamento orrizzontale del-
la travata;
5) Individuare la curva delle pressioni;
C\ N T 4 L \,{ ) .1v1 u urv pressioni
— 4+ — = @ = = — 6) Disegnare la deformata della struttura;
cl% 2 0[3 (L 7) Determinare la matrice delle rigidezze, necessaria per la soluzione

col metodo delle deformazioni.
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Metodo spostamenti (1 grado di liberta)

3 { 458
7 D 7
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.16 izio 8
5.16 Esercizio 81 Scw &)O&w . WJ\H\@

1. Risolvere la struttura tenendo conto della sua polar simmetria 5
geometrica e materiale rispetto al polo C. X

2. Per i due schemi, polar simmetrico e polar emisimmetrico: C

(a) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

)
(b) Disegnare il diagramma dello sforzo normale;
. — L
(c) Disegnare la curva delle pressioni; 0 bf X 8 (F/ Z) % _ _X,Z_
(d) Calcolare la rotazione del nodo B; UPBA’ 3C m— - + T

3. Disegnare la deformata elastica per il solo schema polar simmetrico.
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5.17 Esercizio 82

Data la trave continua di figura:

1. Analizzare cinematicamente la struttura;

2. Risolvere la struttura;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
4. Calcolare le rotazioni delle sezioni B e C;

5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Calcolare la matrice delle rigidezze;

7. Calcolare le rotazioni delle sezioni B e C utilizzando la matrice delle
rigidezze.

||/ 9
/ £ N £ R
7 ) A/

E] T 3y
_oxad el 94’
o = 3ET GE]  24E]

%A:(‘PBC = X+ 44X, = 9‘)22
_oxb Xt g
L{)C“— 6Ey  3E] +Z4£f
_ X4
b — —%_E—JT
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5.18 Esercizio 83

h
p <1
1+ At
— At A
v ¢
N
¢
D

Dato il telaio ad un nodo spostabile di figura:
1. Risolvere la struttura;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Calcolare la rotazione in B e lo spostamento della travata AB;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;

¥ ¥ kK Kk Kk Kk ok Kk Kk Kk Kk X ¥k Kk X
5. Disegnare la curva delle pressioni;
6. Calcolare la matrice delle rigidezze;
7. Risolvere la struttura col metodo delle rigidezze;

8. Calcolare I'energia elastica di deformazione.
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5.19 Esercizio 84

c H A1

S

Con riferimento alla figura e supponendo che le aste abbiano area A
uguale:

1. Risolvere la struttura reticolare iperstatica utilizzando il metodo delle
forze e scrivendo I'equazione di congruenza con il principio dei lavori
virtuali;

2. Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in mo-
dulo, di ogni singola asta e I'indicazione se questa € un tirante oppure
un puntone;

Posto che le aste siano realizzate in acciaio Fe360, di modulo di Young
E = 200 GPa e tensione ammissibile 0agm = 160 N/mm?2 , e che inoltre
sia F=150kN, £ =2m, A = 20cm? e che infine i momenti di inerzia
massimo e minimo delle aste siano Jmax = 140 cm?* e Jmin = 100 cm? :

3. individuare I'asta compressa in condizioni peggiori dal punto di vi-
sta del carico di punta e verificarla utilizzando il metodo omega,
nell’ipotesi che le cerniere siano sferiche;

4. Valutare il livello critico della forza F relativamente all’instabilita per
flessione laterale delle aste compresse;

5. Calcolare I'’energia elastica di deformazione (in joule), lo spostamen-
to verticale del nodo E (in millimetri) e ’energia potenziale totale
corrispondente alla soluzione (in joule).

Sl @m‘wfw&
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Raggio di
Asta | Area inerzia Luce | Snellezza Nt N° N~ |N | Tipo
minimo (N° — XNT)
A VJmin/A 0 | €A Jmin 1 F F

AC 1 1 1 1 = = = 0 =
CH 1 1 1 1 = = = 0 =

BD 1 1 1 1 = = = 0 =

ID 1 1 1 1 = = = 0 =

GB 1 1 1 1 = = = 0 =

IB 1 1 V2 V2 = = = 0.1049 | tirante
HI 1 1 1 1 ~1//2 X/V2 0.0742 | tirante

GI 1 1 1 1 1//2 -X/\2 0.0742 | puntone
AE 1 1 1 1 1/(2v2) | 1/2 | F/2-X/(2V/2) | 0.4629 | tirante
EG 1 1 1 1 1/(2v2) | 1/2 | F/2-X/(24/2) | 0.4629 | tirante
EH 1 1 1 1 0 1 F 1 tirante
AH 1 1 V2 V2 ~-1/2 ~1//2 | =F/~2+X/2 | 0.6547 | puntone
HG 1 1 V2 V2 1/2 —-1/v/2 | —-F/v2-X/2 | 0.7595 | puntone
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5.20 Esercizio 85

X

a
. B C D
A E

A
¢t ]

| ¢

P

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
sul tratto BCD:

1. Risolvere la struttura con il metodo delle forze;
2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;
5. Calcolare la rotazione del nodo B;

6. Disegnare la curva delle pressioni.
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5.21 Esercizio 86

_ E F
4
2

+ At
X C o o D
4
2

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad una distorsione
termica uniforme lungo il pendolo CD:

1.

Risolvere la struttura trascurando I'effetto dello sforzo normale sulla
deformazione del pendolo CD;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;
Disegnare la curva delle pressioni;
Disegnare la deformata elastica della struttura;

Calcolare lo spostamento orrizzontale del punto B utilizzando il
metodo cinematico;

Valutare ’energia elastica di deformazione.
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3 y 5.22 Esercizio 87
ﬁ(@ ‘ z A D C
Ry ] é;
3ET Y .
L ——]
24E7 89 6T p ]
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| | .
‘] | | | _~|B
/ \ Y - 4 T
I
- L ! |
‘ < >l -
{
!
| | Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico ripartito nel
| s montante BD:
)
2 . .
‘ : ; XQ} Xﬁz )£2¢ ix/e 1. Risolvere la struttura;
X{g + _35?’ = Eé %, ZZ’ @”/ T 421 gf 2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;
— -
6Ej 16?/7 3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;

4. Disegnare la curva delle pressioni;
("?F = 5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Calcolare lo spostamento orrizzontale della travata ADC utilizzando il
3 principio dei lavori virrtuali.
x¢
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5.23 Esercizio 88

Data la travatura reticolare assialsimmetrica e iperstatica di figura, sog-
getta ad una distorsione termica uniforme in corrispondenza dell’asta DE,
e supponendo che le aste abbiano area A uguale:

1. Impostare la soluzione del problema tenendo conto della assialsimme-
tria della struttura;

2. Risolvere lo schema simmetrico utilizzando il metodo delle forze,
compilando una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in
modulo, di ogni singola asta e l'indicazione se questa € un tirante
oppure un puntone;

3. Relativamente allo schema emisimmetrico, valutare lo spostamento
orizzontale del nodo C utilizzando il metodo cinematico.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016 Capitolo 5 e Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 278

Sclwus %’%W}“Y“@ 1 vﬂh “,ﬂequl‘Cﬂ /T\i/l
_ 5 1

1
NG 1
A 1
Nedo C 2\ 51 m%
)
1 L 17
—
Nols D BN R DN
T, Y



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016

Capitolo 5 e Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 279

adel 1w W& e [N st
AD | L | ] XL O Z;-‘f 0.11552
AE |0 WL M| o %ﬁ% 0.16336
oe | 4 |-HL| XiL| opa| XEKEEL) o155
ec |4 | V| w2 0 Z)‘(E% 0.11552
pe |l | Y| x/g| 0 5%; 0.16336
- (3.2 )(Q_%Ate

Se= (4 *vz)‘éz 2

5=0 = x= 3\25\/38@0413%

22 2 B

3va+s  3+ava | 0PI

X = 0.23103 EAog At

M
o= 1o

A\

X



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria e Raccolta di esercizi « 28 agosto 2016

Capitolo 5 e Esercizi su sistemi di travi iperstatiche

280

Yl(”) )(WZ) Dq- Nﬁ

I = @+ 1)E

D D 3+4V2

o4+

3+4V2

o 1+2V2
QD T 3+4V2 cbf H

’F,D:

éE:_aD

b =-1,

1= = x= A% A}

5.24 Esercizio 89

Data la struttura chiusa iperstatica assialsimmetrica di figura:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.25 Esercizio 90

+At

Data la struttura chiusa iperstatica di figura, soggetta ad una distorsio-
ne termica uniforme lungo il pendolo AD, da considerarsi indeformabile

assialmente:
1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;
2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;
3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.26 Esercizio 91

/7
D

fixd

-At

1. Analizzare cinematicamente la struttura;
2. Risolvere la struttura iperstatica;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e della
forza normale;

4. Disegnare la deformata della struttura; dz = O , %—ﬁ %
D Lol
5. Disegnare la curva delle pressioni. Q A

%:de
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N 5.27 Esercizio 92

Dato il sistema iperstatico polarsimmetrico di figura (invariante per

>< rotazioni di 180 gradi nel piano) soggetto ad un cedimento verticale
)§/3 VZ dell’appoggio del polo C:
L _ [ 1. Dire se l'azione (il cedimento) € polarsimmetrico oppure polare-
\ ‘ ‘ misimmetrico e ridursi alla soluzione di uno schema equivalente
N dimezzando la struttura;
+ —_ 2. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche e scrivere
- in modo formale le equazioni di congruenza;
3. Determinare le incognite iperstatiche.
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5.28 Esercizio 93
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@) 4x—7=
@ X + Z Y = é 2 /0 1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;
4
2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;
2 x@ +@ => —}Z X = A 8 ?‘Z/_UC) 3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;
j 4. Valutare le incognite iperstatiche;
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5.29 Esercizio 94

4 +At

+At

La struttura chiusa, iperstatica e assialsimmetrica di figura é soggetta ad
una distorsione termica uniforme lungo i tratti AC e BC. Trascurando la

deformabilita assiale dovuta alla forza normale:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.30 Esercizio 95

~

+At

La struttura chiusa, iperstatica e assialsimmetrica di figura ¢ soggetta
ad una distorsione termica uniforme lungo il tratto DC. Trascurando la
deformabilita assiale dovuta alla forza normale:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;
2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;
3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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4 17+3



Capitolo

ESERCIZI SUL METODO DEGLI SPOSTAMENTI

6.1 Esercizio 96

EJ,, EA,
EJ= A / B
+At
h
EJ EJ
VA4 WA
h h/2
>

1) Risolvere la struttura iperstatica considerando l'asta AB deforma-
bile assialmente;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e
dello sforzo normale;

3) Determinare la variazione termica critica che provoca l'instabilita
laterale dell'asta AB.
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Soluzione e diagramma del momento flettente
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Diagrammi del taglio e della forza normale e variazione termica critica

2x
M
4
o ]
o | A
— |
X Lx bx X

h/2 A= hZ

[ .- ,
E
N 2 Jp Xcr — Lj}_

6.2 Esercizio 97

+At
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1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo

delle deformazioni;
2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello

sforzo normale;
3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Disegnare la curva delle pressioni;
5) Calcolare I'energia elastica di deformazione.
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6.3 Esercizio 98
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1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo
delle deformazioni;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Calcolare lo spostamento del punto D di applicazione della forza concen-
trata e I'energia elastica di deformazione.
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6.4 Esercizio 99

__ 3 F&
PAZT136 ES
_nEe ‘
PB = 4x436 EJ
\ | ¢ | 4
>< I I 1
\
\
AN\ A\ } AN\ AN 1) Calcolare la matrice delle rigidezze del sistema di pendoli sopra illustra-
| to;
| F \ | F 1) Risolvere la struttura utilizzando il metodo degli spostamenti;
_ |
i 2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
| sforzo normale;
} 3) Calcolare la rotazione dell'estremita C dell'asta AC;
777 7 | 77 77 4) Disegnare la deformata elastica della struttura;
\

5) Determinare l'entita minima del carico distribuito g che provoca l'infles-
sione laterale per carico di punta in almeno uno dei pendoli del sistema.
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6.5 Esercizio 100
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1. Calcolare la matrice delle rigidezze;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio re-
lativi ai due schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle
rigidezze;

Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;
Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;

Disegnare la deformata elastica della struttura;

N o kW

Calcolare I'energia elastica di deformazione.
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%‘:‘ 6.6 Esercizio 101
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1. Calcolare la matrice delle rigidezze;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio re-
lativi ai due schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle
rigidezze;

3. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;
4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
5. Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;

6. Calcolare I'energia elastica di deformazione;

7. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.
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6.7 Esercizio 102
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. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;

. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, di-

segnare i relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio

e calcolare le reazioni di incastro perfetto;

. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i dia-

grammi quotati del momento flettente e del taglio relativi allo schema

che interviene nel calcolo;

struttura con il metodo degli spostamenti;

sforzo normale;

. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.

. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
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%& £O 6.8 Esercizio 103
, e

— ﬁ M

3¢

|
|
\ 44 | 44 \
| | |
Joe = Toa |
@3 )/(£ Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
_)99 — j’—- = T %—» sul tratto BEH:
3 j ; 1. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;
y)
ﬂ.@i > ‘]/@_ 2. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, di-
(_L +1 ))(:f = X - 3 2_ segnare i relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio
2‘4' e calcolare le reazioni di incastro perfetto;
3. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i dia-
[ [ Q grammi quotati del momento flettente e del taglio relativi allo schema
X ( che interviene nel calcolo;
/) !
] L _x
X T‘t +X 7

4. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la
struttura con il metodo degli spostamenti;

5. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

6. Disegnare la deformata elastica della struttura.
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Sia data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un cedimento an-

golare nei due incastri A e N. Tenendo conto della sua polarsimmetria
geometrica e materiale:

1. Calcolare la matrice delle rigidezze (almeno una colonna);

2. Disegnare il diagramma quotato del momento flettente e del taglio re-
lativo ad uno dei due schemi che intervengono nel calcolo della matrice
delle rigidezze;

3. Calcolare le reazioni di incastro perfetto;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;
5. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;
6. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

7. Calcolare I'’energia elastica di deformazione.
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6.10 Esercizio 105
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Data la struttura iperstatica riportata in figura, avente la travata BDF
infinitamente rigida e I'asta FG soggetta ad un incremento uniforme di
temperatura:

1. Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale nel telaio con travatarigida, prevedendo retta d’azione
e verso della forza agente nel nodo F (indicare con X il modulo di tale
forza);

2. Risolvere la struttura iperstatica;

3. Disegnare la curva delle pressioni;

4. Determinare la variazione termica critica che provoca l'instabilita
laterale dell’asta FG;

5. disegnare la deformata della struttura quotando le rotazioni e gli
spostamenti;

6. Valutare I'’energia potenziale totale in corrispondenza della soluzione.
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6.11 Esercizio 106
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Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico ripartito nel
montante BD:

1. Calcolare la matrice delle rigidezze (almeno una colonna);

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio rela-
tivi ad uno dei due schemi che intervengono nel calcolo della matrice
delle rigidezze;

3. Calcolare le reazioni di incastro perfetto;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio
relativi allo schema che interviene nel calcolo;

5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Disegnare la curva delle pressioni;

7. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

8. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

9. Calcolare I'’energia elastica di deformazione.
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6.12 Esercizio 107

Data la travatura reticolare assialsimmetrica e iperstatica di figura, sog-
getta ad una distorsione termica uniforme in corrispondenza dell’asta DE,
e supponendo che le aste abbiano area A uguale:

1. Impostare la soluzione del problema tenendo conto della assialsimme-
tria della struttura;

2. Risolvere lo schema simmetrico, compilando una tabella riassunti-
va che riporti lo sforzo normale, in modulo, di ogni singola asta e
I'indicazione se questa € un tirante oppure un puntone;

3. Risolvere lo schema emisimmetrico;

4. Risolvere lo schema simmetrico utilizzando il metodo degli
spostamenti;

5. Valutare lo spostamento orizzontale del nodo C utilizzando il metodo
cinematico.
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Posto che le aste siano realizzate in acciaio Fe360, di modulo di Young
E = 200 GPa, tensione ammissibile 0agm = 160 N/mm? e coefficiente di MQ)WL; Ww S-t\EWA %mmﬁ%(ﬂ
|

dilatazione termica «; = 0.000012°C ~1, e che inoltre sia At = 50°C, £ =
2m, A =20 cm? e cheinfine i momenti di inerzia massimo e minimo delle
9,‘/‘/“‘1/& [)ﬂ‘vw\' /7;./&

aste siano Jmax = 140 cm?* e Jmin = 100 cm? :
Ty

‘e
le

6. individuare I'asta compressa in condizioni peggiori dal punto di vi-
sta del carico di punta e verificarla utilizzando il metodo omega,
nell’ipotesi che le cerniere siano sferiche;

<
(i

7. Valutare il livello critico dell'incremento termico At relativamente
all'instabilita per flessione laterale delle aste compresse;

8. Calcolare (in joule) I'energia elastica di deformazione e I'’energia
potenziale totale corrispondente alla soluzione.

l/S(

A\
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Capitolo 7

ESERCIZI SUI CARICHI CRITICI

7.1 Esercizio 108

h EA EA| EJ
) D j
A\ A

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che con il metodo
energetico e disegnare la deformata critica.
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N B — Mo
3EJnp —nc
h l

EA EA| EJ

D E

S A

Equilibrio alla traslazione verticale e alla rotazione attorno al punto B:

hTIB h'lc—

EA EJng —nc

3
N(nB—nc)+hnc€—T 7 =0

In forma matriciale si ottiene:

EA EA
h h nes
=0.
3EJ EA, 3EJ
_2=J _ = = nc
N i N + h€+ e

Annullando il determinante della matrice dei coefficienti si ottiene

I’equazione definitrice del carico critico:

da cui, infine:

EA 3E]
Noy = 5 h# + i
L’equazione di equilibrio alla traslazione verticale richiede nc = —ns.

In corrispondenza del carico critico, valore del carico che annulla il de-
terminante dei coefficienti, anche I'equazione di equilibrio alla rotazio-
ne impone tale identita senza aggiungere nulla di nuovo. Ne consegue
immediatamente la deformata critica.

EfA(’ n 3EJT
2h ht

h

Procedendo con il metodo energetico, occorre scrivere la variazione se-
conda dell’energia potenziale totale associata ad una qualunque variazione
ng ed nc¢ dei parametri lagrangiani del sistema:

o _ _yie-=nc)®) 1EA , 1EA , §ﬂ(ng—nc)2
o7 = N{ 20 }+2hn3+2hnC+2h ¢ )

La condizione §(821T) = 0, determinatrice del carico critico, conduce alle
due equazioni:

9621 ng—nc  EA 3E] ng — nc
o - N ety e =0
06°m _ ng—nc  EA_~_ 3EJng—nc _,

ane Y €T T e
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In forma matriciale si ottiene:

N EA 3E] N _3EJ
" h T e 0 he? 8
=0.
N 3E] N EA 3EJ]
N_2as A e ]
7 he R

Annullando il determinante dei coefficienti si riottiene il valore critico gia
ottenuto con il metodo statico.

OSSERVAZIONE. L’equazione di equilibrio alla traslazione verticale e
indipendente dal carico di punta e determina univocamente il modo critico
nella forma

Nc=-nNg=1n.

In corrispondenza a tale modo critico, 1'equazione di equilibrio alla
rotazione attorno al punto B

=0.

EA , 3Ej2n
2Nn + hn# "

v

determina univocamente il carico critico.

7.2 Esercizio 109

A C B N
0—oa,
X do— o~ R >
h EJ
Y

R
R

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che con il metodo
energetico e disegnare la deformata critica.
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7.3 Esercizio 110 W (f,o m

v A B C D P
%:gr 77222 % 77222272 <—
k k

Q0

Data la struttura di figura composta di tre travi rigide connesse da due
cerniere elastiche di rigidezza k, soggetta ad un carico assiale:

1. Determinare i carichi critici con il metodo statico;

2. Dire quale tra i carichi critici ha un significato dal punto di vista
strutturale;

3. Determinare e disegnare i modi critici;

4. Determinare il carico critico con il metodo energetico.

P
D Z:]\— Q%\/IWQAVI?/\‘O }7@)[% Ch:

_KZ_”{%_—_/Z,B PZ/:Q
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