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PREMESSA

In questa quarta dispensa di Scienza delle Costruzioni vengono proposti
un consistente numero di esercizi con, salvo eccezioni, la relativa soluzio-
ne. La maggioranza di questi esercizi traggono la loro origine dalle prove
scritte d’esame che gli allievi civili della vecchia laurea quinquennale hanno
dovuto sostenere negli anni che vanno dal 1993 fino al 2005. Alcune di tali
prove d’esame sono state utilizzate quali esempi esplicativi nell’ambito del-
le altre tre parti di queste dispense. Si sono conservati i testi originali degli
esercizi così come sono stati proposti nel corso degli esami. Gli esercizi
sono stati suddivisi in modo tematico tenendo conto del loro contenuto
prevalente.
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Capitolo 1
ESERCIZI DI MECCANICA DEI SOLIDI

1.1 Esercizio 1

Nel sistema di riferimento Oxyz il tensore degli sforzi agenti in un
punto P di un corpo continuo ha le componenti (espresse in N/mm2):

[σ] =




1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1


 .

1. Rappresentare lo stato tensionale sulle facce di un cubo posto nel-
l’intorno del punto P e avente le facce stesse parallele ai piani
coordinati;

2. Verificare che le tensioni principali valgono: 3 N/mm2 , 1 N/mm2 ,
−4 N/mm2 ;

3. Determinare le direzioni principali di tensione.

x

y

z
1

1

1
3

3
2

1

σξ = 3 N/mm2     

[eξ] = 

3

2

1

+−
+−

+−

1

14

ση = 1 N/mm2     

[eη] = 

1

0

+−
1

10
3+−

σζ = -4 N/mm2     

     [eζ] = 

3

5
1

35
1+−

+−

+−

Equazione caratteristica:    −λ3 +13λ−12 = 0
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1.2 Esercizio 2

Dato il seguente campo di spostamenti:




u = 2kxy + kz2

v = 2kxy + kz2

w = −2k(x +y)z
,

determinare le componenti dei tensori di deformazione e di rotazione in-

finitesimi.

Nell'ipotesi di elasticità lineare ed isotropa determinare le componenti 

del tensore degli sforzi.

Nel punto (1,1,1) determinare inoltre:

1) l'asse e l'entità della rotazione rigida locale;

2) le direzioni e i valori principali di tensione;

3) la tensione tangenziale massima e la tensione ideale nel caso del 

criterio di Huber-von Mises.

Infine disegnare i circoli di Mohr relativi al tensore degli sforzi, sempre 

nel punto (1,1,1), ed indicare i punti rappresentativi degli assi x e y.

Per risolvere l’esercizio occorre innanzitutto determinare il gradiente
degli spostamenti:

gradu =




2ky 2kx 2kz

2ky 2kx 2kz

−2kz −2kz −2k(x +y)



.

I tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi rappresentano
rispettivamente la parte simmetrica e quella emisimmetrica di gradu:

ǫ =




2ky k(x +y) 0

k(x +y) 2kx 0

0 0 −2k(x +y)



,

ω =




0 k(x −y) 2kz

−k(x −y) 0 2kz

−2kz −2kz 0



.

Il tensore degli sforzi si ottiene applicando la legge di Hooke:

σ = 2Gǫ + λ trǫ.

Poichè tr ǫ = 0, risulta quindi:

σ = 2kG




2y x +y 0

x +y 2x 0

0 0 −2(x +y)



.

Nel punto (1,1,1) il tensore di rotazione infinitesimo e quello degli sforzi
assumono l’espressione:

ω = 2k




0 0 1

0 0 1

−1 −1 0



, σ = 4kG




1 1 0

1 1 0

0 0 −2



.
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Il vettore di rotazione infinitesimo ha quindi le componenti:

ϕx = −2k, ϕy = 2k, ϕz = 0.

L’asse della rotazione infinitesima nell’intorno del punto (1,1,1) giace nel
piano xy e la sua parte positiva coincide con la bisettrice del II quadrante.
Il suo modulo vale

|ϕ| = 2
√

2k.

L’asse z rappresenta, nell’intorno del punto (1,1,1), una direzione prin-
cipale di tensione a cui corrisponde il valore principale σζ = −8kG. Gli altri
due valori principali si ottengono risolvendo l’equazione caratteristica:

det




4kG − σ 4kG

4kG 4kG − σ


 = 0.

x

−8 kG 8kG4          kG

4kG

8kG

τ

σ

y

ξ ηζ

Si ottiene:

σ 2 − 8kGσ = 0 ⇒



σξ = 0

ση = 8kG
.

I versori delle direzioni principali risultano quindi:

eξ =




± 1√
2

∓ 1√
2

0



, eη =




± 1√
2

± 1√
2

0



, eζ =




0

0

1



.

La direzione principale ζ coincide con l’asse z, mentre le direzioni prin-
cipali ξ e η giacciono sul piano xy e coincidono rispettivamente con le
bisettrici del II e del I quadrante.

La tensione tangenziale massima e la tensione ideale del criterio di
Huber-von Mises risultano infine:




τmax =
ση − σζ

2
= 8kG

σi = 4kG
√
(1+ 1+ 4)− (1− 2− 2)+ 3 = 8

√
3kG

.
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1.3 Esercizio 3

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo, in componen-
ti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia individuato dalle seguenti
equazioni scalari:




u = −1.5xy × 10−6

v = 2.5
{
−z2 + 0.3×

(
x2 −y2

)}
× 10−6

w = 5yz × 10−6

(coefficienti in mm−1).

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi e
specializzarli nel punto P di coordinate x=0, y=20 cm, z=100 cm;

2. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione rigida
dell’intorno del punto P;

3. Determinare dilatazione e scorrimento massimi (in modulo), sempre
nel punto P, e disegnare le circonferenze di Mohr.
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1.4 Esercizio 4

100 cm

20 cm

(0, 0, 20 cm) P(0, 100 cm, 20 cm)

x

y

z

O

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo, in componen-
ti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia individuato dalle seguenti
equazioni scalari:




u = 0.5× 10−6 mm−1xy

v = 2.5× 10−6 mm−1
{
z2 − 0.1×y2

}

w = 1× 10−6 mm−1yz

.

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi e
specializzarli nel punto P di coordinate x=0, y=100 cm, z=20 cm;

2. Determinare, nel punto P, le dilatazioni principali e disegnare le
circonferenze di Mohr;

3. Determinare, sempre nel punto P, la dilatazione e lo scorrimento
massimi in modulo e dello scorrimento massimo darne il valore in
gradi;

4. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione rigida
dell’intorno del punto P;

5. Determinare le direzioni principali nel punto P;

6. Calcolare l’allungamento del segmento, illustrato in figura, che unisce
i punti di coordinate (0, 0, 20 cm) e (0, 100 cm, 20 cm);

7. Scrivere le equazioni parametriche della curva in cui si trasforma il
segmento del numero precedente.
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1.5 Esercizio 5

In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli sfor-
zi σ, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Oxyz, sono rappresentate dalla matrice:

[σ] =



−2 0 −1

0 −1 0
−1 0 1


× 50 N/mm2 .

1. Determinare le direzioni ξ, η, ζ e i valori σξ , ση, σζ principali di
tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed
individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati
sul piano di Mohr;

3. Determinare la tensione tangenziale massima τmax;

4. Determinare la parte sferica σs e la parte deviatorica σd di σ;

5. Calcolare l’energia elastica distorcente ψd per unità di volume (energia
associata alla parte deviatorica), tenendo conto che l’energia elastica
per unità di volume associata ad un generico tensore degli sforzi σ
vale:

ψ = 1

2E
(trσ)2 − 1+ ν

E
σII, σII = σξση + σζσξ + σησζ ,

assumendo i valori E=20000 N/mm2 del modulo di Young e ν=0.3 del
modulo di Poisson;
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6. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von
Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metalli-
ca, che il seguente diagramma rappresenti il risultato di una prova di
trazione semplice per tale materiale:

N/mm2

280
360

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza γ = 1.6;

7. Calcolare la tensione tr su una giacitura di normale la bisettrice r del
primo quadrante del piano zx, dando le componenti tx , ty , tz della
tensione nel sistema Oxyz, fornendo la componente normale σr e il
modulo della componente tangenziale τr ed infine individuandone la
posizione nel piano di Mohr;

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare l’intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica σs di σ;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica σd di σ.
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1.6 Esercizio 6

In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli
sforzi σ, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Oxyz, sono rappresentate dalla matrice:

[σ] =




150 0 0
0 40 −80
0 −80 160


N/mm2.

1. Determinare le direzioni ξ, η, ζ e i valori σξ , ση, σζ principali di
tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed
individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati
sul piano di Mohr;

3. Determinare la tensione tangenziale massima τmax;

4. Determinare la parte sferica σs e la parte deviatorica σd di σ;

5. Relativamente alla tensione tr agente su una giacitura di normale la
bisettrice r del primo quadrante del piano yz:

(a) Calcolare le componenti trx , try , trz di tr nel sistema Oxyz;

(b) Calcolare la componente normale σr e il modulo della componen-
te tangenziale τr di tr ed individuarne la posizione nel piano di
Mohr;

6. Calcolare l’energia elastica distorcente ψd per unità di volume (energia
associata alla parte deviatorica), tenendo conto che l’energia elastica
per unità di volume associata ad un generico tensore degli sforzi σ
vale:

ψ = 1

2E
(trσ)2 − 1+ ν

E
σII, σII = σξση + σζσξ + σησζ ,

assumendo i valori E=21000 N/mm2 del modulo di Young e ν=0.3 del
modulo di Poisson;

7. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von
Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metalli-
ca, che il seguente diagramma rappresenti il risultato di una prova di
trazione semplice per tale materiale:

N/mm2

300
380

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza γ = 1.6;

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare l’intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica σs di σ;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica σd di σ.
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1.7 Esercizio 7

Dato il seguente campo di spostamenti:




u = kxy − kz2

v = k(y2 + z2)

w = −2kyz

,

1. Determinare le componenti dei tensori ǫ di deformazione e ω di
rotazione;

2. Specializzare ǫ e ω nel punto (0, 1 m , 1 m ), assumendo k =
0.25×10−3 m −1;

3. Determinare l’asse e l’entità della rotazione rigida locale.

Inoltre, nell’ipotesi di elasticità lineare ed isotropa, tenendo conto che:

σ = 2G
[
ǫ+ ν

1− 2ν
(tr ǫ)I

]
, G = E

2(1+ ν) ,

ed assumendo :

E = 210 GPa , ν = 0.3,

1. Determinare le componenti del tensore degli sforzi;

2. Determinare le direzioni ξ, η, ζ e i valori σξ , ση, σζ principali;

3. Disegnare in scala le circonferenze di Mohr;

4. Indicare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati sul
piano di Mohr;

5. Determinare la tensione tangenziale massima τmax;

6. Determinare la parte sferica σs e la parte deviatorica σd di σ;

7. Eseguire la verifica di resistenza con il criterio di Tresca, supponendo
che il materiale sia acciaio per carpenteria metallica, che il diagramma
riportato rappresenti il risultato di una prova di trazione semplice per
tale materiale e infine assumendo un coefficiente di sicurezza γ = 1.6.
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N/mm2

300
380

Si consideri poi la giacitura di normale la bisettrice r del primo quadrante
del piano individuato dall’asse y e dall’asse principale di minima tensione
normale, orientato concordemente all’asse z. Relativamente alla tensione
tr agente su tale giacitura:

1. Calcolare la componente normale σr e il modulo della componente
tangenziale τr di tr ed individuarne la posizione nel piano di Mohr;

2. Calcolare le componenti trx , try , trz di tr nel sistema Oxyz.

Infine, relativamente allo spazio delle tensioni principali:

1. Disegnare e quotare l’intersezione della superficie di snervamento di
Tresca con il piano deviatorico;

2. Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla parte
sferica σs di σ;

3. Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla parte
deviatorica σd di σ.
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1.8 Esercizio 8

In un punto P di un corpo continuo le componenti del tensore degli
sforzi σ, scritte rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Oxyz, sono rappresentate dalla matrice:

[σ] =




70 −60 0
−60 110 0

0 0 −40


N/mm2.

1. Determinare le direzioni ξ, η, ζ e i valori σξ , ση, σζ principali di
tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di Mohr, ed
individuare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati
sul piano di Mohr;

3. Determinare la tensione tangenziale massima τmax;

4. Relativamente alla tensione tr agente su una giacitura di normale la
bisettrice r del primo quadrante del piano xy :

(a) Calcolare le componenti trx , try , trz di tr nel sistema Oxyz;

(b) Calcolare la componente normale σr e il modulo della componen-
te tangenziale τr di tr ed individuarne la posizione nel piano di
Mohr;

5. Determinare la parte sferica σs e la parte deviatorica σd di σ;

6. Calcolare l’energia elastica distorcente ψd per unità di volume (energia
associata alla parte deviatorica), tenendo conto che l’energia elastica
per unità di volume associata ad un generico tensore degli sforzi σ
vale:

ψ = 1

2E
(trσ)2 − 1+ ν

E
σII, σII = σξση + σζσξ + σησζ ,

assumendo i valori E=21000 N/mm2 del modulo di Young e ν=0.3 del
modulo di Poisson;
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7. Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca e di Huber-von
Mises, supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria metal-
lica, che il diagramma riportato sotto rappresenti il risultato di una
prova di trazione semplice per tale materiale e infine assumendo un
coefficiente di sicurezza γ = 1.6;

N/mm2

300
380

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare l’intersezione delle superfici di snervamento
di Tresca e di Huber-von Mises con il piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla
parte sferica σs di σ;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla
parte deviatorica σd di σ.

1.9 Esercizio 9

Dato il seguente campo di spostamenti:




u = kx2 + 2kyz

v = −2kxy + 2kz2

w = kx2

,

1. Determinare le componenti dei tensori ǫ di deformazione e ω di
rotazione;

2. Specializzare ǫ e ω nel punto (10 cm , 10 cm , 10 cm ), assumendo
k = 1×10−3 m −1;

3. Determinare l’asse e l’entità della rotazione rigida locale.

4. Determinare le direzioni ξ, η, ζ e le dilatazioni ǫξ , ǫη, ǫζ principali;

5. Disegnare in scala le circonferenze di Mohr;

6. Indicare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi coordinati sul
piano di Mohr;

7. Determinare la dilatazione cubica θ;

8. Determinare lo scorrimento massimo γmax.

Inoltre, nell’ipotesi di elasticità lineare ed isotropa, tenendo conto che:

σ = 2G
[
ǫ+ ν

1− 2ν
(tr ǫ)I

]
, G = E

2(1+ ν) ,

ed assumendo :

E = 210 GPa , ν = 0.3,

1. Determinare le componenti del tensore degli sforzi;

2. Determinare le tensioni σξ , ση, σζ principali, tenendo conto che le
direzioni principali di tensione e di deformazione nel caso di elasticità
isotropa coincidono;
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3. Determinare la tensione tangenziale massima τmax;

4. Determinare la parte sferica σs e la parte deviatorica σd di σ.

Infine, relativamente allo spazio delle tensioni principali:

1. Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente alla parte
sferica σs di σ;

2. Determinare il punto sul piano deviatorico corrispondente alla parte
deviatorica σd di σ.
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Capitolo 2
ESERCIZI SULLE SOLLECITAZIONI SEMPLICI

2.1 Esercizio 10

a a

a

δ

T

   a) Disegnare il diagramma delle tensioni tangenziali

   b) Eseguire la verifica nel punto maggiormente sollecitato

Sezione sottile in acciaio

a=90 mm

δ=6 mm

T=250 kN

σa=170 N/mm2

3

2
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2.2 Esercizio 11

M

50cm

20cm

1) Determinare il riferimento principale baricentrico

2) Determinare l'asse neutro della flessione 

3) Disegnare il diagramma delle tensioni normali, individuare
     il punto dove la tensione normale è massima in modulo ed
     infine scrivere la formula che determina la massima 
     tensione normale

60cm

A B

CD
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2.3 Esercizio 12

T

e

e

H

B

2B

a

45o

1) Determinare la posizione del centro di taglio, facendo uso della 

soluzione di Jourawski;

2) Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

3) Verificare la sezione nel caso il profilato sia realizzato con acciaio 

tipo Fe360, e determinare la forza tangenziale massima compati-

bile con la resistenza;

4) Impostare il problema della determinazione del  centro di taglio 

utilizzando la funzione di ingobbamento.

T = 50 KN

H =180 mm

B = 90 mm

a = 8.5 mm

e = 14 mm 
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2.4 Esercizio 13

40 cm

80 cm

40 cm20 cm20 cm

30 cm

10 cm

x

y

C

O

La sezione in figura è soggetta ad uno sforzo normale di compressione 

di 150 kN, applicato in corrispondenza del punto C.

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro 

G, assi principali di inerzia ξ e η  e momenti principali di inerzia J   

e J  );

2) Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di 

inerzia e determinare graficamente la posizione dell'asse neutro;

3) Determinare le intersezioni dell'asse neutro con gli assi principali ξ 

e η (per eseguire il calcolo, occorre determinare le coordinate del 

punto C nel sistema principale, utilizzando le  formule di trasforma-

zione tra le coordinate nel sistema Oxy e in quello Gξη);

4) Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

5) Calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

6) Verificare la sezione, supponendo una resistenza di 10 kN/mm   a 

compressione e di 5 kN/mm   a trazione.

ξ

η

2

2
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2.5 Esercizio 14

La sezione sottile di figura è soggetta ad uno sforzo normale di trazione di 100 kN, applicato in 

corrispondenza del punto C:

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro G, assi principali di 

inerzia ξ e η  e momenti principali di inerzia J   e J  );

2) Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di iner-

zia;

3) Determinare la posizione dell'asse neutro, disegnare il diagramma delle tensioni normali e 

calcolare le tensioni massime a trazione e compressione;

Data una mensola avente la sezione di figura e caricata all'estremità da una forza normale di tra-

zione ancora di 100 kN ed applicata nel punto C:

4) Calcolare, mettendo in conto la deformabilità assiale della mensola, l'energia elastica di 

deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto C e la rotazione della sezione di estre-

mità della mensola, assumendo il valore E=210 000 N/mm   del modulo di Young.

ξ η

120 

x

y

O

60

7

9 

9 

60

C

misure in mm

3 m
100 kN

C

2

111
x

x

y   

y   

O

7

9 

9 

56.5 

56.5 

464.419

108.217

C

misure in mm

Scala:

1 cm ≡ 50 cm4

ξη

393.040

Jx

Jxy

36.838

159.453

48◦.23

A = 17.94 cm2




Jx = 393.040 cm4

Jy = 108.217 cm4

Jxy = −159.453 cm4



Jξ = 464.419 cm4

Jη = 36.838 cm4



ρξ = 50.88 mm

ρη = 14.33 mm




2αξ = 48◦.23

αξ = 24◦.12
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C

+

−

Scala:

1 cm ≡ 2 cm

G

A

ξ

ηn

n

s r

x

y   

50.88 mm

14.33
m

m

24◦.12

250.61 N/mm2

139.13 N/mm2

N/mm255.74

ϕ

9.06
m

m
51.10

m
m

Versori principali:



eξ = (cosαξ)ex + (sinαξ)ey

eη = −(sinαξ)ex + (cosαξ)ey
(cosαξ = 0.9127, sinαξ = 0.4086)

Coordinate del centro di trazione C:


xC = 0

yC = 55.5 mm
⇒



ξC = yC sinαξ = 22.68 mm

ηC = yC cosαξ = 50.66 mm

Coordinate del punto A:


xA = 0

yA = −55.5 mm
⇒



ξA = yA sinαξ − 22.68 mm

ηA = yA cosαξ = −50.66 mm

Intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di inerzia:


ξ = −ρ2

η/ξC = −9.06 mm

η = −ρ2
ξ/ηC = −51.10 mm

Inclinazione dell’asse neutro (angolo minore di 90◦):

ξ̂n = tan−1 η

ξ
= 79◦.95 ⇒



x̂n = 55◦.84

ŷn = 34◦.16

Momento di inerzia rispetto all’asse r baricentrico e parallelo all’asse
neutro (distanze valutate nella direzione dell’asse di sollecitazione y ):

Jr =
Jξ cos2 ξ̂n+ Jη sin2 ξ̂n

sin2 ŷn
= 158.094 cm4

Momento flettente:

M = NyCex = (5550.0 Nm)ex ⇒



Mξ = NηC = 5065.6 Nm

Mη = −NξC = −2267.6 Nm

oppure:



Mξ = M ·eξ = NyC cosαξ = 5065.6 Nm

Mη = M ·eη = −NyC sinαξ = −2267.6 Nm

Massima tensione normale di trazione (punto C):

σC =
N

A
+ |M|
Jn
yC =

N

A
+
Mξ
Jξ
ηC −

Mη
Jη
ξC

= (55.74+ 55.26+ 139.61)N/mm2 = 250.61 N/mm2

Massima tensione normale di compressione (punto A):

σA =
N

A
+ |M|
Jn
yA =

N

A
+
Mξ
Jξ
ηA −

Mη
Jη
ξA

= (55.74− 55.26− 139.61)N/mm2 = −139.13 N/mm2
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Energia elastica di deformazione:

Ld =
1

2

(
N2

EA
+ |M|

2

EJn

)
ℓ = 1

2


N2

EA
+
M2
ξ

EJξ
+
M2
η

EJη


 ℓ

= 1

2
(26.54+26.31+66.47)N × 3.00 m = 178.98 J

Spostamento orrizzontale wC del punto C (teorema di Clapeyron):

Ld =
1

2
NwC ⇒ wC = 0.0036 m = 3.6 mm

Rotazione ϕ della sezione di estremità (attorno all’asse neutro):

|ϕ| = |M|ℓ
EJn cos x̂n

=

√√√√
(
Mξℓ

EJξ

)2

+
(
Mηℓ

EJη

)2

=
√
(0.0156)2 + (0.0879)2 rad = 0.089 rad = 5◦.12

2.6 Esercizio 15

T

s

sL

L

b

T = 40 KN

L = 90 mm

s = 9 mm

b = 20 mm

 

Data la sezione sottile a L, a lati uguali, di figura:

1) Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

2) Disegnare l'ellisse centrale di inerzia e determinare l'asse neutro della fles-

sione associata a T;

3) Utilizzando l'asse neutro della flessione associata a T, disegnare il dia-

gramma qualitativo complessivo delle tensioni tangenziali dovute al taglio 

passante per il centro di taglio.

misure in mm

22.5

22.5
C

C ≡ centro di taglio

asse neutro

asse di sollecitazione

ξ

η

β

36.74

18.37

60

36

45◦

G

β−45◦ = −30◦.96

30◦.96

x

y
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G

T



xG = 22.5 mm

yG = 22.5 mm




Jξ = 2

(
1

2

sL3

12

)
= 546 750 mm4

Jη = 2

(
1

2

sL3

3

)
= 2 187 000 mm4

tan(β) tan(−π/4) = −Jξ/Jη = −1/4

⇒ β = 14◦.04 ⇒ β− 45◦ = −30◦.96

Intersezioni dell’asse neutro con l’asse x e con l’asse y :



x = xG +yG tan(π/4+ β) = 60 mm

y = yG + xG tan(π/4− β) = 36 mm

T/
√

2

L/4
√

2

A

τ1

τ1

ξ

η

G



S1
ξ = s

L

2

L

4
√

2
= 6 443.5 mm3

τ1 =
TS1

ξ√
2Jξs

= 37.04 N/mm2

T/
√

2

L/2
√

2

τ2

τ2

ξ

η

A G




S2
η = sL

L

2
√

2
= 25 774 mm3

τ2 =
TS2

η√
2Jηs

= 37.04 N/mm2

Tb

τ3

τ3

ξ

η

G

C




Jt =
2

3
Ls3 = 43 740 mm4

τ3 =
Tb

Jt
s = 164.61 N/mm2
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2.7 Esercizio 16

ν = 0.3

Una mensola di sezione rettangolare sottile chiusa è soggetta, nella sezione di estremità, ad un 

taglio T verticale e ad uno sforzo normale N di trazione applicati in corrispondenza del punto C:

1) Disegnare i diagrammi quotati delle caratteristiche della sollecitazione;

2) Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e tangenziali relativi alla sezione di 

incastro della mensola;

3) Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Huber-von Mises;

4) Determinare, nel punto A della sezione di incastro, la matrice delle componenti del tensore 

degli sforzi, la sua rappresentazione grafica tramite le circonferenze di Mohr e le direzioni 

e componenti principali di sforzo;

4) Calcolare, trascurando la deformabilità assiale e tagliante della mensola, lo spostamento del 

baricentro e la rotazione della sezione di estremità della mensola;

5) Calcolare l'energia elastica di deformazione, sempre trascurando la deformabilità assiale e 

tagliante della mensola.

L

2L

L = 120 mm

N = 10 kN

T = 20 kN

e

e = 1 m

s = 10  mm

s

x

x

y

y

z

O

C

A

C

T

T

N

ℓ

ℓ = 1.5 m

Ε = 200 kN/mm2

σ     = 160 N/mm adm 
2

C
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2.8 Esercizio 17

La sezione in figura, le cui misure sono riportate in mm, è soggetta ad 

un momento flettente di 10 kNm, di asse momento orrizzontale, e ad uno 

sforzo di taglio verticale di 5 kN, agente secondo l'estradosso dell'anima.

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana, compresi i 

moduli di resistenza;

2) Determinare la posizione del centro di taglio;

2) Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e tangenziali;

3) Determinare, in corrispondenza del punto A, la matrice delle com-

ponenti del tensore degli sforzi, la sua rappresentazione grafica tra-

mite le circonferenze di Mohr, le direzioni e componenti principali 

di sforzo, ed infine il valore della tensione ideale.

 

A

T = 5 kN

M = 10 kN m

180

70

11

11

35

8

2.9 Esercizio 18

40 cm

60 cm

20 cm 20 cm20 cm

x

y

B

A

C

DE

O

Data la sezione riportata in figura, soggetta ad un momento flettente di 

400 kN m, di asse momento orrizzontale: 

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro, 

assi principali di inerzia e momenti principali di inerzia);

2) Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l'ellisse centrale di 

inerzia, e determinare graficamente la posizione dell'asse neutro;

3) Calcolare l'inclinazione dell'asse neutro rispetto al riferimento  prin-

cipale;

4) Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

5) Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando 

la formula binomia;

6) Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando 

la formula monomia.

400 kN m

O1
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2.10 Esercizio 19

O x

y

C

80 cm

35 cm 25 cm 20 cm

45 cm

15 cm

30 cm

La sezione di figura è soggetta ad una forza normale di compressione di
300 kN, applicato in corrispondenza del punto C:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia ξ e η e momenti principali di inerzia Jξ e
Jη);

2. Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e
l’ellisse centrale di inerzia;

3. Determinare la posizione dell’asse neutro, disegnare il diagramma
delle tensioni normali e calcolare le tensioni massime a trazione e
compressione.
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C

4 m

300 kN

Data la mensola di figura, avente la sezione riportata più sopra e caricata
da una forza normale di compressione ancora di 300 kN ed applicata nel
punto C calcolare, mettendo in conto la deformabilità assiale della trave,
l’energia elastica di deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto
C e la rotazione della sezione di estremità della mensola, assumendo il
valore E=20000 N/mm2 del modulo di Young.
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2.11 Esercizio 20

A B

C D

50 cm

30 cm 20 cm

La sezione in figura è soggetta ad una forza normale di compressione di
200 kN , applicato in corrispondenza del punto C.

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia ξ e η e momenti principali di inerzia Jξ e
Jη);

2. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l’ellisse centrale di
inerzia e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

4. Calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

5. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali ξ e
η (per eseguire il calcolo, occorre determinare le coordinate del punto
C nel sistema principale, utilizzando le formule di trasformazione tra
le coordinate nel sistema Gxy e quelle nel sistema Gξη);

6. Determinare l’inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con
l’asse di sollecitazione;

7. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia.
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2.12 Esercizio 21

B

H

a

H

2

e

e

T45◦

A

T = 50 kN
B = 100 mm
H = 165 mm
a = 8 mm
e = 15 mm

acciaio Fe430:
σadm = 190 N/mm2

Data la sezione a I di figura, soggetta ad un taglio T :

1. Tracciare i diagrammi quotati delle tensioni tangenziali;

2. Determinare, in corrispondenza del punto A, la matrice delle
componenti del tensore degli sforzi;

3. Rappresentare graficamente gli sforzi nel punto A tramite le circonfe-
renze di Mohr e determinare le direzioni e le componenti principali di
sforzo;

4. Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Tresca;

5. Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di Huber-von
Mises;

6. Determinare l’asse neutro della flessione associata al taglio T ;

7. Disegnare il diagramma qualitativo complessivo delle tensioni tan-
genziali dovute al taglio utilizzando la formula di Jourawski
monomia.
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2.13 Esercizio 22

O

x

y

120

9

60

87

misure in mm

25 kN

Data la sezione sottile a L di figura:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana, concentran-
do lo spessore sulla linea media (baricentro G, assi principali di inerzia
ξ e η e momenti principali di inerzia Jξ e Jη);

2. Disegnare in scala, precisando le scale, la circonferenza di Mohr e
l’ellisse centrale di inerzia;

3. Tracciare il diagramma quotato delle tensioni tangenziali dovute al
momento torcente;

4. Tracciare i diagrammi qualitativi delle tensioni tangenziali dovute alle
componenti del taglio rispetto agli assi principali di inerzia;

5. Mettendo in conto la sola torsione, eseguire la verifica di resistenza
utilizzando il criterio di Huber-von Mises, adottando una tensione di
snervamento σadm = 190 N/mm2 (acciaio Fe430);

6. Utilizzando l’asse neutro della flessione associata al taglio, traccia-
re il diagramma qualitativo delle tensioni tangenziali dovute al taglio
complessivo;

7. Quotare i diagrammi relativi ai punti 4 e 6.
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2.14 Esercizio 23

120

9

60

7

misure in mm

2 kNm

Data la sezione sottile riportata in figura, soggetta ad un momento
flettente di 2 kNm , di asse momento orizzontale:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro,
assi principali di inerzia e momenti principali di inerzia);

2. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l’ellisse centrale di
inerzia, e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

4. Impostare il calcolo della tensione normale massima a compressione;

5. Calcolare l’inclinazione dell’asse neutro rispetto al riferimento
principale;

6. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula binomia;

7. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia;

8. Calcolare la curvatura flessionale (rotazione relativa per unità di linea)
associata al momento flettente, supponenendo che il modulo di Young
valga 2.1×105 N/mm2 .
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2.15 Esercizio 24

CA

10 kN
N = 50 kN

misure in mm

190

75

209

13

42

Data la sezione di figura, soggetta ad uno sforzo normale eccentri-
co di trazione in corrispondenza del punto C e ad uno sforzo di taglio
orizzontale agente lungo l’asse di simmetria:

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana;

2. Disegnare in scala l’ellisse centrale di inerzia e determinare
qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare i diagrammi qualitativi delle tensioni normali e delle
tensioni tangenziali;

4. Calcolare la tensione normale e la tensione tangenziale in
corrispondenza del punto A;

5. Determinare, in corrispondenza del punto A:

(a) La matrice delle componenti del tensore degli sforzi e la sua
rappresentazione grafica tramite le circonferenze di Mohr;

(b) Le direzioni e le componenti principali di sforzo;

(c) Il valore della tensione ideale utilizzando sia il criterio di Tresca
che il criterio di Huber–von Mises;

6. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di
inerzia;

7. Determinare l’inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con
l’asse di sollecitazione;

8. Calcolare la tensione normale nel punto A utilizzando la formula
monomia.
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2.16 Esercizio 25

B

C

60 cm

T = 1000 kN

N = −500 kN

La sezione illustrata, in forma di un esagono regolare, è soggetta ad uno
sforzo normale N di compressione di 500 kN agente nel punto C di mez-
zeria di un lato e di uno sforzo di taglio T verticale di 1000 kN la cui retta
d’azione passa per due vertici dell’esagono:

1. Determinare i raggi di inerzia della sezione e disegnare l’ellisse
centrale di inerzia;

2. Individuare l’asse neutro dello sforzo normale eccentrico e disegnare
il diagramma delle tensioni nomali;

3. Calcolare le tensioni normali σC e σB agenti rispettivamente nel centro
di pressione C e nel punto B;

4. Calcolare la tensione tangenziale nel punto C utilizzando la formu-
la di Jourawski e assumendo, nello spirito delle sezioni compatte
simmetriche, una corda orizzontale;

5. Scrivere le componenti del tensore degli sforzi nel punto C;
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6. Disegnare le circonferenze di Mohr relative alla tensione nel punto
C indicando i punti rappresentativi degli assi coordinati e degli assi
principali di tensione;

7. Calcolare i valori principali di tensione e la posizione dei relativi assi
principali;

8. Valutare la tensione tangenziale massima ;

9. Calcolare i raggi di nocciolo e disegnare il nocciolo centrale di inerzia;

10. Calcolare la tensione normale σC nel centro di pressione C usando la
formula monomia;

11. Relativamente al solo sforzo normale eccentrico, discutere il caso in
cui la sezione non è resistente a trazione;

12. Calcolare la tensione tangenziale nel punto C utilizzando la formula
di Jourawski e assumendo una corda baricentrica.
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2.17 Esercizio 26

O x

y

C

70 cm

15 cm 20 cm 35 cm

80 cm

20 cm

60 cm

La sezione in figura è soggetta ad uno sforzo normale di compressione
di 200 kN , applicato in corrispondenza del punto C.

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro
G, assi principali di inerzia ξ e η e momenti principali di inerzia Jξ e
Jη);

2. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l’ellisse centrale di
inerzia e determinare qualitativamente la posizione dell’asse neutro;

3. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

4. Calcolare la tensione normale massima a compressione;

5. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali ξ e
η

6. Determinare l’inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con
l’asse di sollecitazione;

7. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia.
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2.18 Esercizio 27

C

2B 2B

2B

2B

B

B

x

Data la sezione a croce di figura soggetta ad una forza normale
eccentrica nel punto C:

1. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse x;

2. Calcolare il raggio d’inerzia rispetto all’asse x e disegnare l’ellisse
centrale di inerzia;

3. Disegnare l’asse di sollecitazione, l’asse neutro della flessione associa-
ta alla forza normale eccentrica (quotando la sua inclinazione) e l’asse
neutro della forza normale eccentrica (quotando la sua intersesezione
con l’asse di sollecitazione);

4. Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali nell’ipotesi
di forza normale di compressione (N < 0);

5. Valutare il momento statico rispetto all’asse neutro (della forza
normale eccentrica) e calcolare la massima tensione di compressione.
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2.19 Esercizio 28

A

120 mm

1
2

 m
m

200 kN 1
2
0
 m

m

6 m
m

6 m
m

Sezione sottile chiusa triangolare soggetta ad un taglio.

1. Posizionare il baricentro e disegnare gli assi principali di inerzia;

2. Indicare l’asse di sollecitazione e l’asse neutro della flessione associata
al taglio;

3. Scomporre la soluzione nella somma di due problemi;

4. Calcolare le tensioni tangenziali per il solo problema del momen-
to torcente, utilizzando la nota proprietà del flusso delle tensio-
ni tangenziali e l’equivalenza statica tra le tensioni e il momento
torcente;

5. Calcolare le tensioni tangenziali per il solo problema del momento
torcente, utilizzando la formula di Bredt.
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2.20 Esercizio 29

30 cm

6
0

 c
m

3
0

 c
m

x

y

1000 kN

10 cm

A

B

Data la sezione compatta simmetrica di Figura, soggetta ad un taglio
simmetrico:

1. Indicare il baricentro, gli assi principali di inerzia e infine gli assi di
sollecitazione e neutro della flessione associata al taglio;

2. Calcolare il momento di inerzia rispetto all’asse neutro;

3. Calcolare la tensione tangenziale totale nel punto B.
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2.21 Esercizio 30

x

y

200 kN m

30 cm

4
0

cm

Data la sezione piena di figura, composta da un triangolo e un semicer-
chio, soggetta ad un momento flettente di 200 kN m con asse momento
avente la direzione dell’asse x e verso opposto, determinare:

1. Il baricentro G;

2. Gli assi principali di inerzia ξ e η, i momenti principali di inerzia Jξ e
Jη e i raggi principali di inerzia ρξ e ρη;

3. Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l’ellisse centrale di
inerzia.

4. Calcolare l’inclinazione dell’asse neutro rispetto all’asse x e disegnare
il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

5. Calcolare la tensione normale massima a trazione utilizzando la
formula binomia

6. Calcolare la tensione normale massima a trazione utilizzando la
formula monomia.
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2.22 Esercizio 31

A B

C D

C

4
0

cm

20 cm 20 cm 20 cm

2
0

cm

3 cm

La sezione assialsimmetrica di figura è soggetta ad una forza normale di
compressione di 500 kN , applicata in corrispondenza del punto C.

1. Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (area, bari-
centro, assi principali di inerzia, momenti principali di inerzia e raggi
di inerzia) e disegnare in scala l’ellisse centrale di inerzia;

2. Disegnare qualitativamente l’asse neutro e il diagramma delle tensioni
normali;

3. Determinare il nocciolo centrale di inerzia;

4. Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula di Navier;

5. Determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali.
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Capitolo 3
ESERCIZI SUI CENTRI ASSOLUTI E RELATIVI

3.1 Esercizio 32

A

q

ℓ ℓ

B

C

E

D

ℓ

 Determinare il momento flettente in B utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi rigidi;
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Cinematica rigida infinitesima per il calcolo del momento flettente in B 3.2 Esercizio 33

Determinare la forza normale nel pendolo DE utilizzando il prin-

cipio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.

A

ℓ ℓ ℓ

ℓ

BC

E

EA

D
45 M
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Cinematica rigida infinitesima per il calcolo della forza normale nel

pendolo DE

I

I

II

II

(1)

(1,2)

(2)

M

1
√ 5

ℓ

2
√ 5

ℓ

ϕ

ϕ

NDE

NDE

Lve =Mϕ−NDE
2√
5
ϕℓ −NDE

1√
5
ϕℓ

Lve = 0 ⇒ NDE =
√

5

3

M
ℓ
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Capitolo 4
ESERCIZI SU SISTEMI DI TRAVI ISOSTATICI

4.1 Esercizio 34

q

a) Verificare l'isostaticità della struttura

b) Definire la curva delle pressioni

c) Determinare le reazioni interne ed esterne

d) Tracciare il diagramma del momento flettente

Verifica dell’isostaticità

I

II

III

(1)

(3)

(1,3)

(1,2)

(2,3)
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Curva delle pressioni

qA

B

C

D

EF

tratto ED

tratto CDtratto ABC

tratto EF

tratto CF

Reazioni interne ed esterne e diagramma del momento flettente

3

8
ql

ql

5

8
ql

5

16
ql

5

8
ql

5

8
ql

5

16
ql

5

16
ql

5

16

3

8
ql

2
1

2
ql

2

3

4
ql

2

5

8
ql

2

5

8
ql

2

5

8
ql

2

ql
2

5

16
ql

2
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4.2 Esercizio 35

q

   a) Verificare l'isostaticità della struttura;

   b) Definire la curva delle pressioni;

   c) Determinare le reazioni interne ed esterne;

   d) Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa in 

corrispondenza della cerniera B utilizzando il principio dei lavori virtuali, 

e disegnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono 

nel calcolo.

A

B
C

D

Verifica dell’isostaticità e reazioni interne ed esterne

C

I II

(1,2)

(1)

(2)

(2)

ql

1

2
ql

ql

1

2
ql

ql

1

2
ql

1

2
ql

ql

risultante del carico distribuito

ql

1

2
ql

ql

ql
2
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Curva delle pressioni

q

A

B

C

D

E

tratto EC

tratto CD

tratto AE

retta d'azione della 
risultante del carico distribuito

retta d'azione della
reazione del carrello

retta d'azione della
reazione del carrello

Diagramma del momento flettente

ql
2

3

2
ql

2

ql
2

ql
2

1

2
ql

2
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Schema delle forze per il calcolo della rotazione relativa nella cerniera B

1

1

1

1/

1/ 1/

1/

1

1

1

4.3 Esercizio 36

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare la curva delle pressioni;

3) Determinare graficamente le reazioni vincolari e quantificarle;

4) Tracciare il diagramma dei momenti facendo uso dei punti di nullo e quo-

tarlo;

5) Tracciare i diagrammi quotati del taglio e dello sforzo normale;

6) Determinare il momento in corrispondenza dell'incastro utilizzando il 

principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7) Impostare il calcolo dello spostamento del carrello facendo uso del princi-

pio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando e quotando i 

diagrammi dei momenti flettenti che intervengono nel calcolo.

q

A

BC

D E

F

G H I

JK
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Verifica dell’isostaticità e curva delle pressioni Diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione
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Momento in corrispondenza dell’incastro e schema delle forze per il

calcolo dello spostamento del carrello

4.4 Esercizio 37

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei 

vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Determinare lo sforzo normale in F utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Determinare lo spostamento relativo (dovuto alla deformazione 

della struttura) in corrispondenza del doppio pendolo in F facendo 

uso del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, 

nell'ipotesi che il pendolo CE sia indeformabile assialmente, diseg-

nando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecita-

zione che intervengono nel calcolo.

A

q

ℓ ℓ ℓ ℓ

BC

E

DF

2ℓ

45◦45◦
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Verifica dell’isostaticità

BC

E

DF

I

II

III

(1)

(1,2)
(1,2)

(3)

(2,3)

A

(1,2) appartiene alla retta CE

(1,2) coincide con il punto
improprio della retta AB



⇒ I e II non subiscono moti relativi

⇒ (1,3) ≡ (2,3) e (1) ≡ (2)

⇒ (1), (1,3), (3) non sono allineati

⇒ gradi di labilità = 0

gradi di libertà = 3× 3 = 9

gradi di vincolo = (2+ 2)
vincoli esterni

+ (1+ 2+ 2)
vincoli interni

= 9


⇒ gradi di iperstaticità = 0

Curva delle pressioni e poligoni delle forze

A BC x
x

E

DF

ℓ

tratto DB

tratto CF

tratto AC

tratto FD

tratto CED
retta d’azione del
carico distribuito

retta d’azione della
risultante in D
(agente sul tratto DF )

equilibrio tratto ACF

equilibrio tratto FD�

equilibrio globale

ℓ

2

ℓ

2
ℓ

4

3

4
ℓ

5

2
ℓ

5x x+ =ℓ

qℓ
5

6
qℓ

5

6
qℓ

2

3
qℓ

qℓ

6

qℓ

6

qℓ

6
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Reazioni interne ed esterne e diagramma del momento

A

B

C

C

E

E

D

F

F

A

q

B

C

E

D

F

ℓ

4

ℓ

ℓ

4

5

6
qℓ

5

6
qℓ

5

6
qℓ

2

3
qℓ

2

3
qℓ

√
2

6
qℓ

√
2

6
qℓ

qℓ2

6

qℓ2

6

qℓ2

3

5

6
qℓ2

qℓ

6

qℓ

6

qℓ

6

qℓ

6

qℓ

6

M

Diagrammi del taglio e della forza normale

A

B

C

E

D

F

A BC

E

DF

qℓ
5

6
qℓ

qℓ

6

qℓ

6

5

6
qℓ

5

6
qℓ

√
2

6
qℓ

2

3
qℓ

qℓ

6

T
+

+

−
−

N  

+

−−
−

−
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Calcolo della forza normale in F

A BC

E

D

F 3

2
ϕℓ

ϕℓ

I II

II

II

III

(1)

(2)

(2)

(2)

(3)
(1,2)

(2,3)

(1,3)

NF

3

2
ℓ

3

2
ℓ

ϕ

ϕ

ϕ

η

δ

−(NF )(
3

2
ϕℓ)− (qℓ)(ϕℓ) = 0 ⇒ NF = −

2

3
qℓ

Calcolo dello spostamento relativo in F

1

1

A BC

E

D

F

z1

z2 z3

2ℓ

ϕ

η

δ

Le = ηFD − ηFC

Li =
∫ 2ℓ

0
(z1)(

qℓ

6
z1)
dz1

EJ
−
∫ ℓ

0
(z2)(

qℓ2

6
)
dz2

EJ

−
∫ ℓ

0
(ℓ + z3)(

qℓ2

6
− qz

2
3

2
)
dz3

EJ

=
(

4

9
− 1

12
− 1

6
+ 1

6
− 1

12
+ 1

8

)
qℓ4

EJ
= 29

72

qℓ4

EJ
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4.5 Esercizio 38

q

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei 

vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Determinare lo sforzo di taglio in I utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Determinare lo spostamento relativo (dovuto alla deformazione 

della struttura) in corrispondenza del doppio pendolo in I facendo 

uso del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnan-

do e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione 

che intervengono nel calcolo.

A

G H

I

JK
B

C

D E F

Curva delle pressioni

A

B

C

D
E F

G
H

I

JK tratto FKJIH

tratto ABCDE

Nel tratto EF la curva delle pressioni degenera in un fascio di rette verticali

Risultante di tutto

il carico distribuito

Risultante del carico

distribuito nel tratto FG

Risultante del

carrello in H

Risultante del carico

distribuito nel tratto EF

tratto GH

tratto FG

q
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4.6 Esercizio 39

A

q

ℓ ℓ

ℓ/2

BC

E

F

D

ℓ

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Determinare il taglio in F utilizzando il principio dei lavori vir-

tuali per i corpi rigidi;

5) Calcolare lo spostamento del nodo A utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Calcolare l'energia elastica di deformazione.

Curva delle pressioni e reazioni esterne ed interne
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Diagramma del momento Diagrammi del taglio e della forza normale
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Calcolo del taglio in F
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Calcolo dello spostamento di A
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4.7 Esercizio 40

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico ripartito 

costante sul montante di sinistra:

1) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

3) Disegnare la curva delle pressioni;

4) Determinare il taglio in C utilizzando il principio dei lavori vir-

tuali per i corpi rigidi;

5) Impostare il calcolo della rotazione relativa in C utilizzando il 

principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando i dia-

grammi necessari a tal fine.

A

q

B

D

G

C

L

E F

ℓ

ℓ

ℓℓℓ

Curva delle pressioni e poligoni delle forze

Risultante carico in DG

Risultante carico in DE

Risultante carico in GE

Curva pressioni tratto AE
(equilibrio globale)

Curva pressioni tratto BFCLG
(equilibrio tratto BFC) Curva pressioni tratto EB

(equilibrio tratto AEB)

Curva pressioni tratto EDG

A B

CD

E F

G L

ℓ/2

2

3
ℓ

ℓ/3

RB = qℓ

RB = qℓ

RA =
√
5qℓ

2qℓ

qℓ

Equilibrio globale Equilibrio nodo B

RBF = 2
√
2qℓ

RCL = 2
√
2qℓ

RBE =
√
5qℓ

RD = qℓ

Equilibrio tratto DGLC

q

Reazione in E agente sul tratto ED
(equilibrio tratti ED e EDGLC)

Reazione in B

Reazione in D
(equilibrio tratto DGLC)
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Reazioni interne ed esterne e diagramma della forza normale

A

B

B

C

C

D

D

E

F

G Lq

q

5

2
q 2

5

2
q 2

q 

q 

q 

q 

q 

q 

q 

q q 

q q 

2q 

2q 

+

+

+

 

 

N

2q 

q 

q q 

q 

Diagrammi del momento e del taglio

T
+

+

+

−

−

−

2qℓ

qℓ

qℓ

qℓ

qℓ

qℓ

qℓ

M

3qℓ2

3qℓ2

3qℓ2

qℓ2 qℓ2

qℓ2

qℓ2

qℓ2

2qℓ2

ℓ
ℓ

ℓ

5

2
qℓ2
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Calcolo del taglio in C

q

ℓ

ℓ

ℓℓℓ

IIII

II δδ

TC

TC

−TCδ + qℓδ = 0 ⇒ TC = qℓ

(3) deve coincidere con A
(3) deve appartenere alla verticale per B

}

⇒ (3) non esiste

(2) ≡ (1,2) ⇒ (1) non esiste

(1)

(2) (3)

(3)

(1,2)

Schema per il calcolo del taglio in C

Calcolo della rotazione relativa in C

A B

D

G

C

L

E F

1

1

1

Schema delle forze
per il calcolo della
rotazione relativa in C

1

1

11

1

M

1/ℓ

1/ℓ

1/ℓ

1/ℓ1/ℓ

1/ℓ
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4.8 Esercizio 41

D

A

q

ℓ ℓ

ℓ/2

B C

E

F ℓ

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Determinare il momento flettente in D utilizzando il principio 

dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

5) Calcolare lo rotazione del nodo D utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi deformabili.
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4.9 Esercizio 42

D

A

q

ℓ ℓ

ℓ/4

ℓ/2

B C

E
G F

ℓ

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Determinare il momento flettente in F utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi rigidi;

6) Calcolare la rotazione del nodo F utilizzando il principio dei lav-

ori virtuali per i corpi deformabili.

Curva delle pressioni e poligoni delle forze
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Reazioni esterne ed interne
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Diagrammi del momento, del taglio e della forza normale Calcolo del momento flettente in F
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Calcolo della rotazione del nodo F
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4.10 Esercizio 43

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia con-

centrata in corrispondenza del nodo rigido C:

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare lo spostamento orizzontale dei punti della travata GE 

utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Determinare il taglio in G utilizzando il principio dei lavori vir-

tuali per i corpi rigidi;

7) Determinare la rotazione del nodo C considerando la struttura 

caricata da una forza orrizzontale P nel nodo E, in luogo della cop-

pia;

8) Disegnare la deformata elastica della struttura (limitarsi a dise-

gnare la deformata elastica a meno della sovrapposizione di moti ri-

gidi e dire quali moti rigidi occorre sovrapporre per rispettare la con-

gruenza dei vincoli).

A B

D G

C

E

F

ℓ

ℓ ℓ/2 ℓ/2

M
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4.11 Esercizio 44

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una forza orrizzon-

tale      in corrispondenza del nodo E:

1) Verificare l'isostaticità della struttura;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio 

e dello sforzo normale;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare la rotazione del nodo C utilizzando il principio dei 

lavori virtuali per i corpi deformabili;

6) Determinare il taglio in G utilizzando il principio dei lavori vir-

tuali per i corpi rigidi;

7) Determinare lo spostamento orrizzontale dei punti della travata 

GE considerando la struttura caricata da una coppia concentrata      in 

corrispondenza del nodo rigido C, in luogo del carico concentrato;

8) Disegnare la deformata elastica della struttura (limitarsi a dise-

gnare la deformata elastica a meno della sovrapposizione di moti 

rigidi e dire quali moti rigidi occorre sovrapporre per rispettare la 

congruenza dei vincoli).

A B

D G

C

E

F

ℓ

ℓ ℓ/2 ℓ/2

P

P

M
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4.12 Esercizio 45

ℓ ℓ ℓ

ℓ

qA B

C D

E

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Determinare lo sforzo normale nel pendolo BE utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Determinare la rotazione del pendolo BE (dovuta alla deformazione
della struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i cor-
pi deformabili, nell’ipotesi che il pendolo BE sia indeformabile assial-
mente, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione che intervengono nel calcolo.
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4.13 Esercizio 46

ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ

q

A B CD

E F

G
H

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Determinare lo sforzo normale nel tratto BE utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Determinare lo spostamento relativo in corrispondenza del doppio
pendolo G (dovuto alla deformazione della struttura) facendo uso
del principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili, disegnando
e quotando i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione che
intervengono nel calcolo.
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4.14 Esercizio 47

A

B C

D

E F G

ℓ

ℓ ℓ ℓ

q

1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Determinare la rotazione relativa in B (dovuta alla deformazione della
struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i corpi defor-
mabili, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione che intervengono nel calcolo;

4. Verificare l’isostaticità della struttura;

5. Determinare la curva delle pressioni;

6. Determinare il taglio nel tratto CG utilizzando il principio dei lavori
virtuali per i corpi rigidi;

7. Disegnare la deformata della struttura (limitarsi a disegnare la defor-
mata delle due parti separatamente a meno di un moto rigido e scri-
vere le equazioni che permettono di determinare i due moti rigidi che
ripristano la congruenza).
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4.15 Esercizio 48

A B

C

R

ξ̄

h

+∆t
−∆t

Dato l’arco circolare in figura, soggetto ad una distorsione termica nel
tratto CB e ad un cedimento vincolare anelastico in B, calcolare la rotazio-
ne relativa in corrispondenza della cerniera C utilizzando il principio dei
lavori virtuali.
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4.16 Esercizio 49

A B

C D E

F

G

H

ℓ

ℓ

2ℓ

ℓ ℓ 2ℓ

M

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia concentrata
in corrispondenza della sezione G:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento orizzontale rela-
tivo nella sezione H utilizzando il principio dei lavori virtuali, e dise-
gnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono
nel calcolo;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il taglio in H utilizzando il principio dei lavori virtuali per
i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento orizzontale relativo
nella sezione H;

8. Determinare la rotazione della sezione G considerando la struttura
caricata da due forze orrizzontali P in H, in luogo della coppia in G.
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4.17 Esercizio 50

A

B C
D

ℓ ℓ ℓ

q q

q
qℓ

Data la trave di figura:

1. Analizzare cinematicamente la struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Calcolare lo spostamento verticale del nodo C utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

5. Determinare il momento flettente in A utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Disegnare la curva delle pressioni;

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

7. Calcolare la rotazione in B utilizzando il metodo cinematico;

8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Risolvere la struttura, per la sola parte flessionale, col metodo delle
rigidezze.
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4.18 Esercizio 51

A B

CD E

F

ℓ ℓ

ℓ

M

45◦

1. Analizzare cinematicamente la struttura;

2. Determinare le reazioni interne ed esterne;

3. Disegnare i diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione;

4. Calcolare lo spostamento verticale del punto D utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i sistemi di travi deformabili;

5. Calcolare la reazione orrizzontale del doppio pendolo in C utilizzando
il principio dei lavori virtuali per i sistemi di travi rigide;

6. Calcolare lo spostamento orrizzontale del punto E e la rotazione della
sezione C con il metodo cinematico;

7. Disegnare la deformata elastica della struttura;

8. Curva delle pressioni;

9. Calcolare l’energia elastica di deformazione;

10. Calcolare l’energia potenziale totale in corrispondenza della soluzio-
ne.
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4.19 Esercizio 52

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ

G F E

DCB

A

q

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Disegnare la curva delle pressioni;

3. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

5. Determinare la forza normale nel pendolo BE utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

6. Determinare la rotazione del pendolo BE (dovuto alla deformazione
della struttura) facendo uso del principio dei lavori virtuali per i cor-
pi deformabili nell’ipotesi che il pendolo BE sia deformabile assial-
mente, disegnando e quotando i diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione che intervengono nel calcolo.

Verifica dell’isostaticità e curva delle pressioni

A

B C D

F
E

q

ℓqℓ

qℓ

A

B

EFG

CDE

BC

AB

C D

FG E

BE

G

(2), (3) e (2,3) non sono allineati ⇒ gradi di labilita = 0

gradi di liberta = 3 x 3 = 9

gradi di vincolo = (3 + 2)
vincoli esterni

+ (2 + 1 + 1)
vincoli interni

= 9







⇒ gradi di iperstaticita = 0

√
5

2
qℓ

qℓ/2

ℓ/2

Equilibrio del tratto ABCDEF

I II

III

(2)

(3)

(2, 3)
(2, 3)

(2, 3)
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Reazioni interne ed esterne e poligoni delle forze

B

F FG

D

E

C

A

qℓ

√
5

2
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√
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√
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qℓ

qℓ/2

qℓ/2

3

2
qℓ

3

2
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3

2
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√
2qℓ

√
2qℓ

√
2qℓ

√
5

2
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Equilibrio del tratto DEF

Reazione del doppio
pendolo in A

della cerniera in FReazione

Reazione del pendolo CD

Reazione del pendolo BE

Reazione dell’incastro in G

Diagrammi del momento, del taglio e della forza normale

A

B C D

F

G
E

ℓ

qℓ2

qℓ2
3qℓ2
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qℓ2

A

B C D

FG E
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2
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2
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√
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Calcolo della forza normale e della rotazione del pendolo BE

A

B C D

s

s

s

s

FG E

q

qℓ

NBE

NBE

/
√
2

I II

III

(3)

Lv = NBE( /
√
2) (qℓ)

Lv = 0 ⇒ NBE =
√
2qℓ

A

B C D

FG E

A

B C

D

FG E

1

1

ℓ2

1/2

ℓ

Reazione del doppio
pendolo in A

ϕ

1

2ℓ

1

2ℓ

1

2ℓ

1

2ℓ

Schema delle forze per il calcolo
della rotazione del pendolo BE

(f)

N f
BE =

1

2
√
2ℓ

z

 +

ϕBE =
1

EA
(

1

2
√
2ℓ

)(
√
2qℓ)(2

√
2ℓ)

+

∫ ℓ

0

1

EJ

 z

2l

 

 

qℓ

2
(z + ℓ)

 

dz

=

A
M f z

2l
=

B

√
2qℓ

EA

5

24

qℓ3

EJ

–

–

–

–

4.20 Esercizio 53

A B
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ℓ
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ℓ ℓ

ℓ

45◦

q

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Relativamente al calcolo dello spostamento del punto A (dovuto alla
deformazione della struttura) con il principio dei lavori virtuali:

(a) Disegnare gli schemi delle forze-caratteristiche della sollecitazione

e degli spostamenti-deformazioni, dire cosa occorre determinare
in ognuno dei due schemi e scrivere simbolicamente l’equazione
determinatrice dello spostamento;

(b) Disegnare e quotare i diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione che intervengono nel calcolo;

(c) Eseguire il calcolo;

5. Determinare la curva delle pressioni;

6. Determinare la coppia applicata in A dovuta al vincolo utilizzando il
principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.
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4.21 Esercizio 54

A BC

D EF

G

ℓ/2

ℓ/2

ℓ/2 ℓ/2 ℓ

M

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia concentrata
in corrispondenza della sezione D:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale relativo
nella sezione F utilizzando il principio dei lavori virtuali;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il momento flettente in F utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Con riferimento al punto 4, calcolare lo spostamento verticale relativo
nella sezione F.
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4.22 Esercizio 55
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45◦

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
sulla campata DEF:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento orizzontale rela-
tivo nella sezione C utilizzando il principio dei lavori virtuali, e dise-
gnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti che intervengono
nel calcolo;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il momento flettente in C utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento orizzontale relativo
nella sezione C;

8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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4.23 Esercizio 56

A

B

CD E

q

ℓ

ℓ

ℓ ℓ

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito sul
tratto DC:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale relativo
nella sezione C utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili, e disegnare e quotare i diagrammi dei momenti flettenti
che intervengono nel calcolo;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il momento flettente in C utilizzando il principio dei
lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento verticale relativo
nella sezione C;

8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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4.24 Esercizio 57

A B C D

E G H
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45◦
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia agente in
corrispondenza del nodo D:

1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento verticale nel-
la sezione G utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili;

4. Verificare l’isostaticità della struttura;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare lo sforzo normale nel tratto EGH utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento verticale nella
sezione G;

8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Calcolare la rotazione in D nel caso in cui la struttura sia caricata da
una forza verticale F in G, in luogo della coppia in D.
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4.25 Esercizio 58
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia concentrata
in corrispondenza della sezione G:

1. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Verificare l’isostaticità della struttura;

4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Calcolare lo spostamento verticale relativo nella sezione F utilizzando
il principio dei lavori virtuali.
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4.26 Esercizio 59
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Dato l’arco circolare in figura, soggetto ad una distorsione termica a
farfalla nel tratto BC:

1. Calcolare la rotazione relativa ∆ϕC nel nodo C utilizzando il principio
dei lavori virtuali;

2. Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e dello sforzo
normale relativi allo schema delle forze e disegnare i relativi diagram-
mi, usando quale fondamentale la linea d’asse e riportando il valore in
direzione radiale;

3. Calcolare la rotazione ϕCB della sezione in C connessa alla parte BC
utilizzando il metodo cinematico.

4. Disegnare la curva delle pressioni relativa allo schema delle forze
utilizzato nel calcolo di ∆ϕC;

5. Disegnare la deformata elastica della strutttura;

6. Calcolare la rotazione relativa ∆ϕC nel nodo C utilizzando il metodo
cinematico.
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4.27 Esercizio 60
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una forza concentrata
agente in corrispondenza del nodo E:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa nella cerniera
B utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare lo sforzo normale nel tratto ABC utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa nella cerniera
B;

8. Disegnare la deformata elastica della struttura;

9. Calcolare lo spostamento verticale in E nel caso in cui la struttura sia
caricata da due coppie M uguali ed opposte in B, in luogo della forza
in E.
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4.28 Esercizio 61
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Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico ripartito
costante agente nella travata GH:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento relativo nel dop-
pio pendolo F utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare lo sforzo di taglio nel tratto BCD utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento relativo nel doppio
pendolo F;

8. Calcolare lo spostamento relativo nel doppio pendolo F utilizzando il
metodo cinematico.
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4.29 Esercizio 62

A B

C D

E

F

G

F

ℓ

2

ℓ

2

ℓ ℓ ℓ

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico concentrato
agente nel nodo G:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa in corrispon-
denza del pendolo F utilizzando il principio dei lavori virtuali per i
corpi deformabili;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare lo sforzo di taglio nel tratto AB utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa in corrispon-
denza del pendolo F;

8. Calcolare la rotazione relativa in corrispondenza del pendolo F
utilizzando il metodo cinematico.
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4.30 Esercizio 63

AB

C D E F

GH

I

M

2ℓ

ℓ

2ℓ ℓ 2ℓ

ℓ

ℓ

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad una coppia agente nel
nodo F:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Disegnare la curva delle pressioni;

3. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

5. Impostare formalmente il calcolo dello spostamento relativo nel dop-
pio pendolo I utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
deformabili;

6. Determinare lo sforzo di taglio nel tratto HID utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando lo spostamento relativo nel doppio
pendolo I;

8. Calcolare lo spostamento relativo nel doppio pendolo I utilizzando il
metodo cinematico (aiuto: bloccare il nodo D).
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4.31 Esercizio 64

A B C

D E FG

H I

L

M

q

ℓ

ℓ

2ℓ

2ℓ ℓ ℓ ℓ

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico distribuito sul
tratto DL:

1. Verificare l’isostaticità della struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Impostare formalmente il calcolo della rotazione relativa nella cerniera
I utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi deformabili;

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Determinare il momento flettente nel tratto BIC utilizzando il principio
dei lavori virtuali per i corpi rigidi;

7. Completare il punto 4, calcolando la rotazione relativa nella cerniera I;

8. Impostare il calcolo della rotazione relativa nella cerniera I utilizzando
il metodo cinematico.
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4.32 Esercizio 65

A B

C

D

R

q

45o

Dato l’arco circolare isostatico a tre cerniere di figura soggetto ad una
forza distribuita verticale costante per unità di proiezione orizzontale nel
tratto CB:

1. Risolvere la struttura;

2. Impostare il calcolo dello spostamento orizzontale della sezione C uti-
lizzando il principio dei lavori virtuali (disegnare la struttura fittizia e
la struttura reale; dire chi, tra la struttura fittizia e la struttura rea-
le, rappresenta lo schema delle forze e chi quello degli spostamenti;
scrivere in modo formale le espressioni dei lavori virtuali esterno ed
interno relativi al caso di struttura inflessa, indicando chi sono le varie
quantità che intervengono);

3. Calcolare il momento flettente nella sezione D, posto a metà del tratto
CB;

4. Disegnare il diagramma qualitativo del momento flettente, riportan-
dolo sulla linea d’asse in direzione radiale dalla parte delle fibre tese
(aiuto: basarsi sulla curva delle pressioni oppure sulla curva delle pres-
sioni per il tratto AC e sul risultato del punto precedente per il tratto
CB).
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Capitolo 5
ESERCIZI SU SISTEMI DI TRAVI IPERSTATICHE

5.1 Esercizio 66

   a) Risolvere la struttura iperstatica con il metodo delle forze 

   b) Tracciare il diagramma del momento flettente e del taglio

   d) Disegnare la deformata elastica della struttura

   e) Disegnare la curva delle pressioni

   f) Risolvere la struttura iperstatica con il metodo delle deformazioni

M
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Metodo delle forze Metodo delle deformazioni
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5.2 Esercizio 67

q

a) Risolvere la struttura iperstatica

b) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo normale

c) Disegnare la deformata elastica della struttura, quotando le rotazioni dei nodi B e C

d) Calcolare il carico q massimo compatibile con la resistenza a carico di punta del
    pendolo CE

e) Disegnare la curva delle pressioni

A

B C

E

D

EA=

Acciaio per carpenteria 
metallica tipo Fe360

Caratteristiche del pendolo CE

s

D

Profilato cavo circolare
76.1x5.0 UNI 7811

=4.00m

oo

Metodo delle forze e deformata

q

X
Y

B

A

C D

ϕBA=ϕBC   ⇒   −

16X + 4Y = ql2

 4X + 14Y = ql2

X =
5

104
ql2

Y =
3

52
ql2

⇒

X l

3EJ
=

X l

3EJ

Y l

6EJ
+ −

ql3

24EJ

ϕCB=ϕCD   ⇒   −
Y l

3EJ
−

X l

6EJ

Y l

4EJ
+ =ql3

24EJ

ϕB = −
5

312

ql3

ϕC =

EJ

3

208

ql3

EJ

Y/2

VA

HA

VD

HD

HA =HD=
5

104
ql

VC =
31

52
ql

VA =

VC

51

104
ql

VD =
9

104
ql

5

312

ql3

EJ

3

208

ql3

EJ
≡ punti di flesso
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Diagrammi del momento flettente, del taglio e della forza normale

+

 -

+

-

5

104
ql2 3

52
ql2

5

104
ql

51

104
ql

9

104
ql

53

104
ql

3

104
ql2

15

208
ql2

5

104
ql

51

104
ql

 -

 -

 -

31

52
ql

31

52
ql T

N

M

Carico massimo e curva delle pressioni

tratto CE

tratto CD

tratto AB

tratto BC

i=2.520cm λ=400/2.520=159 ω=3.30

acciaio Fe360, spessore minore di 40mm:  σ      =160N/mmadm
2

⇒ ⇒

ω
31

52
qmax

A
= σadm

q      = 22.7 N/mm = 2270Kg/m
max⇒

A=11.17cm2

diagramma del momento dovuto
alla risultante del carico distribuito
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5.3 Esercizio 68

a) Risolvere la struttura iperstatica

b) Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e 
    dello sforzo normale e disegnare i relativi diagrammi, usando
    quale fondamentale la linea AB orizzontale

c) Verificare le equazioni indefinite di equilibrio

A B

+Δt

−Δt

O

R

h

Metodo delle forze

Principio dei lavori virtuali
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Diagrammi e verifica delle equazioni indefinite di equilibrio
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5.4 Esercizio 69

Risolvere la struttura assegnata, soggetta ad una variazione termica uniforme sul

ritto EF, tenendo conto della deformabilità assiale di tale ritto.

EA

Disegnare i diagrammi del momento, del taglio e dello sforzo normale.

Disegnare la deformata della struttura.
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5.5 Esercizio 70

5) disegnare la curva delle pressioni;

6) Calcolare il lavoro di deformazione in 

funzione della forza concentrata F;

7) Assumendo quale zero dell'energia 

dei carichi esterni quella che si ha nella 

configurazione indeformata, calcolare il 

minimo dell'energia potenziale totale;

8) Utilizzando il teorema di Betti, 

calcolare lo spostamento verticale del 

punto E di mezzeria della travata nel caso 

la struttura sia soggetta ad una coppia 

concentrata nel punto C, come illustrato 

qui di fianco.

1) Risolvere la struttura iperstatica;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e 

dello sforzo normale;

3) Calcolare le rotazioni dei nodi B e C, lo spostamento 

orrizzontale della travata e lo spostamento verticale del punto di 

applicazione del carico concentrato;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;

2

2
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ϕ   (2  ) 6
B

X X

F X

X

X2X

Struttura principale isostatica

Struttura equivalente

X

X

Congruenza:       ξ  = 0
D

Congruenza:       ξ  = ξ
D A

(a meno di una traslazione orrizzontale)

+ − 
3EJ

2X ( )
6EJ

X ( )
= 

3
5

EJ
X

2

16EJ
F ( )

2 2

− 
4EJ
F

ξ   = 
A

+ 
3EJ

X( )
= 

EJ
X

33 3

− 
2EJ
F

ϕ 
C

ξ   = 
D

+ = 
EJ
X

3 3

+ 
4EJ
F

3

− 
3EJ
X

ϕ   = 
C

ϕ   = 
B

− − + 
6EJ

2X ( )
3EJ

X ( )
= 

3
4

EJ
X

2

16EJ
F ( )

2 2

+ − 

3
5

− 

4EJ
F

2 2
 

−

F X
2 2

 
+  

ϕ
ξ

η

184
83

92
9

−

−

−
F

184
83

F

184
65

F

184
101

F

184
101

F

F

92
9

F

92
9

F46
9

F

92
9

F

+
−

+

−

flesso

curva delle pressioni

≡

tratto AE

tratto DE

T

N

M

6ξ   = 
A

X  = 

EJ
X

3 3

− 
2EJ
F

ξ    
D

= = 
EJ
X

3 3

+ 
4EJ
F

3
5

4
3

EJ
F

3

EJ
X

3

3
23

F
92
9

− 
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92
11

EJ
F

2

ϕ   = 
C

ϕ   = 
B

Lavoro di deformazione (teorema di Clapeyron):

Spostamenti e rotazioni:

ξ   = 
B

ξ   = 
C 23

2
EJ
F

3

− 

23
2

EJ
F

2

− 

η   = 
E

η   = 
E

− − + 
16EJ

2X ( )
16EJ

X ( )
= 

48EJ
F ( )

32 2

EJ
F

3

1104
103

= 
EJ
F

3

.093

L   = d EJ
F

32

EJ
F

32

2208
103

= .047
2
1

F

Spostamento verticale del punto E dovuto alla coppia

applicata in C (teorema di Betti):

η   =
E

F

− − − − L   = d

Minimo dell'energia potenziale totale:

η   = 
E

Π      = 
EJ
F

32

EJ
F

32

2208
103

= .047
2
1

Fη   + 
E

F

η   =
E

ϕ 
C 92

11
EJ

2

min

5.6 Esercizio 71

1) Risolvere la struttura iperstatica illustrata soggetta ad una variazione termica 

uniforme nell'asta DF, supponendo che tutte le aste abbiano area uguale;

2) Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in modulo,  

di ogni singola asta e l'indicazione se questa è un tirante oppure un puntone;

3) Calcolare lo spostamento verticale del nodo C;

4) Valutare la variazione termica minima che rende instabile per flessione 

laterale l'asta DF, supponendo che le cerniere in corrispondenza dei nodi siano 

sferiche (i valori numerici necessari per il calcolo sono riportati di seguito).

5) Disegnare la deformata elastica della struttura;

Valori numerici (da utilizzare esclusivamente per il quesito no 4):

= 2.00m

α = 0.000012  Co -1

7.4 7.45

17.3

x

y

2 Profilati accoppiati

Valori relativi al singolo profilato:

L UNI EU 57 - 50x30x5

y
1

y
1

A = 3.78 cm2

4J   = 9.36 cmx

4J   = 2.51 cmy1

A B

C

D

E

F

G

misure in mm
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X

2X

X

X

Struttura principale isostatica

Congruenza:       ξ  = α
F

EA
X

ξ    
F 3

1

5
1

3
4

X

EA
X

− 

ϕ
ξ

η

L   = e

X = 

L   = Σ  i EA
N

(r)

h
hhN

(f)
h = 

EA
X

= 

B

C

F

G

Δt

Congruenza:
EA
X

− Δt

30o

X

32

3
X

Nodo G

CG −X

CF 0

X

3
GF

− 
2

3
XBG

− 
2

3
XBF

Aste
Sforzi

Normali 

1

B

C

F

G

CG −1

CF 0

1

3
GF

− 
2

3
BG

− 
2

3
BF

Aste
Sforzi

Normali 

ξ    
F

Schema delle forze per il calcolo dello 

spostamento         con il principio dei 

lavori virtuali 

(f)

(r)

(1+, ) 4

EA
X

= α ΔtΕΑ4

+
3
4

+

α

Schema delle forze per il calcolo dello 

spostamento         con il principio dei 

lavori virtuali 

EA
X

η    
C

3
1

3
4

L   = e

L   = Σ  i EA
N

(r)

h
hhN

(f)
h = 

= = 

1
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B
C
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(1+
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3
4
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++
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Sforzi

Normali 
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2
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(1+  3)

2+ 3
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30o
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3
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1

3
(1+  3)

1+ 3
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45o
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5
1

5
1

(2  )

EJ
= 

CG

CF  0

1

5   3

2

5   3

2

5   3

GF

BG

BF

Puntone

DF Puntone

=====

Tirante

Puntone

Puntone

Aste Tipo
Sforzi Normali 

(a meno di EAαΔt)

= 2.00m

α = 0.000012  Co -1

9.9 9.9

17.3

x

y

2 Profilati accoppiati

Valori relativi al singolo profilato:

L UNI EU 57 - 50x30x5

y
1

y
1

A = 3.78 cm2

2

4J   = 9.36 cmx

4J   = 2.51 cmy1

Valori relativi ai due profilati accoppiati:

Equazione determinatrice della variazione critica di temperatura: 

A = 2x3.78 = 7.56

J   = 2x9.36 = 18.7x

J   = 2x(2.51+3.78x0.99  ) = 12.4y

y

misure in mm

2cm

4cm

4cm

2
2π

5
1

ΔtΕΑ α

J
= = 

y

2 2

2π 2π
4 4x0.000012x(200)  x7.56

5 5x     x12.4
Δt

Αα

cr

cr

= 42  C Δtcr
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5.7 Esercizio 72

1) Risolvere la struttura una volta iperstatica con il metodo delle 

forze, utilizzando il metodo cinematico per la scrittura dell'equazione 

di congruenza;

2) Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni e disegnare 

la curva delle pressioni;

3) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e 

dello sforzo normale;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;

5) Calcolare la rotazione e lo spostamento verticale del nodo C;

6) Calcolare la rigidezza alla rotazione del nodo D;

7) Risolvere la struttura utilizzando il principio dei lavori virtuali 

per la scrittura dell'equazione di congruenza.

M

ℓ

A

D

B

C

ℓ

ℓ
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5.8 Esercizio 73

ℓ ℓ

A

C

B

E
D

3ℓ

30o

 Risolvere la struttura tenendo conto della sua polar simmetria geo-

metrica e materiale rispetto al polo C, e in particolare:

1) Risolvere lo schema polar simmetrico con il metodo delle defor-

mazioni;

2) Risolvere lo schema polar emisimmetrico con il metodo delle  

forze.

Per i due schemi polar simmetrico e polar emisimmetrico

 1) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente e del 

taglio;

2) Calcolare rotazione e spostamento verticale del nodo B e diseg-

nare la deformata elastica;

3) Disegnare la curva delle pressioni.

Per lo schema complessivo

1) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e 

dello sforzo normale.

2q

Schema equivalente

A

C

B

E
D

q

A

C

B

q

ℓ

Schema polar simmetrico

3

2
ℓ

Incognita ϕB

ϕB

Metodo delle deformazioni

①

②

ξ
ϕ

η

Rigidezze alla rotazione nodo B:




K①
B = 4EJ

ℓ

K②
B = 3EJ

3

2
ℓ
= 2EJ

ℓ

⇒ Ktot
B = 6EJ

ℓ

Coefficienti di ripartizione:

ρ① = 2

3
ρ② = 1

3

Rotazione nodo B:

6EJ

ℓ
ϕB =

qℓ2

12
⇒ ϕB =

qℓ3

72EJ

Spostamento verticale nodo B:

ηB = 0
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T

A

C

B
qℓ2

12

qℓ2

12

qℓ2

24

qℓ2

18

qℓ2

36

qℓ2

36

qℓ2

72

qℓ

2

qℓ

2

qℓ

12

qℓ

54

Incastro perfetto in B Reazione di incastro perfetto cambiata di segno

A

C

B

q

M

+

+

+−

Curva delle pressioni

tratto AB (parabola)

tratto BCreazione incastro A

T

M

qℓ2

9

7

12
qℓ

5

12
qℓ

qℓ2

18

qℓ2

36

qℓ

54

+

+−

+

−

diagrammi totali

Deformata

qℓ3

72EJ
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ℓ

Schema polar emisimmetrico

A

C

B

E
D

q

A

C

B

q

3

2
ℓ

q

Schema equivalente

Metodo delle forze

Struttura principale

X

Congruenza: ϕC = 0




ϕB =
Xℓ

EJ
− qℓ

3

6EJ

ϕC =
X
(

3
2ℓ
)

EJ
+ϕB =

5

2

Xℓ

EJ
− qℓ

3

6EJ

ϕC = 0 ⇒ X = qℓ
2

15

Rotazione nodo B:

ϕB =
qℓ3

15EJ
− qℓ

3

6EJ
= − qℓ

3

10EJ

Spostamento verticale nodo B:

ηB = −
Xℓ2

2EJ
+ qℓ

4

8EJ
= 11

120

qℓ4

EJ

La curva delle pressioni degenera in un fascio di rette parallele nel tratto
AB e non esiste nel tratto BC

T

M

+

−

Deformata

qℓ2

15

13

30
qℓ2

7

120
qℓ2

qℓ

11

120

qℓ4

EJ

qℓ3

10EJ
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T

M

+

−

−

49

90
qℓ2

7

180
qℓ2

qℓ2

360 29

90
qℓ2

17

180
qℓ2

41

360
qℓ2

qℓ

54

5

12
qℓ

5

12
qℓ

19

12
qℓ

+

Schema complessivo
qℓ

54

NAB

NBD

qℓ

54

5

12
qℓ

5

12
qℓ

NBD

30o

NAB

Equilibrio del nodo B per il calcolo della forza normale (sin30o = 1
2 ,

cos 30o =
√

3
2 ):




NBD =
qℓ

sin 30o

(
5

12
+ cos 30o

54

)
= 45+

√
3

54
qℓ = 0.87qℓ

NAB = NBD cos 30o + qℓ
54

sin 30o = 4+ 45
√

3

108
qℓ = 0.76qℓ

N 

−

−

−

0.76qℓ

0.76qℓ0.87qℓ
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5.9 Esercizio 74

A

q

ℓ ℓ

ℓ

B C

D

1) Analizzare cinematicamente la struttura;

2) Risolvere la struttura con il metodo delle forze, utilizzando, per 

il calcolo degli spostamenti che rientrano nell'equazione di congruen-

za, il metodo cinematico oppure il principio dei lavori virtuali a sec-

onda delle preferenze personali;

3) Calcolare le reazioni interne ed esterne e disegnare i diagrammi 

quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo normale;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;

5) Individuare la curva delle pressioni;

6) Calcolare la rotazione del nodo B, gli spostamenti dei nodi C e 

D e la rotazione del pendolo CD;

Solo se si è risposto a tutte le domande precedenti:

7) Scrivere l'equazione di congruenza con il metodo non utizzato al 

punto 2.

EA = ∞

Tenuto conto dell’indeformabilità assiale del pendolo CD, la congruenza
richiede che la distanza dei punti C e D resti pari a

√
2ℓ anche dopo la

deformazione. Il punto B è un punto fisso e la sua rotazione non influisce
sulla condizione di congruenza. Si può allora scrivere la condizione di
congruenza facendo riferimento alla struttura con il nodo B vincolato a
non ruotare.

A

q

B C

D

X

X

q

B

C

D

B C

D

Struttura principale

congruenza

X√
2

X√
2

√
2ℓ

√
2ℓ

ϕ

η

δ

δD

δD√
2

ηC

ηC√
2

(r)

Congruenza:
δD√

2
= ηC√

2
da cui: δD = ηC




δD =
X√
2

ℓ3

3EJ

ηC = −
X√
2

ℓ3

3EJ
+ qℓ

4

8EJ

⇒ 2
X√
2

ℓ3

3EJ
= qℓ

4

8EJ
⇒ X = 3

√
2

16
qℓ
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Principio dei lavori virtuali

A B C

D

z1

z2

1

1

(f)




Mf (z1) =
z1√

2

Mf (z2) =
z2√

2

A

q

B C

D

Struttura principale

z1

z2

(o)

qℓ2

2

qℓ




Mo(z1) = −
qz2

1√
2

Mo(z2) = 0




Mr (z1) =
X√
2
z1 −

qz2
1√
2

Mr (z2) =
X√
2
z2

Congruenza:

∫ ℓ
0

z1√
2

(
X√
2
z1 −

qz2
1√
2

)
1

EJ
dz1 +

∫ ℓ
0

z2√
2

X√
2
z2

1

EJ
dz2 = 0

⇒ 2
X

2

[
z3

3

]ℓ

0

− q

2
√

2

[
z4

4

]ℓ

0

= 0

⇒ Xℓ3

3
= qℓ4

8
√

2
⇒ X = 3

8
√

2
qℓ

A
q

B
C

D

T

N 

 

+

+

+

−

−

qℓ

3

16
qℓ

3

16
qℓ

3

16
qℓ

13

16
qℓ

13

16
qℓ

3
√

2

16
qℓ

3
√

2

16
qℓ

qℓ2

2
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M

A

A B

B C

C

D

D

ϕ

η

δ

Curva delle pressioni
(non esiste nel tratto AB)

tratto BC

tratto BD

tratto CD

retta d’azione della risultante
del carico distribuito

retta d’azione della risultante
delle azioni in B (tratto BC)

1

32
qℓ2

qℓ3

2EJ

9

16

qℓ3

EJ

9

16

qℓ4

EJ

9

16

qℓ4

EJ

qℓ2

2

Deformata

5

16
qℓ2

3

16
qℓ2




ϕB =

(
qℓ2

2

)
ℓ

EJ
= qℓ

3

2EJ

δD = ηC =ϕBℓ +
X√
2

ℓ3

3EJ
= 9

16

qℓ4

EJ

ϕpendolo CD =
√

2δD√
2ℓ

= 9

16

qℓ3

EJ

5.10 Esercizio 75

F

A

C

B

O

R

Risolvere la struttura iperstatica

Simmetria

F/2

A

C
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A

C

O

dϕ

dα

ds X

α

R cos α

R
si

n
α

R
(1

−
si

n
α
)

F/2

u

v

ϕ

Congruenza:
uC = 0

Differenziale dello spostamento orizzontale di C:

dϕ = M

EJ
Rdα

duC = −dϕR(1− sinα)

Spostamento orizzontale di C:

uC = −
∫ π/2

0

M

EJ
R2(1− sinα)dα

Momento flettente:

M = −F
2
R cosα+XR(1− sinα)

Equazione di congruenza:

F

2

∫ π/2
0

cosα(1− sinα)dα−X
∫ π/2

0
(1− sinα)2dα = 0

5.11 Esercizio 76

A

ℓ

ℓℓ

ℓ

B

C

D

1) Risolvere formalmente la struttura tenendo conto della deformabilità assi-

ale dei pendoli AD e BD;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello 

sforzo normale;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Individuare la curva delle pressioni.

5) Dimensionare il diametro d dei pendoli AD e DB, da realizzarsi in ferro 

tondo (scegliere per il diametro una dimensione in mm intera e pari);

6) Eseguire la verifica di sicurezza dell'asta AB, trascurando l'influenza dello 

sforzo di taglio;

7) Verificare l'asta CD a carico di punta.

EA=∞

EAEA

EJ

16.1 16.110

y
1

y y
1

1

4J = 8356 cm

3W = 557 cm

Asta AB (IPE 300):

F =150 kN

= 3 m

E =200 kN/mm 2

σ      =160 N/mmadm
2

d

x

4J   = 364 cmx

4J   = 43.1 cmy

2A = 17 cm

Pendolo CD (2 UPN 120):

Pendoli AD e BD (tondi):

Caratteristiche del

Posto:

singolo profilato:

F  

(mm)



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 5 • Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 226

A

A

B

B

C

D

EA EA

EJ ξ
ϕ

η

X X

F −N

N

N

2ℓ

√
2ℓ

N/
√

2

N/
√

2

①

②

η②

C/
√

2

equilibrio nodo D

η②

C

Congruenza:



ϕA = 0

η①

C = η②
D




ϕA =
X(2ℓ)

2EJ
− (F −N)(2ℓ)

2

16EJ

η①

C =
(F −N)(2ℓ)3

48EJ
− 2
X(2ℓ)2

16EJ

η②

D√
2
=
(
N√
2

) √
2ℓ

EA
⇒ η②

D =
√

2
Nℓ

EA




ϕA = 0 ⇒ X = (F −N)ℓ
4

⇒ η①

C =
2

3

Xℓ2

EJ
− Xℓ

2

2EJ
= Xℓ

2

6EJ

η①

C = η②

D ⇒ Xℓ2

6EJ
=
√

2
Nℓ

EA
⇒ X = βNℓ dove β = 6

√
2
J

Aℓ2

Si ottiene infine:




N = F

1+ 4β

X = β

1+ 4β
Fℓ

 

deformata e
curva delle pressioni

curva delle pressioni
tratto AC

curva delle pressioni
tratto CB

M

X X

X

F − N

2

F − N

F − N

2

T

+

−

N 

N

+ +

−

N/
√

2N/
√

2
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Dimensionamento dei pendoli AD e BD

Per dimensionare i pendoli AD e BD occorre determinare l’area minima
necessaria imponendo il rispetto della verifica di sicurezza:

N/
√

2

A
≤ σadm ⇒ F√

2A
≤
(

1− 24
√

2
J

Aℓ2

)
σadm

⇒ 1

A

(
F√
2
+ 24

√
2
J

ℓ2
σadm

)
≤ σadm

⇒ A ≥
F − 48

J

ℓ2
σadm

√
2σadm

⇒ Amin =
150 000 − 48

83 560 000

3 0002
160

√
2 160

= 348 mm2.

È ora possibile dimensionare il diametro del tondo:

d ≥ 2
√
Amin/π ⇒ d = 22 mm ⇒ A = 380 mm2.

Nota l’area del tondo componente i pendoli AD e BD, restano
determinati il coefficiente β e le reazioni N e X:

β = 6
√

2
83 560 000

380×3 0002
= 0.207 ⇒



N = 82 kN

X = 51 kN×m
.

Verifica dell’asta AB

σmax =
X

W
= 92 N/mm2.

Verifica a carico di punta dell’asta CD

Jy = 2
(
431 000 + 1 700(16.1 + 5)2

)
= 2 375 714 mm4,

ρy =
√

2 375 714/2×1 700 = 26.43 mm,

luce libera di inflessione = ℓ,

snellezza = 3 000

26.43
= 113.5.

Dal prospetto 7-IIc delle Istruzioni CNR-UNI 10 011/88 (relativo ad una
sezione generica con spessori inferiori ai 40 mm). Si ottiene il valore ω =
2.34, da cui consegue:

σmax = 2.34
82 000

2×1 700
= 57 N/mm2.
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5.12 Esercizio 77

La struttura inflessa di figura è soggetta ad una distorsione termica a 

farfalla  nel montante centrale: 

1) Analizzare cinematicamente e staticamente la struttura;

2) Risolvere la struttura;

3) Disegnare i diagrammi del momento flettente, del taglio e dello sfor-

zo normale per la struttura complessiva;

4) Disegnare la curva delle pressioni per la struttura complessiva;

5) Calcolare la rotazione dei nodi A e C;

6) Disegnare la deformata della struttura complessiva;

7) Calcolare l'energia elastica di deformazione della struttura comples-

siva.

 

A C B

D F E

2ℓ

2ℓ

h

+ ∆t
− ∆t
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5.13 Esercizio 78

1) Risolvere la struttura supponendo il pendolo ED indeformabile 

assialmente;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e 

dello sforzo normale;

3) Calcolare le rotazioni dei nodi E, C, D e lo spostamento della 

travata;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Disegnare la deformata elastica della struttura.

ℓ

ℓ

ℓ

q

A

B

C

D

E
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5.14 Esercizio 79

A

C

B

O

R

1) Risolvere la struttura, soggetta ad un cedimento verticale anelastico del-

l'incastro in A, tenendo conto della sua simmetria geometrica;

2) Scrivere le equazioni del momento flettente, del taglio e dello sforzo nor-

male;

3) Disegnare i relativi diagrammi (per l'arco ABC completo), usando quale 

fondamentale la linea ACB dell'arco (momento flettente dalla parte delle 

fibre tese) e quotando i valori massimi;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) “Calcolare” lo spostamento verticale complessivo del punto C.

η̄
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5.15 Esercizio 80

La struttura inflessa di figura è soggetta ad una forza distribuita  lungo 

il montante centrale: 

1) Analizzare cinematicamente e staticamente la struttura;

2) Risolvere la struttura;

3) Disegnare i diagrammi del momento flettente, del taglio e dello sfor-

zo normale;

4) Calcolare la rotazione del nodo D e lo spostamento orrizzontale del-

la travata;

5) Individuare la curva delle pressioni;

6) Disegnare la deformata della struttura;

7) Determinare la matrice delle rigidezze, necessaria per la soluzione 

col metodo delle deformazioni.

 

A

C

BD

2ℓ

q

ℓ ℓ
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5.16 Esercizio 81

ℓ/2

ℓ

ℓ

2ℓA B

C

D E30◦

F

1. Risolvere la struttura tenendo conto della sua polar simmetria
geometrica e materiale rispetto al polo C.

2. Per i due schemi, polar simmetrico e polar emisimmetrico:

(a) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

(b) Disegnare il diagramma dello sforzo normale;

(c) Disegnare la curva delle pressioni;

(d) Calcolare la rotazione del nodo B;

3. Disegnare la deformata elastica per il solo schema polar simmetrico.
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5.17 Esercizio 82

A B C D

ℓ ℓ ℓℓ

q

Data la trave continua di figura:

1. Analizzare cinematicamente la struttura;

2. Risolvere la struttura;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

4. Calcolare le rotazioni delle sezioni B e C;

5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Calcolare la matrice delle rigidezze;

7. Calcolare le rotazioni delle sezioni B e C utilizzando la matrice delle
rigidezze.
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5.18 Esercizio 83

A B

C

D

ℓ

ℓ

ℓ

+∆t
−∆t

h

Dato il telaio ad un nodo spostabile di figura:

1. Risolvere la struttura;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Calcolare la rotazione in B e lo spostamento della travata AB;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

5. Disegnare la curva delle pressioni;

6. Calcolare la matrice delle rigidezze;

7. Risolvere la struttura col metodo delle rigidezze;

8. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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5.19 Esercizio 84

A

C

B

D

E G

H I

F

ℓ ℓ ℓ

ℓ

Con riferimento alla figura e supponendo che le aste abbiano area A
uguale:

1. Risolvere la struttura reticolare iperstatica utilizzando il metodo delle
forze e scrivendo l’equazione di congruenza con il principio dei lavori
virtuali;

2. Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in mo-
dulo, di ogni singola asta e l’indicazione se questa è un tirante oppure
un puntone;

Posto che le aste siano realizzate in acciaio Fe360, di modulo di Young
E = 200 GPa e tensione ammissibile σadm = 160 N/mm2 , e che inoltre
sia F = 150 kN , ℓ = 2 m , A = 20 cm2 e che infine i momenti di inerzia
massimo e minimo delle aste siano Jmax = 140 cm4 e Jmin = 100 cm4 :

3. individuare l’asta compressa in condizioni peggiori dal punto di vi-
sta del carico di punta e verificarla utilizzando il metodo omega,
nell’ipotesi che le cerniere siano sferiche;

4. Valutare il livello critico della forza F relativamente all’instabilità per
flessione laterale delle aste compresse;

5. Calcolare l’energia elastica di deformazione (in joule), lo spostamen-
to verticale del nodo E (in millimetri) e l’energia potenziale totale
corrispondente alla soluzione (in joule).
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Asta Area

Raggio di

Luce Snellezza Nf No Nr |N| Tipoinerzia

minimo (No −XNf)

A
√
Jmin/A ℓ ℓ

√
A/Jmin 1 F F

AC 1 1 1 1 = = = 0 =

CH 1 1 1 1 = = = 0 =

BD 1 1 1 1 = = = 0 =

ID 1 1 1 1 = = = 0 =

GB 1 1 1 1 = = = 0 =

IB 1 1
√

2
√

2 = = = 0.1049 tirante

HI 1 1 1 1 −1/
√

2 0 X/
√

2 0.0742 tirante

GI 1 1 1 1 1/
√

2 0 −X/
√

2 0.0742 puntone

AE 1 1 1 1 1/(2
√

2) 1/2 F/2−X/(2
√

2) 0.4629 tirante

EG 1 1 1 1 1/(2
√

2) 1/2 F/2−X/(2
√

2) 0.4629 tirante

EH 1 1 1 1 0 1 F 1 tirante

AH 1 1
√

2
√

2 −1/2 −1/
√

2 −F/
√

2+X/2 0.6547 puntone

HG 1 1
√

2
√

2 1/2 −1/
√

2 −F/
√

2−X/2 0.7595 puntone
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5.20 Esercizio 85

A

B C D

E

q

ℓ

ℓ ℓ

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
sul tratto BCD:

1. Risolvere la struttura con il metodo delle forze;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;

5. Calcolare la rotazione del nodo B;

6. Disegnare la curva delle pressioni.
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5.21 Esercizio 86

ℓ

2

ℓ

2

ℓ

+∆t

A B

C D

E F

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad una distorsione
termica uniforme lungo il pendolo CD:

1. Risolvere la struttura trascurando l’effetto dello sforzo normale sulla
deformazione del pendolo CD;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3. Disegnare la curva delle pressioni;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;

5. Calcolare lo spostamento orrizzontale del punto B utilizzando il
metodo cinematico;

6. Valutare l’energia elastica di deformazione.
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5.22 Esercizio 87

A

B

CD

ℓ/2 ℓ

ℓ

q

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico ripartito nel
montante BD:

1. Risolvere la struttura;

2. Determinare le reazioni dei vincoli esterni ed interni;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

4. Disegnare la curva delle pressioni;

5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Calcolare lo spostamento orrizzontale della travata ADC utilizzando il
principio dei lavori virrtuali.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 5 • Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 275



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 5 • Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 276



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 5 • Esercizi su sistemi di travi iperstatiche 277

5.23 Esercizio 88

A B

C

D

E

F

G

+∆t

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ

Data la travatura reticolare assialsimmetrica e iperstatica di figura, sog-
getta ad una distorsione termica uniforme in corrispondenza dell’asta DE,
e supponendo che le aste abbiano area A uguale:

1. Impostare la soluzione del problema tenendo conto della assialsimme-
tria della struttura;

2. Risolvere lo schema simmetrico utilizzando il metodo delle forze,
compilando una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in
modulo, di ogni singola asta e l’indicazione se questa è un tirante
oppure un puntone;

3. Relativamente allo schema emisimmetrico, valutare lo spostamento
orizzontale del nodo C utilizzando il metodo cinematico.
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5.24 Esercizio 89

ℓ ℓ

ℓ

A

C

B

MM

Data la struttura chiusa iperstatica assialsimmetrica di figura:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.25 Esercizio 90

A B

C D

ℓ

ℓ
t+Δ

Data la struttura chiusa iperstatica di figura, soggetta ad una distorsio-
ne termica uniforme lungo il pendolo AD, da considerarsi indeformabile
assialmente:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.26 Esercizio 91

A B

C D

ℓ

ℓ
t−Δ

1. Analizzare cinematicamente la struttura;

2. Risolvere la struttura iperstatica;

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e della
forza normale;

4. Disegnare la deformata della struttura;

5. Disegnare la curva delle pressioni.
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5.27 Esercizio 92

A

B C D

E

ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ηo

Dato il sistema iperstatico polarsimmetrico di figura (invariante per
rotazioni di 180 gradi nel piano) soggetto ad un cedimento verticale
dell’appoggio del polo C:

1. Dire se l’azione (il cedimento) è polarsimmetrico oppure polare-
misimmetrico e ridursi alla soluzione di uno schema equivalente
dimezzando la struttura;

2. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche e scrivere
in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Determinare le incognite iperstatiche.
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5.28 Esercizio 93

A B

C

ℓ

ℓ

M

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche;
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5.29 Esercizio 94

A D

C

B

ℓ

ℓ ℓ

t+Δ t+Δ

La struttura chiusa, iperstatica e assialsimmetrica di figura è soggetta ad
una distorsione termica uniforme lungo i tratti AC e BC. Trascurando la
deformabilità assiale dovuta alla forza normale:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.
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5.30 Esercizio 95

A D

C

B

ℓ

ℓ ℓ

t+Δ

La struttura chiusa, iperstatica e assialsimmetrica di figura è soggetta
ad una distorsione termica uniforme lungo il tratto DC. Trascurando la
deformabilità assiale dovuta alla forza normale:

1. Scegliere una struttura principale e le incognite iperstatiche;

2. Scrivere in modo formale le equazioni di congruenza;

3. Disegnare qualitativamente il diagramma del momento flettente;

4. Valutare le incognite iperstatiche.



Capitolo 6
ESERCIZI SUL METODO DEGLI SPOSTAMENTI

6.1 Esercizio 96

1) Risolvere la struttura iperstatica considerando l'asta AB deforma-

bile assialmente;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e 

dello sforzo normale;

3) Determinare la variazione termica critica che provoca l'instabilità 

laterale dell'asta AB.

+Δt

h

h h/2

EJ=∞

EJ , EAp

EJ EJ

A

 

B

p

Soluzione e diagramma del momento flettente
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Diagrammi del taglio e della forza normale e variazione termica critica 6.2 Esercizio 97

A

ℓ

B C

1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo 

delle deformazioni;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello 

sforzo normale;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare l'energia elastica di deformazione.

+∆t

− ∆t

ℓ/2
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6.3 Esercizio 98

1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo 

delle deformazioni;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Calcolare lo spostamento del punto D di applicazione della forza concen-

trata e l'energia elastica di deformazione.

F F

A CBD

F H

E G

ℓ ℓ ℓ

ℓ

2

ℓ

2
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F

A CBD

F H

E G

ℓ

ℓ

2

ℓ

2

F

ϕ
ξ

η

Fℓ

8

Fℓ

8

Fℓ

8

Fℓ

8

Fℓ

8

Fℓ

8

Fℓ

8

Schema equivalente

Incastri perfetti

Reazioni cambiate di segno

ℓ/2

ϕA ϕB



MA

MB


 =


kAA kAB

kBA kBB





ϕA

ϕB




1a colonna matrice di rigidezza

kAA kB A

8
8

4

4

4

2



ϕA = 1

ϕB = 0




kAA =
20EJ

ℓ

kBA =
2EJ

ℓ

2a colonna matrice di rigidezza

kB B

kAB

8

8

4

4

4

2 2



ϕA = 0

ϕB = 1




kBB =
22EJ

ℓ

kAB =
2EJ

ℓ

Rigidezze alla rotazione a meno di
EJ

ℓ
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EJ

ℓ


20 2

2 22





ϕA

ϕB


 =

Fℓ

8



−1

1







ϕA = −
3

436

Fℓ2

EJ

ϕB =
11

4x436

Fℓ2

EJ

F F

6.4 Esercizio 99

1) Calcolare la matrice delle rigidezze del sistema di pendoli sopra illustra-

to;

1) Risolvere la struttura utilizzando il metodo degli spostamenti;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello 

sforzo normale;

3) Calcolare la rotazione dell'estremità C dell'asta AC;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura;

5) Determinare l'entità minima del carico distribuito q che provoca l'infles-

sione laterale per carico di punta in almeno uno dei pendoli del sistema.

A B

C D

ℓ

ℓ

ℓ

q



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 6 • Esercizi sul metodo degli spostamenti 299



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 6 • Esercizi sul metodo degli spostamenti 300



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • Raccolta di esercizi • 28 agosto 2016 Capitolo 6 • Esercizi sul metodo degli spostamenti 301

6.5 Esercizio 100

A

B

C

D

ℓ

ℓ

2ℓ

F

1. Calcolare la matrice delle rigidezze;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio re-
lativi ai due schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle
rigidezze;

3. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

5. Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;

6. Disegnare la deformata elastica della struttura;

7. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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6.6 Esercizio 101

A

B

C

D

E

ℓ

ℓ

ℓ ℓ

M

1. Calcolare la matrice delle rigidezze;

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio re-
lativi ai due schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle
rigidezze;

3. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

5. Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;

6. Calcolare l’energia elastica di deformazione;

7. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.
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6.7 Esercizio 102

A B

CD E

ℓ

ℓ ℓ

q

1. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;

2. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, di-
segnare i relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio
e calcolare le reazioni di incastro perfetto;

3. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i dia-
grammi quotati del momento flettente e del taglio relativi allo schema
che interviene nel calcolo;

4. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la
struttura con il metodo degli spostamenti;

5. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

6. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.
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6.8 Esercizio 103

A

B

C D

E

F

G

H

I

q

3ℓ

3ℓ

4ℓ 4ℓ

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico distribuito
sul tratto BEH:

1. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;

2. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, di-
segnare i relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio
e calcolare le reazioni di incastro perfetto;

3. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i dia-
grammi quotati del momento flettente e del taglio relativi allo schema
che interviene nel calcolo;

4. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la
struttura con il metodo degli spostamenti;

5. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

6. Disegnare la deformata elastica della struttura.
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6.9 Esercizio 104

A

B

C

D

E

F

O

G

H

I

L

M

N
ℓ

2

ℓ

2

ℓ ℓ ℓ

ϕ0

ϕ0

Sia data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un cedimento an-
golare nei due incastri A e N. Tenendo conto della sua polarsimmetria
geometrica e materiale:

1. Calcolare la matrice delle rigidezze (almeno una colonna);

2. Disegnare il diagramma quotato del momento flettente e del taglio re-
lativo ad uno dei due schemi che intervengono nel calcolo della matrice
delle rigidezze;

3. Calcolare le reazioni di incastro perfetto;

4. Disegnare la deformata elastica della struttura;

5. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

6. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

7. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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6.10 Esercizio 105
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ℓ

ℓ ℓ

ℓ

EJ = ∞ +∆t

Data la struttura iperstatica riportata in figura, avente la travata BDF
infinitamente rigida e l’asta FG soggetta ad un incremento uniforme di
temperatura:

1. Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale nel telaio con travata rigida, prevedendo retta d’azione
e verso della forza agente nel nodo F (indicare con X il modulo di tale
forza);

2. Risolvere la struttura iperstatica;

3. Disegnare la curva delle pressioni;

4. Determinare la variazione termica critica che provoca l’instabilità
laterale dell’asta FG;

5. disegnare la deformata della struttura quotando le rotazioni e gli
spostamenti;

6. Valutare l’energia potenziale totale in corrispondenza della soluzione.
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6.11 Esercizio 106
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B

CD

ℓ/2 ℓ

ℓ

q

Data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico ripartito nel
montante BD:

1. Calcolare la matrice delle rigidezze (almeno una colonna);

2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio rela-
tivi ad uno dei due schemi che intervengono nel calcolo della matrice
delle rigidezze;

3. Calcolare le reazioni di incastro perfetto;

4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio
relativi allo schema che interviene nel calcolo;

5. Disegnare la deformata elastica della struttura;

6. Disegnare la curva delle pressioni;

7. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

8. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

9. Calcolare l’energia elastica di deformazione.
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6.12 Esercizio 107
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Data la travatura reticolare assialsimmetrica e iperstatica di figura, sog-
getta ad una distorsione termica uniforme in corrispondenza dell’asta DE,
e supponendo che le aste abbiano area A uguale:

1. Impostare la soluzione del problema tenendo conto della assialsimme-
tria della struttura;

2. Risolvere lo schema simmetrico, compilando una tabella riassunti-
va che riporti lo sforzo normale, in modulo, di ogni singola asta e
l’indicazione se questa è un tirante oppure un puntone;

3. Risolvere lo schema emisimmetrico;

4. Risolvere lo schema simmetrico utilizzando il metodo degli
spostamenti;

5. Valutare lo spostamento orizzontale del nodo C utilizzando il metodo
cinematico.
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Posto che le aste siano realizzate in acciaio Fe360, di modulo di Young
E = 200 GPa , tensione ammissibile σadm = 160 N/mm2 e coefficiente di
dilatazione termica αt = 0.000012◦C −1, e che inoltre sia ∆t = 50◦C , ℓ =
2 m , A = 20 cm2 e che infine i momenti di inerzia massimo e minimo delle
aste siano Jmax = 140 cm4 e Jmin = 100 cm4 :

6. individuare l’asta compressa in condizioni peggiori dal punto di vi-
sta del carico di punta e verificarla utilizzando il metodo omega,
nell’ipotesi che le cerniere siano sferiche;

7. Valutare il livello critico dell’incremento termico ∆t relativamente
all’instabilità per flessione laterale delle aste compresse;

8. Calcolare (in joule) l’energia elastica di deformazione e l’energia
potenziale totale corrispondente alla soluzione.
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Capitolo 7
ESERCIZI SUI CARICHI CRITICI

7.1 Esercizio 108

h

ℓℓ
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EA EA EJ

CB

D E

N

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che con il metodo

energetico e disegnare la deformata critica.
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h

ℓℓ
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N

ηB

ηC

EA

h
ηB

EA

h
ηC

3EJ

h

ηB − ηC

ℓ
ηB − ηC

ℓ

ηB − ηC

ξ
ϕ

η

δ2ξC =
(ηB − ηC)2

2ℓ

Equilibrio alla traslazione verticale e alla rotazione attorno al punto B:




EA

h
ηB +

EA

h
ηC = 0

N(ηB − ηC)+
EA

h
ηCℓ −

3EJ

h

ηB − ηC
ℓ

= 0

.

In forma matriciale si ottiene:



EA

h

EA

h

N − 3EJ

hℓ
−N + EA

h
ℓ + 3EJ

hℓ







ηB

ηC



= 0.

Annullando il determinante della matrice dei coefficienti si ottiene

l’equazione definitrice del carico critico:

(
−N + EA

h
ℓ + 3EJ

hℓ

)
−
(
N − 3EJ

hℓ

)
= 0,

da cui, infine:

Ncr =
EA

2h
ℓ + 3EJ

hℓ
.

L’equazione di equilibrio alla traslazione verticale richiede ηC = −ηB .
In corrispondenza del carico critico, valore del carico che annulla il de-
terminante dei coefficienti, anche l’equazione di equilibrio alla rotazio-
ne impone tale identità senza aggiungere nulla di nuovo. Ne consegue
immediatamente la deformata critica.

h

ℓℓ

A

C

B

E
D

η

η

EA

2h
ℓ +

3EJ

hℓ

η

ℓ

2η

ℓ

Procedendo con il metodo energetico, occorre scrivere la variazione se-
conda dell’energia potenziale totale associata ad una qualunque variazione
ηB ed ηC dei parametri lagrangiani del sistema:

δ2π = −N
{
(ηB − ηC)2

2ℓ

}
+ 1

2

EA

h
ηB

2 + 1

2

EA

h
ηC

2 + 3

2

EJ

h

(
ηB − ηC
ℓ

)2

.

La condizione δ(δ2π) = 0, determinatrice del carico critico, conduce alle
due equazioni:




∂δ2π

∂ηB
= −NηB − ηC

ℓ
+ EA
h
ηB +

3EJ

h

ηB − ηC
ℓ2

= 0

∂δ2π

∂ηC
= NηB − ηC

ℓ
+ EA
h
ηC −

3EJ

h

ηB − ηC
ℓ2

= 0

.
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In forma matriciale si ottiene:



−N
ℓ
+ EA
h
+ 3EJ

hℓ2

N

ℓ
− 3EJ

hℓ2

N

ℓ
− 3EJ

hℓ2
−N
ℓ
+ EA
h
+ 3EJ

hℓ2







ηB

ηC



= 0.

Annullando il determinante dei coefficienti si riottiene il valore critico già
ottenuto con il metodo statico.

OSSERVAZIONE. L’equazione di equilibrio alla traslazione verticale è
indipendente dal carico di punta e determina univocamente il modo critico
nella forma

ηC = −ηB = η.

In corrispondenza a tale modo critico, l’equazione di equilibrio alla
rotazione attorno al punto B

2Nη+ EA
h
ηℓ − 3EJ

h

2η

ℓ
= 0.

determina univocamente il carico critico.

7.2 Esercizio 109
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h

N

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che con il metodo

energetico e disegnare la deformata critica.
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7.3 Esercizio 110

A B C D P

ℓ ℓ ℓ

k k

Data la struttura di figura composta di tre travi rigide connesse da due
cerniere elastiche di rigidezza k, soggetta ad un carico assiale:

1. Determinare i carichi critici con il metodo statico;

2. Dire quale tra i carichi critici ha un significato dal punto di vista
strutturale;

3. Determinare e disegnare i modi critici;

4. Determinare il carico critico con il metodo energetico.
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