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1 L’insieme C dei numeri complessi.
Diremo numero complesso un’espressione del tipo
z=x+1iy x,yeR

dove x = Re(z) ¢ detta la parte reale di z, mentre y = Im(z) ¢ detta la
parte immaginaria di z.

L’insieme dei numeri complessi viene indicato con C. Definiamo su C due
operazioni:

e addizione : z1 + 23 = (w1 +iy1) + (v2 +iy2) = (21 +x2) +i(y1 +v2)

e moltiplicazione : z1z2 = (z1 + iy1) (z2 + iy2) = (z122 — Y1y2) +
i(z1y2 + 2201)

Si puo verificare che su C sono soddisfatte tutte le proprieta di campo (esi-
stenza degli elementi neutri rispetto ’addizione e moltiplicazione, proprie-
ta associative, commutative, distributive, eccetera). L’unica proprieta non
banale ¢ quella relativa all’esistenza del reciproco:

Teorema dell’esistenza del reciproco. Per ogni z € C, z # 0, esiste
weCtaleche z-w=w-z=1.
Dimostrazione. Consideriamo z = x + i1y e w = a + ib e imponiamo che
z-w=1

zZ-w = (ma—yb) —|—i(mb+ya) =1+0¢

Se y = 0, cioé z € R, si ha naturalmente w = % Se z & immaginario puro,
cioe x =0, z = 1y, sihaazOeb:—i,quindiw:—z%. Sex#0ey#0
si ha

{xa—yb—l . {xa—yb—l . {xa—y(—ga)—l

zb+ya =0

da cui la tesi.

Il reciproco di z verra indicato con il simbolo % 0z
—1 _ .

= z 1—L .
) )

—1Si ha quindi

z



Una volta verificata l'esistenza del reciproco si puo calcolare velocemente
il valore del reciproco moltiplicando e dividendo per il coniugato (vedi defi-
nizione qui sotto) del numero con il metodo illustrato dall’esempio seguente:
z=3—-2i,
e 1 3+2 3+2 3 .2

“3-2%3+2 13 13713

e Diremo coniugato del numero complesso z = x + iy il numero complesso

zZ=x—1y.
e Diremo modulo di un numero complesso z = x + ¢y il numero

|2| = V22 =22+ 12

e Osservazione. R pud essere immerso in C. Ad ogni numero reale x possia-
mo associare il numero complesso z = x + i - 0.

e Osservazione. Non ¢ possibile introdurre una relazione d’ordine su C che
lo renda un campo-ordinato, perché in ogni campo-ordinato il quadrato di
un numero ¢ > 0, mentre i = —1. Ricordo che un campo ordinato F & un
campo in cui é definita una relazione d’ordine compatibile con le operazioni
algebriche, nel senso che valgono le proprieta

r<y—zr+z<y+z Vr,y,z € F
r<y—zx-2<y-z2 Ve,y,z € F,2>0
r<Yy—xT-2>Y-2 Ve, y,z € Fyz <0

e Piano di Gauss-Argand. E definita in modo naturale una corrispondenza
biunivoca tra l'insieme C dei numeri complessi e il piano R?. La corrispon-
denza ¢ data da z + iy +— (z,y). Un numero complesso x + iy pud quindi
essere rappresentato nel piano come il vettore di coordinate (x,y). Il piano
in questo caso viene detto piano di Gauss — Argand. Si osservi che la corri-
spondenza biunivoca conserva le somme (invece non ha significato il prodotto
in R?); inoltre il modulo |z| di un numero complesso z = x + iy corrisponde
alla norma ||(z,y)|| del vettore associato, cioé alla distanza euclidea tra il
punto (z,y) e lorigine degli assi.

e Osservazione. Un numero complesso coincide con il suo coniugato se e solo
se & reale. Infatti z = Z significa x + iy = © — iy e quindi y = 0.



Proprieta del modulo:
o [2|>0ez2|=0<=2=0,VzeC
° |Z122‘ = |Z1||ZQ| V21,29 € C

o |21+ 29| < |z1| + |22 Vz1,20€C

Forma polare. Si puod rappren-
sentare un numero complesso con
le sue coordinate polari [p, 6], dove
x = pcos(f) e y = psen (A). Scrive-
remo anche z = pe'?.

p = |z] ¢ il modulo del numero z,
mentre 6 si dice un argomento di z.
Se z = 0 non si individua per z al-
cun argomento. Notiamo inoltre che
se 6 & un argomento di z lo é anche
0 + 2km, per ogni k € Z. Diremo
argomento principale di z 1'unico

numero Arg(z) =6 € } - 7r,7r} che

soddisfa z = pe®?.

Forma esponenziale La scrittu-
ra z = pe'? viene anche detta for-
ma esponenziale del numero com-
plesso. Questa scrittura ¢ motivata
dalla validita della formula di Eulero

¢ = cos(6) + isen (6).

Anticipiamo la dimostrazione della formula di Eulero (si veda a pagina 16).
Supponiamo di aver definito la funzione esponenziale in C come somma della

serie:
+00 n

z
e = E -
n!
n=0

Ricordiamo gli sviluppi in serie delle funzioni reali

400 . x2n +oo N $2n+1
cose) = 3" e 300(0) = 21" Gy



Posto z = 46 si ottiene

0 N (10" )2 0!

0 B _ .

e —Z . —Z 2kz' —i— Z k1) = cos(0) + isen (0).
n=0 k=0

e Osservazione. Per ogni z = pe? € C si ha |z| = |pe?| = p. In particolare,

e = 1.

Formule di De Moivre. Siano z; = plewl, Z9 = p26w2 due numeri

complessi. Si ha allora

16 16 (0146
2129 = p1e’’t - pae’? = plpge’( 14+02)

Infatti
p1e - paet®2 = py(cos(6h) +isen (61)) - pa( cos(62) + isen (6-))
= p1-p2 ((008(01) cos(f2) — sen (1) sen (62))

i( cos(f2) sen (61) + cos(61) sen (02)))
ppo(cos(Gl + 92) + isen (91 + 92))

+

e Osservazione. Se z = pe? siha z=1 = p~le .

e Osservazione. Se |z| = 1, il reciproco di z coincide con il suo coniugato.

e Potenza. Per ogni n € Z si ha 2" = p"e™. Infatti, per induzione su n si
ha

nt+l _ n_ind 0 n+lei(n+1)0

z 2tz =p"e"™  pe” =p

Forma matriciale. Dato z = z + iy la forma matriciale di un numero
complesso € una rappresentazione come matrice antisimmetrica

. T Yy
xr + 1y ~ [—y 4

La somma di due numeri complessi corrisponde alla somma tra matrici,
mentre il prodotto corrisponde al prodotto righe per colonne tra matrici

[561 yl] [ T3 yz] _ [ T1T2 —Y1Y2  T1y2 + T2y1
Y1 T1| |[~Y2 T2 —X1Y2 — T2Y1 T1T2 — Y1Y2



e Osservazione. La moltiplicazione per un numero complesso di modulo
unitario puo essere interpretata come una rotazione; se |z| =1 si ha

cos(f) sen(0)

= = cos isen (0) =
z= (0) + ) —sen (0) cos(f)

che corrisponde alla matrice di rotazione di angolo 6.

Radici n-esime di un numero complesso. Si dice radice n—esima del
numero complesso w ogni soluzione dell’equazione z" = w.
Se w = ppe'®, posto z = pe'?, si ha
pnemﬁ — poewo — P P0 P v PO , .
n =0p+2kr (k€Z) = 0=72"+4207

o 0 .k . B K
z= \/p»o(cos(g + 2577) + zsen(z + 2577)) ke {0,1,..n—1}.

Le soluzioni di questa equazione sono esattamente n. Si osservi che, se
|lw| = 1, le n radici n—esime di w nel piano di Gauss-Argand sono i vertici
di un poligono regolare di n lati.

Teorema Fondamentale dell’Algebra. Sia p(z) un polinomio di grado
n > 1, allora esiste uno zero di p(z).

Per il teorema di Ruffini si puo facilmente dedurre la seguente versione
(equivalente) del teorema.

Sia p(2) = ap2" +an_12""1 +---+a12+ag un polinomio di grado n > 1.
Allora il polinomio p ha esattamente n zeri, se ciascuno & contato con la
rispettiva molteplicita. Cioé esistono z1,29,...,2m € C e k1,ka, ..., kyn €
N7 taliche ki + ko + -+ kp=nce

p(2) = an(z — 20)F (2 — 2)*2 .. (2 — 2)Fm,

1.1 Topologia.

Grazie alla corrispondenza biunivoca tra C e R? si puo introdurre in C una
struttura di spazio metrico e spazio normato. La norma in C ¢ definita dal
modulo, mentre la distanza é definita come

d(21,22) = |21 - 22| = H(wlayl) - ($2,y2)||-



Ripasso di definizioni di topologia. Una palla aperta di centro zy e
raggio r € RT ¢ I'insieme definito come B(zg,7) = {z € C: |2 — 29| < r}.

Un intorno di un punto zg € C & un insieme E C C tale che esiste r > 0
con B(zp,7) C E.

Un punto zg si dice interno all’insieme E C C se E ¢ un intorno di z.

Un insieme A C C si dice aperto se per ogni z € A esiste B(zp,€) C A
oppure, equivalentemente, se ogni punto di A é interno ad A.

Un punto zg € C si dice di accumulazione per un insieme E se per ogni
intorno V di zg esiste z € ENV, z # 2.

Un insieme F si dice chiuso se contiene tutti i suoi punti di accumulazione,
oppure, equivalentemente, se il suo complementare C \ E ¢ aperto.

Dato E C C si dice chiusura di F l'insieme definito come

E U {insieme dei punti di accumulazione di E'}

oppure, equivalentemente, il pitl piccolo insieme chiuso che contiene F.

Un punto 2z si dice di frontiera per E se per ogni intorno V' di zq esistono
z1€VNEezeV\E.

Un insieme F si dice limitato se esiste una palla B(zg,€) 2 FE oppure,
equivalentemente, se diam(E) < +o0o, dove il diametro di un insieme F si
definisce come diam(E) = sup{|z1 — 22| < +00 : 21,22 € E}. Se E = {21}
si pone diam(E) = 0.

Un insieme K C C si dice compatto se € chiuso e limitato.

Cenni alla sfera di Riemann. Supponiamo di avere una sfera di raggio
unitario centrata nell’origine di R3, lo spazio dove i punti sono individuati
dalle variabili , vy, z. Il piano R? nelle variabili z, y puo essere pensato come
piano di Gauss-Argand. Chiamiamo polo nord della sfera il punto (0,0, 1).
Per ogni punto della sfera, ad eccezione del polo nord, si pud condurre la
retta che passa per il punto e per il polo nord; questa retta interseca il piano
di Gauss-Argand in un punto. In questo modo si definisce una corrispon-
denza biunivoca tra i punti della sfera, tolto il polo nord, e i punti del piano
complesso. Aggiungiamo al piano complesso un punto che denotiamo con
0o. Questo punto corrisponde al polo nord della sfera. Il piano complesso
esteso (cio¢ il piano complesso al quale ¢ stato aggiunto il punto co) puo
quindi essere identificato con la sfera, che si dice sfera di Riemann.

Dopo questa premessa si puo introdurre il concetto di intorno di infini-
to in C. Diremo palla-aperta di centro infinito e raggio M € R l'insieme
B(oo,M) = {z € C |z|] > M}. (Si noti che questo insieme, pit che una
palla, ¢ il complementare di una palla in C). Diremo intorno di infinito un
insieme F C C tale che esiste M € R e B(oco, M) C E.



1.2 Swuccessioni e serie.

Una successione in C ¢ una funzione f : M C N — C, con M infinito. La
successione si denota con scritture del tipo {z,}n, dove z, = f(n). Diremo

che lim z,=101€C se
n—-+4o0o

Ve>03ne:Vn>ne |z, — 1| <e
oppure, in modo equivalente, se

V Vintorno di [ Iny : Vn > ny z, € V.

Osservazione. Una successione {z,},, con z, = x, + iy, & convergente

ad un numero complesso v = a + i se e solo se sono convergenti ad « e a 3

rispettivamente le successioni delle parti reali e immaginarie: {x,}n € {yn}n.
Infatti si ha

’wn_a,g’Zn_7’§|xn_a’+|yn_6|

e
|yn_5| < |Zn_'7| < ‘l'n—Oé|+’yn_B|
per ogni n.
Diremo che lir_irrl zp = 00 se per ogni intorno V' di oo esiste ny € N tale
n—-+0o

che per ogni n > ny si ha z, € V. Questo significa che

VM npg :Vn > npy |zn| > M.

Teorema di Bolzano-Weierstrass. Un insieme E C C é compatto se e
solo se & sequenzialmente compatto, ossia se ogni successione {z,}, di punti
in £ ammette una sottosuccessione {z,, };, convergente ad un punto di E.

Serie di numeri complessi. Chiamiamo serie una coppia di successioni
({zn}n, {sn}n>, con s, = Y ;o 2k %Zn viene detto termine generale della
serie, s, somma parziale o ridotta n—esima della serie.
Diremo che una serie é convergente con somma [ se esiste finito il limite
o
della successione delle somme parziali lim s, = JFZ Zn = 1L.
n—+00 n=0

e Osservazione. Condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché la serie

converga é che lim z, = 0. Il fatto che la condizione non sia sufficiente &
n—-+o0o



400
testimoniato ad esempio dalla serie armonica ) %

n=1
+oo
e Serie assolutamente convergente. Diremo che una serie ) z, ¢ assoluta-
n=0
+o0
mente convergente se é convergente la serie dei moduli: Y |z,
n=0

e Osservazione. Se una serie & assolutamente convergente, allora la serie
¢ convergente. Una serie pud essere convergente pur non essendo assolu-
tamente convergente; in questo caso diremo che la serie ¢ semplicemente
convergente. Un tipico esempio di serie semplicemente convergente € la serie

+00 n
di Leibniz (G

n

n=1
+00
e Osservazione. Una serie ) zj,, con z, = @, + iy, & convergente se e solo
n=0
+00 “+o00
se sono convergenti le serie delle parti reali e immaginarie: >  z, e Y. yn.
n=0 n=0

In genere, per studiare il carattere di una serie a termini complessi, vi
sono due modi principali. Si pud separare parti reale e immaginaria e studiare
le due corrispondenti serie a termini reali, oppure si studia la convergenza
assoluta.

2 Funzioni complesse di variabile complessa.

Sia f: £ C C — C. Si pud decomporre la funzione f nelle sue parti reale e
immaginaria come segue:

f(z) = fi(z) +ifa(2),
con fi1, fo : E — R. Se poi scriviamo z = x + iy e indichiamo con
E={(z,y) eR?:a+iy € B},
si possono considerare le funzioni u, v : F — R tali che
f(z) = f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y)

e Esempi:

f(z) = 22%; si ha u(x,y) = 22

- y2> U(l‘,y) = 21’y



f(z) = Zisihau(z,y) = 5o, v(@,y) = o3

Se pensiamo ai numeri complessi rappresentati in forma polare, la funzione
f puo anche essere scritta nella forma

f(Z) = f(p610) = ’r(p’ 0) . 67;90([7,9).

con
rp:{(p,0) € [0, 400 x| —m, 7] : pe € B} = R,

T(pa 0) > Ov QD([), 9) € ] - ﬂ-aﬂ-]'

2.1 Limiti e funzioni continue.

Limite di una funzione. Sia f : F C C — C,zy € C punto di accu-
mulazione per E, [ € C. Diremo che [ ¢ limite di f per z che tene a 2y e

scriveremo lim f(z) =1 € C se
Z—20

Ve>036>0:Vz2e€ E,0<|z—20| <, |f(2)—1]<e
oppure, equivalentemente,

V W intorno di [ 3 U intorno di 29 : Yz € UNE, z # 29, f(z) € W.

e Osservazione. Valgono tutti i teoremi algebrici sui limiti che non sono
legati alla relazione d’ordine; ad esempio il limite della somma, del prodotto,
del quoziente, della funzione composta.

Funzioni continue. Sia f: E CC — C, 2y € E. Diremo che f é continua
in zg se

Ve>030>0:Vz e E,|z— 2| <de, |f(2)— flz0)] <e.

Equivalentemente, f ¢ continua in zg se zg € isolato in E oppure lim f(z) =
Z—20

f(20).

Condizione necessaria e sufficiente per 1’esistenza del limite. Sia
f(z) =u(z,y)+iv(z,y), | = a+iB, zo = xo+iyo un punto d’accumulazione,
allora

lim f(z) =1

Z—r20

10



se e solo se

lim u(xr,y) =ae lim v(x,y) = B.
(w,y)—>(wo,y0) ( y) (w,y)—>(wo,y0) ( y) ﬁ

Infatti, si ha

o(z,y) — Bl < [f(z +iy) — 1] < Ju(z,y) — of +[v(z,y) — B

Allora, se |f(z +iy) — 1| <€, siha |u(z,y) —a|] <ee |v(z,y) — ] <e.
Se invece si suppone |u(z,y) —a| < ee |v(z,y)— ] <€, siha |f(x+iy)—I| <
2e.

e Osservazione. Una funzione f = u + iv € continua se e solo se le sue com-
ponenti v e v sono continue.

e Osservazione. Somme, prodotti, composte di funzioni continue sono conti-
nue. In particolare sono continue tutte le funzioni razionali.

e Osservazione. La funzione modulo é continua, valendo

Iz = lzol| < |2 = 20l.

Esempi di funzioni in C. Fissiamo un numero complesso w € C e de-
fintamo f(z) = z + w. La funzione f pud essere interpretata nel piano di
Gauss-Argand come una traslazione.

Fissiamo un numero complesso w € C, |w| = 1, e definiamo f(z) = zw.La
funzione f puo essere interpretata nel piano di Gauss-Argand come una ro-
tazione.

f(2) = Z puo essere interpretata nel piano di Gauss-Argand come una rifles-
sione rispetto all’asse reale.

e Continuita della funzione argomento. Consideriamo la funzione Argomento
Principale f(z) = Arg(z), definita su C\ {0}. La funzione ¢ evidentemen-
te continua su C\] — 0o, 0], tuttavia non & continua nei punti di | — oo, 0].
Infatti, si consideri il punto zyp = zp < 0. Si ha Arg(zg) = 7. Si consi-
deri la successione z, = xg — % Chiaramente limy, 400 2, = o, mentre
limy, 400 Arg(zp) = —7 # Arg(limy,— 400 2n)-

11



Determinazione principale della radice n—esima. Consideriamo [’e-
quazione w™ = z. Abbiamo visto che se z # 0 ’equazione ha n soluzioni: al
variare di k € {0,1,2,...,n — 1} si ha

. (Arg(z) + 2km
wy = V/|z| exp (z—)
n
Possiamo quindi definire n diverse funzioni radice n—esima; ciascuna di que-
ste si chiama una determinazione della radice, é definita su tutto il campo C
: : _ 0. | 2km T 2kmw
e ha valori nella regione angolare {w = pe* : =2 421" < < T4 =01, Defi-
niamo determinazione principale della radice n—esima quella che otteniamo

per k =0, cioé
VE = e (A79))

n

La determinazione principale della radice n—esima € cioé la funzione inversa
della funzione f(w) = w™ ristretta alla zona angolare del piano complesso
{w=pe?: - <0<}

Si osservi che questa funzione é certamente continua dove é continua la
funzione Arg(z), quindi in C\] — 00,0]. La funzione & anche continua in 0.
Infatti, se lim;_, {0 z; = 0 si ha limj_, |2j| = 0 e quindi lim;_, yc {/z = 0.
Invece la funzione non ¢ continua nei punti di | — oo, 0].

Teorema di Weierstrass. Sia K C C un insieme compatto, f : K — R
continua. Allora esistono il massimo e il minimo di f in K.

Si noti che se la funzione f é a valori complessi, non ha significato parlare di
massimo e minimo di f. Vale invece il seguente:

e Teorema di compattezza. Sia f : K C C — C, f continua, K un insieme
compatto. Allora l'insieme immagine f(K) & compatto.

Curve in C. Una funzione continua v : I C R — C, [ intervallo, si dice
una curva parametrica in C. Si ha

v(t) =zt) +iyt) z,y:1—R
L’immagine I' = ~(I) della funzione si dice sostegno della curva.
e Esempi.

La retta (passante per i punti 2y e 21) pud essere parametrizzata da
7:R=C, (t) =z +t(z1 — 20)-

12



Il segmento (congiungente i punti zy e z1) puod essere parametrizzato da
v:[0,1] = C, ~(t) =20 +t(z1 — 20).

La circonferenza di centro zg € C e raggio R puo essere parametrizzata
da v :[0,27] — C, v(t) = 20 + Re™.

Insiemi connessi. Un insieme E C C si dice connesso (per archi) se per
ogni zg,z1 € FE esiste una curva continua v : [ = [a, b] — C tale che
~v(a) = zg, v(b) = 21 e ¥(t) € FE per ogni t € I.

e Teorema di connessione. Sia f: E C C — C, con f continua e E connesso.
Allora f(E) ¢ connesso.

e Corollario: Teorema di esistenza degli zeri. Sia f : E C C — R, f
continua, E connesso. Esistano z1,20 € E: f(z1) < 0, f(z2) > 0. Allora
esiste z € E : f(z)=0.

2.2 Funzioni olomorfe.

Sia f: F C C — C con zp € E e punto di accumulazione di F. f si dice
derivabile in zj se esiste

Fion) — tim T2 = 10)

Z—20 zZ— 20

e C.

Esempi. La funzione costante ha derivata nulla lim Zc__zco =0
Z—rZ20

La funzione f(z) = z ha derivata f'(z) = 1. Infatti lim =22 = 1.
2—20 0

e Osservazione. Tutti i teoremi algebrici visti in R valgono anche in C (teo-
remi sulla derivata della somma, del prodotto, del quoziente, della funzione
composta). In particolare sono derivabili nel loro dominio tutte le funzioni
razionali.

Teorema (Condizioni di monogeneita di Cauchy-Riemann.) Sia f:
ECC—=C, f(x+iy) = u(z,y)+iv(z,y), z0 = xo+iyo € E. Sia f derivabile
in zg, allora sono verificate le uguaglianze

0 5]
({TZ(mo,yo) = 8*;)(900,(@0)
v ou

%(xo,yo) = —@(xo,yo)
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Dimostrazione. Sia f derivabile in zg. Allora esiste il limite

' . f(z0+h+ik)—f(z0)
Z = limm L=/ /A=0)
f'(z) htik—0 ht-ik
= lim  “zothyotk)+iv(zothyotk) —u(zo.yo)—iv(zo.yo)
(h.k)—(0,0) hik
= lim  CothuedMoulo) 4y dothyedovze)
(h,k)—(0,0) v (h,k)—(0,0) v

Il limite deve essere lo stesso indipendentemente dal modo in cui il numero

h + ki tende a zero. Possiamo quindi considerare il caso in cui k = 0,
ottenendo
f(z) = lim u(@othyo) —u(zo.yo) 4 ;15 2othyo) —v(zo.y0)
h—0 h h—0 h

= %(z0,y0) + 5% (20, %0)-

Oppure possiamo considerare il caso in cui h = 0, ottenendo

f’(ZO) = lim u(x07y0+k3€—u(wo,y0) + i lim “(“507904']?3;?)(430,2!0)
k—0 v k—0 g
1 0u

= 1 3%(x0,%0) + Go (w0, yo)-
Si ottiene pertanto

O . 0) + 102 (@0,10) = ~i (0, 90) + o (0. 0)
O 05 Y0 O 0,Y%0) = 8y 0, Y0 ay 0,%0),

da cul la tesi.

Osservazione. Le condizioni di Cauchy-Riemann possono essere descritte
in altri modi. Ad esempio, se consideriamo la funzione f : E C R?2 — C
definita da f(z,y) = f(x + iy), le condizioni di monogeneita si possono
scrivere nel modo seguente

of 10f

oxr  i0y
Si osservi poi che, se la funzione & rappresentata in forma polare, vale il
seguente risultato.

Proposizione. Sia f derivabile in zg = poe®®, 29 # 0, f(pe'®) = f(p, 0).
Allora si ha )
of

of
g (000 = i (o, ).

14



Infatti, si ha

A~

f(p,0) =u(pcosb, psenB) + iv(pcosb, psenf)

da cui
of
6—p(p0, 6o) = wua(pocosby, posenby) - cos by + uy(po cos By, posen by) - sen by
+  1vz(po cos By, posen by) - cos By + ivy(po cos By, posen By) - sen by
e, osservando che si ha u, = v, e uy = —v, e % = —1,
of
%(po, 6o) = —ux(pocosby, posenby) - senbypo + wuy(po cos by, posen by) - cos by po

— vz (po cos by, posen by) - sen By pg + vy (po cos B, posen by) - cos Oy po
= poi (uz (po cos by, posen By) cos By + uy (po cos Oy, posen bp)sen Oy

+ vz (po cos By, posen by) cos By + ivy(po cos by, posen bp)sen 90)

af
= Polai(POﬁO)-

Le condizioni di monogeneita sono necessarie ma non sufficienti per la
derivabilita della funzione. Vale pero il seguente teorema:

Teorema di caratterizzazione delle funzioni derivabili. Sia f: A C
C—C, z€ A, f(x+1iy) =u(x,y) +iv(z,y). Allora f é derivabile in zp se
e solo se valgono le due condizioni

e u e v sono differenziabili in (g, y9) come campi scalari in R?;

e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann.

Introduciamo ora una nozione fondamentale per ’analisi complessa.
Funzioni olomorfe. Sia A C C aperto, f: A — C, zp € A. f si dice

olomorfa in zg se esiste un intorno U di zy tale che f sia derivabile in U.
Una funzione olomorfa su C si dice anche una funzione intera.
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Esempio. La fiunzione f(z) = |2z|? & derivabile in 0 ma non & olomorfa in 0.

Sono funzioni intere tutti i polinomi. Sono funzioni olomorfe tutte le
funzioni razionali. Anche le serie di potenze sono funzioni olomorfe nel loro
disco di convergenza.

2.3 Ripasso sulle serie di potenze in C.

Diremo serie di potenze una serie del tipo

o0
Z an(z — 20)"
n=0

cona, € Ce zg€C.

L’insieme di convergenza della serie é per definizione I’'insieme dei numeri
z € C dove la serie converge. L’insieme di convergenza non pud essere troppo
bizzarro. Vale infatti il seguente teorema:

Teorema di caratterizzazione dell’insieme di convergenza di una

+oo

serie di potenze. Supponiamo che la serie ) a,(z — z9)" converga in
n=0

Z # 29, allora tale serie converge assolutamente in ogni z € C che soddisfa

’z — zo| < ‘2 — zo‘. Inoltre tale serie & uniformemente convergente in ogni
palla chiusa B(zp,r) con r < |Z - zo‘.

In particolare l'insieme di convergenza FE della serie, se non ¢é tutto il
campo C, ¢ un disco di centro il punto zg, che verifica le inclusioni

B(Z07p) - E - B(Zo,,())

dove p ¢ il raggio di convergenza della serie, definito da

+oo
p =sup{|z — 20| : Z an(z — 2zp)" & convergente}.
n=0
I1 disco B(zp, p) viene detto disco di convergenza della serie. Il teorema af-
ferma in particolare che in ogni disco chiuso di raggio strettamente inferiore
al raggio di convergenza si ha convergenza uniforme.

Dimostrazione. Poiché la serie & convergente in z, la successione a,(zZ — )"
¢ limitata, quindi esiste M > 0 tale che |an(2 — Zo)n’ < M per ogni n. Sia
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ze(C:‘z—zo‘<|2—zo,allora

lan(z — 20)"] = |an(z — 20)"] (t_j’b < ME".
~—_—— —
<M 2
=k <1

Per confronto rispetto a una serie geometrica di ragione k < 1, la serie
+oo
> an(z — 29)™ & convergente. Sia ora r < |2 - zo‘. Osserviamo che la
n=0
“+o00 _—
serie Y anr™ & convergente. Per ogni z € B(z0,7) si ha |an(z — 20)"| <
n=0
‘anr”‘. Per 'M-test di Weierstrass si conclude che sulla palla B(zg,r) la

serie converge uniformemente.

Teorema (Derivabilita di una serie di potenze). Sia

+oo
f(z)= Z an(z — 20)"
n=0

una funzione rappresentata come serie di potenze. La serie

+o0o
Z nan(z — 29)" !
n=1

¢ la serie ottenuta derivando a termine a termine la serie di partenze. Detto
p il raggio di convergenza della serie che rappresenta f, si ha che p é anche
il raggio di convergenza della serie delle derivate. Inoltre f é derivabile
all’interno del disco di convergenza e si ha

+o0
f'(z) = Z nan(z — zo)"_l
n=1

per ogni z € B(z, p).
Per induzione si puo verificare che la funzione f ¢ di classe C*° su B(zg, p),

con
+o0

FEE) = "nn—1)--(n—k+Dan(z — 20)""

n=~k

per ogni k € NT.
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2.4 Funzioni analitiche.

Sia f : A C C — C una funzione. Diremo che f ¢ analitica (in A) se per ogni
29 € A e per ogni palla B(zp,7) C A esiste una successione {¢, }, di numeri
+o0
complessi tali che f(z) = > ¢n(z — 20)™ per ogni z € B(zp, 7).
n=0
Dal paragrafo precedente, sappiamo che una funzione analitica ¢é di classe
C®. Inoltre, si calcolano facilmente i coefficienti della serie:

£ (z0)

Cn = ———.
n!

La serie cosi ottenuta si dice anche serie di Taylor di f.
Alcune funzioni analitiche importanti. Definiamo le seguenti funzioni
intere

+00 n

z z 9 :
ef = E — I’esponenziale complesso
n!
n=0

+oo
—1)»
sen (z) = Z (2(714_)1)!22"“'1 il seno complesso
=0

+oo
—1)"
cos(z) = Z (=1) 22" il coseno complesso

senh (z) = Z mz’Q”H il seno iperbolico
n !

z il coseno iperbolico

e Avendo a disposizione la definizione di esponenziale complesso si puo ora
dimostrare la validita della formula di Eulero (si veda a pagina 4): per ogni
o € Rsi ha

e = cos(a) 4 isen (av).
Possiamo anche verificare che la proprieta si estende a ogni numero comples-
so: per ogni z € C si ha

e = cos(z) 4 isen ().
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Di conseguenza si ottengono anche le formule

e’LZ + e—ZZ elZ _ e—ZZ

cos(z) = 5 ; sen (z) = 5;

Dalla definizione si verificano facilmente le seguenti formule:

e+ e * e —e %

cosh(z) = 5 senh (2) = 5

Si osservi che, in particolare, si ha
cos(z) = cosh(iz); sen (z) = —isenh (iz).

e Si pud dimostrare la seguente fondamentale proprietd dell’esponenziale:

per ogni z1, 20 € C si ha

21+2: z z
e?1 72 1 2

=€ -e

La dimostrazione non ¢ difficile ma richiede qualche manipolazione delle se-
rie. Vedremo in seguito (pag. 38) una dimostrazione molto pit semplice che
utilizza il prolungamento analitico.

e Grazie alla proprieta descritta si ottiene inoltre
e* ="t = ¢ e =" - (cos(y) + isen (y))
per ogni z € C.

e Si osservi che ’esponenziale complesso € una funzione periodica di periodo

2mi. Infatti

ez—i—?m — o7 . 627r7, — *

e Si puo dimostrare che, per ogni z € C, si ha

lim (1 + E)n =e°.
n—+oo n
e Si possono verificare facilmente le seguenti proprietéa:
D(e*) =e* D(senz)=cos(z) D(cosz)= —sen(z)
D(senh z) = cosh(z) D(coshz) = senh (z)
cos(z1 + z2) = cos(z1) cos(z2) — sen (z1) sen (22)

sen (21 + z2) = sen (z1) cos(z2) + cos(z1) sen (22)
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e In particolare valgono le identita

sen (z + iy) = sen (z) cosh(y) + i cos(x) senh (y);
cos(z + iy) = cos(x) cosh(y) — i sen (x) senh (y);
senh (z 4 iy) = senh (x) cos(y) + i cosh(z) sen (y);
cosh(x + iy) = cosh(x) cos(y) + isenh (x) sen (y).

e Osserviamo che continua a valere la relazione fondamentale
2 2 _
(senz)® + (cosz)*=1 VzeC
infatti
9 €2iz o 26—izeiz + €—2iz e?iz + 26—7jzeiz + 6—2@'2

(sen 2)% 4 (cos 2)* = — 1 + 1 =1

e similmente si verifica l'identita
(cosh z)? — (senh 2)? = 1.

e Esercizio. Si risolva I’equazione sen z = 2.
Posto z = x + iy si ha

sen (z + iy) = sen (=) cosh(y) + i cos(x) senh (y) = 2,

da cui

sen (x) cosh(y) = 2;

cos(z) senh (y) = 0.
Dalla seconda equazione si deduce che cos(z) = 0 oppure senh (y) = 0, cioé
y = 0. In questo secondo caso, dalla prima equazione si ottiene sen (z) =
2, impossibile. Quindi deve essere cos(z) = 0. Allora senz = 1 oppure
senx = —1. Se senz = —1, dalla prima equazione si ottiene cosh(y) = —2,
impossibile. Quindi necessariamente si ha senz = 1 e cosh(y) = 2, cioé
y = log (2 + \/3) In conclusione le soluzioni sono i numeri

= 7+ 2hm +ilog (2% 3),

al variare di k € Z.
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Logaritmo di un numero complesso. Per ogni w € C, w # 0, ’equazio-
ne e* = w ha infinite soluzioni. Infatti, sia w = pe? e scriviamo z = x + iy.
Si vuole risolvere ’equazione

eer'Ly — pe'LG
da cui

= (1)
y=0+2%nr, kel

Per ogni k € Z, il numero z; = log p + (6 + 2k7) & dunque soluzione.
Si osservi che ’equazione non ha soluzioni se w = 0.

e Diremo determinazione principale del logaritmo il numero
Log (w) = log(fu]) + i Arg(w).

La funzione Log (w) & dunque l'inversa della funzione f(z) = e* ristretta
allinsieme {z =2 +iy e C: —w <y < 7}.

ATTENZIONE! Le usuali proprieta algebriche del logaritmo possono non
valere: ad esempio

Log ((—1) - (=1)) = Log (1) = 0;
Log (—1) 4+ Log (—1) = im + im = 2iw # 0.

Funzioni potenza. Fissiamo w € C. Per ogni z # 0 & possibile definire la
potenza z* ponendo z¥ = e®ogz,

3 Integrazione complessa e funzioni analitiche.

3.1 Curve in C.

Sia I C R un intervallo, 7 : I — C una curva parametrica, v(t) = z(t)+iy(t),
z,y: I —R.

e Una curva v : [a,b] — C si dice chiusa se y(a) = v(b).

e Una curva ~ si dice semplice se non ¢ chiusa ed ¢ iniettiva, oppure se é
chiusa e le sue restrizione agli intervalli [a,b] e ad |a, b] sono iniettive. Una
curva semplice chiusa viene talvolta detta “circuito” o “laccio”.
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e Una curva v : I — C si dice regolare se v & derivabile e si ha 7/(t) # 0 per
ogni ¢t € I. Una curva regolare ¢ dotata in ogni punto 7y (tp) di retta tangente

7(t) = y(to) +t'(to)-

e Si dice che una curva v & la somma (o la concatenazione) di due curve
Y1 € 2 se esiste una parametrizzazione di y del tipo v : [1 U I — C, dove
~ : 11 U I3 & un intervallo e

v1(t) set e Iy,
V() = 9
’}/Q(t) set € Is.

Scriveremo v = v1 + 7.

e Una curva v : [a, b] — C si dice regolare a trattise y =41 +y2+.. +yn €
7; € una curva regolare per ogni ¢ = 1,2,...,n.

Curve equivalenti. Sia~vy: 1[I = [a, b} —Cef:E= [c, d] — C. Diremo
che v e 8 sono equivalenti se esiste un diffeomorfismo ¢ : [c, d] — [a, b] (un
diffeomorfismo ¢ una funzione invertibile, C* con inversa C!) tale che

Bt) =(p(t)) Vte [c,d].

Se ¢'(t) > 0 per ogni t, le curve si dicono equiverse, se ¢'(t) < 0 per ogni t,
le curve si dicono controverse.

e Siay:I[ = [a,b] — C una curva. Diremo curva opposta di v la curva

Teorema della curva chiusa di Jordan. Sia v una curva continua sem-
plice chiusa, con sostegno I' = (7). Allora il complementare di I" ¢ unione
disgiunta di 2 aperti connessi, uno limitato e uno illimitato: l'aperto limi-
tato si dice 'interno di « e verra denotato con ', quello illimitato si dice
I’esterno di v e verra denotato con I'eg;.

e (Curve orientate positivamente.) Diremo che una curva semplice chiusa
regolare y é orientata positivamente se la coppia ordinata di vettori defini-
ta da (v,7) (vettore normale e vettore tangente) & sovrapponibile mediante
rotazione con la coppia ordinata dei vettori di base (e1,ez) del sistema di
riferimento. La definizione si estende naturalmente alle curve regolari a trat-
ti. Ad esempio, la curva v : [0,27] — C definita da v(t) = €% ¢ orientata
positivamente, mentre la curva y(t) = sent + i cost non lo é.
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3.2 Integrale su una curva in C.

Sia A aperto, f : A — C una funzione continua. ~ : I — A una curva
regolare. Diremo integrale di f sulla curva -y il numero

A f(z)dz = /I () A (1) dt

Se I = [a,b], f(z+iy) = u(z,y) +iv(x,y), v(t) = z(t) + iy(t), si ha

[ fyde = f7 [u(@(),y(t) +iv(x(t), y(t)] [/ () + iy/(t)] dt
J2 Tu (), y(1)a' (t) — v (x(t), y(t))y'(t)]dt
i P fu(a(t), y(0)y (8) + v (), y(t)) 2 (t)] dt

Sia v una curva regolare a tratti v = v +y2 + .. + n, ¥ regolare. Definiamo

/fdz = Zn: fdz.
Y =177

e Osservazione. Siano 7 e 5 due curve equivalenti. Allora si ha

Lfdzz/ﬁfdz
[yfdz:/ﬁfdz

In particolare f_7 fdz=— f7 fdz.

se v e (B sono equiverse,

se vy e 3 sono controverse.

e Esempi.
Sia f(z) =1, v(t) = x(t) + iy(t) una curva regolare. Allora

/dz—/ dt+z/b y'(t) dt = v(b) — v(a).

Sia f(z) =1, v: [a,b] — C una qualsiasi curva regolare chiusa. Allora
[ dz=2®) -2 0.
2l
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Sia zp € C, f(z) = ﬁ, v :[0,27] = C, y(t) = 2o + re', il cerchio di
centro zg e raggio r. Allora

1 27 1 )
/ dz = / — rie’t dt = 2mi.
52— 20 0 Te

e Osservazione. Se pensiamo al campo complesso come al piano di Gauss-
Argand, dobbiamo prestare attenzione alla differenza tra I’integrale comples-
so su una curva e l'integrale di linea di un campo sulla curva.

In particolare, se 7 : [a,b] — C ~ R?, I'integrale di linea su 7 del campo
costante f(2) =1, [ ds = ff |7/ (t)| dt, rappresenta la lunghezza della curva,

mentre per quanto riguarda l'integrale complesso si ha fv dz = f(f ~'(t)dt =
v(b) —(a).

Nota. In questi appunti abbiamo preso in considerazione soltanto curve
regolari a tratti. In realta si puo introdurre una definizione piu generale di

integrale su una curva a variazione limitata utilizzando 'integrale di Stieltjes.

Principali proprieta dell’integrale.

e Linearita. Per ogni «, 8 € C si ha

[y(af—i—ﬁg)dz:a/ﬂ{fdz—i-ﬁzygdz.

wam—Lf@+Af@.

In particolare fw fdz+ f_7 fz=0.

o Additivita.

e Stima del modulo. Sia 7 : [a, b] — C una curva regolare a tratti e f(x +

iy) = f(z,y) = u(x,y) + iv(x,y) una funzione continua. Allora si ha

~ b ~
| / fde| < / || ds = / Ft), 5(t)] - o ()] dt.
¥ v a

Dimostreremo la stima lavorando sui vettori nel piano di Gauss.

Ricordiamo la seguente disuguaglianza, che si puo dimostrare utilizzando
le proprieta del prodotto scalare in R?: sia h = (h1, ho) : I — R? una fun-
zione integrabile in ogni singola componente, allora || [, h(t) dt|| < [, ||h|| dt.
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Infatti, posto v = [; h(t) dt, si ha
I [ph@)dt|* = ([, h(t)dt,v) = [((h(t),v)dt < [} [[R@)]| - |[v] dt

loll J; IR dt = 11 [ h() dtl] - [; [[A(8)]] dt.

Dimostriamo ora la stima. Si ha

|f7 fdz} = ‘f; (ux’ —vy’) dt—{—ifab (uy’—l—vx’) dt‘
= H (f; (ux’ - Uy’) dt,f; (uy’ —{—U$/) dt)

Jy

e

(u:n’ —vy,uy + vx')

’ dt
RQ

_ b 2 2 2 2
= [ \/<u2x’ — 2uz’vy’ 4+ 02y’ + uy'? + 2ux’vy’ + v3a! ) dt

Ja \/(UQ(I’2 %) + o2y + o) ) dt

= [ \/((u2 +02)(y? + :c’2)) dt = [7|f|[v'(t)] dt = [ |f| ds.

Passaggio del limite sotto il segno integrale. Siay: 1 — C una curva
regolare. Siano f, : A C C — C funzioni misurabili e supponiamo che
la succesione (f, ), converga puntualmente quasi ovunque a una funzione f.
Supponiamo inoltre che esista una funzione g : A — R tale che |f,,(2)| < g(2)
per ogni n € N e quasi ogni z € A. Inoltre esista finito I'integrale

/79(2) dz.

Allora esistono finiti gli integrali fﬁ/ fa(2)dz e f7 f(2)dz per ogni n € N e si
ha

lim Lfn(z) dzz/7 Hm  fo(2) dz:Lf(z) dz.

n—-4o0o n—-+00

Infatti, la successione di funzioni f,(v(-))+'(-) : I — C & dominata dalla
funzione integrabile g(v(-)) v/(+); pertanto, si conclude applicando il teorema
di Lebesgue.
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Per completezza, dimostriamo anche il seguente risultato (che richiede
ipotesi piu forti rispetto al precedente ma ¢ utilizzabile anche se lavoriamo
con l'integrale di Riemann). Siano f: A C C — C e, per ognin € N, f, :
A C C — C e supponiamo che la succesione ( fy,), converga uniformemente a
una funzione f. Supponiamo esista finito f7 fn(2) dz per ogni n € N. Allora

esiste finito [ f(z)dz e si ha

ngTwAfn(z) dz = /vnEToofn(z) dz.

Infatti, poiché la successione f,, tende uniformemente a f, si ha
li fo — flloo = 0.
Jim [ = fllee =0

(Al solito, se g é una funzione di variabile complessa, indichiamo con § la
funzione corrispondente definita in R?.) Grazie alla linearita e alla stima del
modulo, si ha

|[arae [ s = | [ (e a

< L\fn—f\ds S[/an—fHoods
= |Ifa = fIl 1)

(Qui ||glloc = sup{|g(2)| : z € dom g} & la norma del sup di g, I(y) = f7 ds é
la lunghezza di 7).

Funzioni primitivabili e localmente primitivabili. Sia f: A CC —
C. Se esiste una funzione olomorfa F : A — C tale che F'(z) = f(z) per
ogni z € A, f si dice primitivabile e F si dice una primitiva di f.

f si dice localmente primitivabile se per ogni zg € A esiste un intorno U
di zg tale che la restrizione di f a U é primitivabile; cioé esiste Fyy : U — C
tale che F'(z) = f(z) per ogni z € B(z, 2).

Naturalmente ogni funzione primitivabile é localmente primitivabile. Non
vale pero il viceversa come vedremo fra poco.

e (Caratterizzazione delle primitive.) Sia A connesso, f primitivabile e

fissiamo una primitiva Fy di f. Allora si ha che una funzione F' ¢ una pri-
mitiva di f se e solo se la differenza F' — Fy & costante.
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e (Formula di Torricelli-Barrow.) Sia f : A C C — C una funzione
continua e primitivabile. Sia G una primitiva di f. Sia 7 : [a,b] — A una
curva regolare a tratti. Allora

/fMZwathM)
Y

Infatti
ﬁﬂ@a-ﬁd@%—l%wwMMﬁ

b
- / %(G o 7) dt = G(y(b)) — G(y(a)).

Si osservi in particolare che se f & continua e primitivabile e v é chiusa, si

ha
/fdz:().
¥

e Esempio di funzione localmente primitivabile non primitivabile. Conside-
riamo la funzione continua f : C\ {0} — C, f(z) = 1. Per l'osservazione
precedente f non é primitivabile. Infatti si & visto che

/ }dz =27i # 0.
C <
(Qui C indica il cerchio unitario di centro 0: C : [0,27] — C, C(t) = €*)
Sia ora zp € C\ {0}. Sia Re(zp) > 0. Poniamo Uy = B(zp,7) con
0 <r <l|zl, Fy : Uy — C, Fy(2) = Log (z). Se invece Re(zp) < 0 poniamo
U_ = B(zp,7) con 0 < r < |z, F_ : U_- — C, F_(z) = log|z| + i, dove
z = |z]e"’ e 0 < ¥ < 27 (si tratta di una determinazione non principale
del logaritmo). Si verifica facilmente che F' (z) = f(z) per ogni z € Uy
e F'(z) = f(z) per ogni z € U_. Pertanto la funzione f ¢ localmente
primitivabile.

3.3 1l teorema di Cauchy e sue conseguenze.

Si ¢é visto che l'integrale su una curva chiusa di una funzione primitivabile &
sempre nullo. Il teorema di Cauchy mostra che questo é vero per qualunque
funzione olomorfa, purché 'interno della curva sia contenuto nel dominio
della funzione.
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Teorema di Cauchy. Sia A C C un insieme aperto e connesso, sia f :
A — C una funzione olomorfa, v : [a,b] — A una curva chiusa regolare a
tratti con sostegno I, tale che I';,; UT' C A. Allora si ha

/fdz:O.
.

Dimostrazione. Per semplicitd dimostriamo il teorema nell’ipotesi semplifi-
cata che sia f € C'(A), ipotesi che ci permette di utilizzare la formula di
Gauss-Green per i campi vettoriali. Apparentemente questa ipotesi & piu
forte che la semplice richiesta “f olomorfa”. Vedremo in seguito, tuttavia,
che ogni funzione olomorfa ¢ in realta C'. Una dimostrazione completa del
teorema si pud trovare ad esempio nella dispensa del professor G. Tironi.
Qui sotto il simbolo (¢,7) denota il prodotto scalare in R? tra due vettori
¢ en, 7 il vettore tangente la curva. Se g = (X,Y’) ¢ un campo vettoriale,
indichiamo con [,(g,7)ds = [, X dx + Y dy Dintegrale di linea della com-
ponente tangenziale del campo.

Sia f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), v(t) = x(t) + iy(t). Applicando la
formula di Gauss-Green e le condizioni di monogeneita si ha

[, fdz = [ (ua’ — vy dt + i 7 (v’ + uy) dt
< ) ) > e < (o), () >

= f7 < (u,—v),7) > ds—i—iﬁY < (v,u), 7> ds

= o (~ 8- 32) dudy +i ffo (32— 32) dudy =o0.

Il teorema dei 2 circuiti. Sia A C C un insieme aperto e connesso,
sia f : A — C olomorfa, siano 1,72 due curve regolari a tratti chiuse
con medesima orientazione e con sostegno I'y,I's, rispettivamente, tali che
'y C Toint € Toine\'1int C A. allora si ha che

fdz = fdz.
71 72

Dimostrazione.
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Sia zg € I'14,,¢ e sia r una retta che passi per zg. Per il teorema di Jordan la
retta r interseca sia I'y che I'y formando due insiemi compatti (nella figura
questi due insiemi sono costituiti ciascuno da due punti; in generale pero
questi insiemi potrebbero contenere molti pitt punti e anche essere infiniti).
Poniamo zo = minI'{ N7 e z3 = max I’y Nr. Poniamo poi

z1=max{z €ToNr, 2 <z} zg=min{z €lsNr, z> z3}.

Costruiamo il circuito ¢; come segue (la terminologia usata di seguito do-
vrebbe essere autoesplicativa, per I' sup / inf si intende la parte del circuito
sopra / sotto la retta; si noti il segno — per le parti di curva prese in verso
opposto)

[21,22] + (— I'1 sup da 25 fino a 23) + [zg,Z4] + (F2 sup da z4 fino a zl)
e il circuito g9 come
(Fg inf da z7 fino a 24)+(—[z3,z4])+(—F1 inf da 23 fino a z2)+(—[21,z2]).

Per ipotesi, entrambi i circuiti hanno sostegno in A e parte interna contenuta
in A. Per il teorema di Cauchy si ha pertanto

fdz=0 e fdz =0,
®1 P2
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e quindi

0 = [, fdz+ [, fdz

= [ fdz— S fdz+ [ fdz+ J fdz

v1 da z2 a z3 Y2 da z4 a z1

[o1,22] o]

+ J fdz— [ fdz— / dz— [ fdz

Y2 da z1 a z4 y1 da z3 a 22

33724} [21722]

= fwfdz—f%fdz.

Formule integrali di Cauchy. Siano A C C un insieme aperto e connes-
so, f : A — C olomorfa, v un circuito orientato positivamente con sostegno
I, tale che I', T";,,s € A. Allora, per ogni z € I';; si ha

1 f(©)
=— [ —=d¢.
/) 27?2'/75—2 3
Dimostrazione. Sia z € I'j,; e si prenda B(z,79) C Fmt Per ogni r con

0 < r < rg poniamo C, : [0,2r] — C, C,(t) = 2z + re. Per il teorema dei
due circuiti si ha

27 27
flz+re”) 4 . it
dt = ) dt.
/5_25 cﬁ—zf i rie i i f(z+re")
Per la continuita della funzione h(t, r) = f(z + re') sul compatto [0, 27] x
[0,70] si ha la continuita della funzione integrale H(r) = 0% h(t,r)dt. Per-
tanto si ottiene

lim 27rf(z—i—re BYdt = 27Tf(z)dt=27rf(z)

r—0t Jo 0

e quindi

f(§) f(&) o :
/yg_ . ¢ = rL0+/ - ¢ = zTLré1+ ; f(z+re)dt =i2nf(2).
e Dalla dimostrazione del teorema si ottiene il seguente “Teorema della me-
dia”: per ogni z il valore della funzione in z & caratterizzato dal valore della
funzione sul bordo di un intorno: per ogni r > 0 tale che il disco B(z,r) sia
contenuto in A si ha

1 2w

o f(z+re')dt.

f(z) =
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3.4 Teorema di analiticita delle funzioni olomorfe.

Il teorema che dimostreremo é fondamentale e mostra come le funzioni com-
plesse abbiano comportamenti molto pitl regolari di quelle reali. Esistono
funzioni di variabile reale derivabili n volte e non n + 1 volte, esistono fun-
zioni di variabile reale di classe C'*° ma non sviluppabili in serie di potenze.
Vedremo che per una funzione di variabile complessa essere olomorfa & suf-
ficiente per essere analitica. Quindi si ha che una funzione ¢ olomorfa se e
soltanto se é analitica.
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Teorema. Sia A C C un insieme aperto e connesso. Sia f : A — C
olomorfa. Allora f ¢ analitica.

Dimostrazione. Sia zg € A e r > 0 tale che
B(zp,7) € A. Fissiamo z € B(zp,7) e un raggio
p che soddisfa ‘z — zo| < p < r. Consideriamo il
cerchio 7, : [0,27] = C, v,(t) = 2o + pe'. Per la
formula integrale di Cauchy si ha

1 )
= — d . 2
10 =55 | gon e &)
Osserviamo che, se |£ — zp| = p, si ha
20— 2
§—z:§—zo+z0—z:(§—z0)<1+€0_20> (3)
con
Zo—Z‘ _ |20 — 2| <1.
§— 2o p
Sostituendo ’espressione (3) nella (2) si ottiene
+oo
— [ _ f(€ z2—20\™
f(Z) - Q%rz f'yp 5—(z2) l_zlfj dé‘ - 2%1’2 f'yp 5—(22) ZO (f—zg) df
—z0 n=

+00 n
= n; (Jmfyp(sjf))"ﬂdg)(z_zo) .

Per poter portare la sommatoria fuori dal segno integrale si é usato il fatto

z—20
&§—20

+o0o
che la serie geometrica Y ( )n converge uniformemente nel compatto

E:le—nl=p}

e Abbiamo dimostrato che la funzione f & analitica. Inoltre, ricordando I'e-
spressione della serie di Taylor, la formula appena scritta fornisce le formule
di Cauchy per le derivate della funzione:

n n! A
f( )(Zo)_mL (g_i();nﬂdf-

3.5 1l teorema di Morera.

Il teorema di Cauchy afferma che se una funzione é olomorfa, allora vale
la “proprieta dei circuiti”, cioé 'integrale della funzione su ogni circuito con
interno contenuto nel dominio é nullo. Il teorema di Morera rappresenta
una sorta di teorema inverso. Ciog¢, se la funzione verifica la proprieta dei
circuiti, allore & olomorfa.
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Teorema di Morera. Sia A C C un insieme aperto e connesso, f: A — C
continua. Inoltre supponiamo che per ogni “triangolo pieno” T' C A si ha
Jor fdz = 0. Allora f & olomorfa.

Dimostrazione. Proviamo che f é localmente primitivabile in A. Sia zg € A
e B(zp,p) € A. Se z1,z2 € C indichiamo con [z, 2] il segmento v che
congiunge i due punti z1 e z, cioé v : [0,1] — C, y(t) = 21 + (22 — z1) t. Per
ogni z € B(zp, p) poniamo
/ G
Z07

Proviamo che F' ¢ una primitiva di f in B(zg, p). Si ha, usando la proprieta
dei triangoli nel passaggio dalla seconda alla terza riga,

F'(z) = flllir%)%[F(z—i—h) — F(z)]

= dmd[ [ f©d— [ o)
[zo,z—‘rh] [zo,z]

~ lim } WS f©de+ [ fde— [ fg
[20.2] [2,2+h] [20.,2]

= }1113%),11[ f]fdg_hmhfo f(z +th)h dt.
z,2+h

Per il teorema della media integrale esiste 1, con 0 < 1 < 1, tale che

1
/ F(z+th) dt = f(=+0h) - 1
0

pertanto si conclude

F'(2) —,llli%/fz—i—th)dt—hmf(z—kﬁh) f(2).

Abbiamo dimostrato che f & primitivabile nella palla B(zg, p), con primitiva
F. Quindi la funzione F' ¢ derivabile in B(zp, p), cioé olomorfa, e quindi
analitica per il teorema di analiticita delle funzioni olomorfe. Percio anche
f ¢ analitica in B(zg, p). Ma allora f & olomorfa in un intorno di ogni punto
di A, pertanto é olomorfa in A.
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Teorema di caratterizzazione delle funzioni primitivabili. Sia A C
C un insieme aperto e connesso, f : A — C continua. Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

1. f é primitivabile
2. per ogni circuito v, con sostegno I'y C A, si ha fv fdz=0

3. per ogni curva regolare a tratti v con sostegno I' C A, si ha che f7 fdz
dipende soltanto dagli estremi di ~.

Si noti la somiglianza del teorema con il teorema di caratterizzazione
dei campi conservativi. Se la funzione f & primitivabile in A, allora esiste
F : A — C tale che F'(z) = f(z). Per la formula di Torricelli - Barrow
¢ allora evidente che (1) implica (2) e (3). L’equivalenza tra (2) e (3) ¢
evidente. Se la funzione f verifica (3), si puo costruire una primitiva globale
su A come segue: si fissa un punto zg € A e si pone

F(z) = / £(6) de

con « una qualsiasi curva regolare a tratti che congiunge il punto z al punto
z. La definizione non dipende dalla particolare curva scelta per 'ipotesi (3).
Si calcola poi la derivata della funzione F e si ottiene F'(z) = f(z2).

Insiemi semplicemente connessi. Un insieme A C C si dice sempli-
cemente connesso se per ogni circuito vy con sostegno I' C A si ha I';,; C
A.

Si osservi che in un insieme semplicemente connesso, la “proprieta dei
circuiti” del teorema di Cauchy o del teorema di Morera coincide con la
proprieta (3) del teorema di caratterizzazione delle funzioni primitivabili.
Pertanto, in un insieme semplicemente connesso, le proprieta di una funzione
di essere analitica, essere olomorfa, essere primitivabile, essere localmente
primitivabile, soddisfare le proprieta dei circuiti, sono tutte equivalenti.

3.6 Il teorema di Liouville.

Disuguaglianze di Cauchy. Sia zp € C, r > 0e f : B(z9,7) = C una
funzione analitica, con

+o0
f(z)= Z an(z — 20)".
n=0
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Allora valgono le stime

ol e UG
2€0B(zo,r) T™

per ogni n € N.
Infatti, per il teorema di Taylor e per le formule integrali di Cauchy si ha

2o -

_ f(€
jan] = 2 JoB o) T &

2mi JO (rettynFl 2r JO | (reff)ntT

LJ‘Q’R’ f(ZO+7'5it),r,,L'eit dt‘ < 1 2

f(zo+re't) ‘ dt

< L7 max U@lgr—  max LG
- 0 2€0B(z0,r) 2€0B(z0,7) "

Il teorema che dimostriamo di seguito € notevole; afferma che le uniche
funzioni intere limitate sono le costanti!

Teorema di Liouville. Sia f:C — C una funzione intera limitata. Allo-
ra f & costante.

Dimostrazione. Poiché f é intera, possiamo scrivere
+oo
f(z) = E anz".
n=0

Poiché la funzione ¢ limitata, esiste M > 0 tale che |f(2)] < M per ogni
z € C. Per le disuguaglianze di Cauchy si ha

e G
2€0B(0,r) 1"

<

3R

Prendendo il limite per r — 400, si ottiene

. ) M 0 sen>1
lan| = lim |a,| < lim — =
r—+00 r—+too 17 M  sen=0.

Percid a, = 0 per ogni n > 1 e si conclude f(z) = ao.

Una notevole applicazione del teorema di Liouville ¢ la dimostrazione del
teorema fondamentale dell’algebra.
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Teorema Fondamentale dell’Algebra. Sia p(z) un polinomio di grado
n > 1, allora esiste uno zero di p(z).

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che p non abbia zeri. Allora la
funzione f(z) = le) ¢ definita su tutto C, quindi é una funzione intera.
La funzione inoltre ¢ limitata valendo lim|, |, f(2) = 0. Pertanto, per
il teorema di Liouville, f & costante, ma allora anche p é costante, contro

Iipotesi.

Principio di Massimo. Sia A C C un aperto connesso, f : A — C
olomorfa, v un circuito regolare a tratti con I' U T';,; C A. Sia

M = max|f(2)|.
Allora
|f(2)] < M

per ogni z € ;.

Inoltre, se esiste zy € 'y con f(z9) = M, f & necessariamente costante

esiha f(z) = M su A.

Dimostriamo solo la prima parte. Sia z € I';;; e denotiamo con d la distanza
tra z eI d =min{|z — | : £ € T'}. Per ogni k € N, per la formula integrale
di Cauchy applicata alla funzione potenza (f (z))k, si ha

(e = 5 [UE)

T 2 v §—2

de.

Percio, denotando con £(7) la lunghezza della curva =, si ha

e, prendendo il limite per k¥ — 400, si conclude |f(z)| < M.

36



3.7 Zeri di una funzione analitica.

Sia f : A C C — C analitica. Diremo che zg € A & uno zero di molteplicita k
per f se esiste una funzione analitica g : A — C tale che f(2) = (z—20)*g(2)
per ogni z € A e g(z) # 0.

Si osservi che se zp € uno zero di molteplicita k per f, la funzione f é
infinitesima di ordine k, poiché

f(z)

i
m | 20)F

Z—20 (

= 9(z0).

Per il Lemma di Peano, si ha che zy & uno zero di molteplicitd k per f se
e solo se f(™(z) per ogni n = 0,1,2,...k — 1 mentre f%*)(z) # 0. Si ha in
questo caso

I (), n X f(n)(y, e
f(z)zzfi(o)(z—zo) :(zzo)szn(!o)(zzo) k.
n=k

~~

=g(2)

Dimostriamo ora che una funzione olomorfa non puo avere zeri di molteplicita,
infinita.

Teorema sugli zeri di molteplicita infinita. Sia f : A ¢ C —» C
analitica, con A connesso. Se esiste zg € A tale che f(™(z9) = 0 per ogni
n € N, allora f =0 su A.

Dimostrazione. Se A ¢ una palla del tipo B(zp,p), la dimostrazione ¢
immediata perché in questo caso si ha

IX ), "
f(z)zzfi(o)(z—zo) =0.

|
~ nl
Sia ora A un qualunque aperto connesso. Sia z; € A e si supponga, per as-
surdo, f(z1) # 0. Si prenda una curva continua + : [0,1] — A congiungente
i due punti zg e z;. Poniamo

t =sup{t €[0,1] : f™ (v(t)) =0Vn € N}

e definiamo 2 = ~(f). Poiché f ¢ di classe C*°, si ha f(™(2) = 0 per ogni
n € N. Poiché A ¢é aperto, esiste una palla B(Z, p) C A. Per la prima parte
della dimostrazione, nella palla B(Z, p) la funzione & costantemente nulla,
ma questo fatto contraddice la definizione di ¢.
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Teorema sugli zeri di una funzione analitica. Sia f: A C C — C
analitica, con A aperto e connesso e f non identicamente nulla. Allora
I'insieme Z(f) = {z € A: f(z) = 0} & discreto in A, cio¢ ¢ un insieme privo
di punti di accumulazione in A.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che esista una successione (zx )y di
zeri di f, f(zr) = 0 per ogni k, che converge ad un punto A € A, X\ # z
per ogni k. Per la continuita di f si ha f(A) = 0. Per il teorema sugli zeri
di molteplicita infinita, A non pud avere molteplicita infinita. Sia j la sua
molteplicita. Allora esiste una funzione analitica g che soddisfa

f(z)=(z=Ng(2), g(n)#0.

Per la continuita di g esiste una palla B(\, ) contenuta in A tale che g(z) # 0
per ogni z € B(\, 7). Ma la successione (zx); appartiene definitivamente a
B(\, 1), cioé esiste k tale che per ogni k > k si ha z; € B(\, 7). Quindi, per
questi k si ha la contraddizione

0= f(z1) = (2 — N g(zk) # 0.

e E importante sottolineare che il teorema parla di insieme discreto in A. Si
consideri a esempio la funzione f : C\ {0} — C definita da f(z) = e: — 1.
L’insieme Z(f) non ¢ discreto in C, perché 0 ¢ un suo punto di accumulazione
(si consideri la successione (zy), con z, = Naturalmente, I'insieme

Z(f) e discreto in C\ {0}.

1
Trin)-

Principio di identita delle funzioni analitiche. Sia A C C aperto e
E C A un sottoinsieme non discreto di A. Siano fq, fo : A — C analitiche
tali che f1(z) = fa(z) per ogni z € E. Allora fi = fo.

Infatti, posto f = fi — fo, si osserva che f & una funzione analitica che
si annulla su un insieme non discreto di punti, e pertanto f = 0.

Prolungamento analitico. Sia £ C C un sottoinsieme di Cesia f: F —
C una funzione. Supponiamo che esista una funzione analitica f: A C C —
C, con A aperto e E C A. Diremo allora che f é un prolungamento analitico
di f.

Si osservi che nel caso in cui F sia non discreto, I’eventuale prolungamen-
to analitico di f ad A é unico, grazie al principio di identita delle funzioni
analitiche.

Questo risultato si applica in particolare a insiemi £ C R e permette
di dimostrare agevolmente alcune formule la cui verifica diretta pud essere
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noiosa. Ad esempio, si fissi un qualunque numero reale xy. Consideriamo le
due funzioni f1, fo : E = R — R definite da fi(z) = et e fo(z) = %0 - *.
Evidentemente f; e fo ammettono i prolungamenti analitici su C dati da
fi(z) = e™t% ¢ fy(z) = €% - e, Poiché si ha fi(z) = fo(z) su R, Punicita
del prolungamento analitico ci garantisce che fi(z) = fa(2) su tutto C. Si
puo ora fissare zg € C e considerare le due funzioni g1,92 : £ = R — C
definite da f1(z) = e e fo(z) = e* - €. Usando di nuovo l'unicita del
prolungamento analitico ci permette infine di ottenere I’identita

z1+22 21 22

e =€ e

per ogni z1, zo € C.

4 Punti singolari di una funzione e teoria dei resi-
dui.

Sia A C C un insieme aperto, f : A — C olomorfa. Sia zp € C\A ma
supponiamo che esista un intorno U di zg tale che U \ {20} C A. L’insieme
U \ {20} si dice un intorno forato di zp. Si dira in questo caso che zp & un
punto singolare isolato o una singolarita isolata per f.

e Esempi.
0 & punto singolare isolato per f(z) = L.

z
i e —i sono punt singolari isolati per f(z) = Z%H
sen

0 ¢ punto singolare isolato per f(z) = *2=.

0 & punto singolare per f(z) = Log(z), ma non & una singolarita isolata
perché in ogni intorno forato di 0 ci sono punti appartenenti alla semiretta
reale | — 00, 0] dove la funzione non ¢ olomorfa.

La funzione f(z) = ﬁ ha infiniti punti singolari: tutti i punti del

sen \ —
tipo z = k%r’ con k € Z\ {0}, sono singolarita isolate. Il punto z = 0 é un
punto singolare ma non ¢ isolato, infatti in ogni intorno forato di 0 vi sono
infiniti punti singolari del tipo z = ﬁ

4.1 Classificazione dei punti singolari isolati.

Sia zg un punto singolare isolato per f. Allora si verifica necessariamente
uno (e uno solo ) dei seguenti casi: zp ¢ una singolarita eliminabile, zy ¢ un
polo di ordine k£ > 1, 2y € una singolarita essenziale.
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Singolarita eliminabile. Supponiamo che la funzione f sia localmente
limitata in zg, cioé supponiamo che esista un intorno U di zp e una costante
M > 0 tale che |f(z)] < M per ogni z € U, z # zy. Diremo allora che z &
una singolarita eliminabile per f.

e Proposizione. Una singolarita isolata zy & una singolarita eliminabile per
f se e solo se esiste finito il limite

lim f(z) =X eC.

Z—20

In questo caso la funzione

A sez = 2p

(2) = {f(z) sez # zg,

& un prolungamento analitico per f.

Dimostrazione. Poniamo g(z) = (z — 29)?f(2). Poiché la funzione f & lo-

calmente limitata in 2z si ha lim g(z) = 0 . Possiamo quindi estendere con
Z—r20

continuita in zp la funzione g, ponendo g(z) = g(z) se z # 2o e g(z9) = 0.

Verifichiamo che g é derivabile in zg. Infatti si ha

lim 9(2) —9(x0) _ lim (z — 20)% f(2)

Z—20 zZ — 20 Z—20 zZ— 20

=0.

Ne segue che g é olomorfa in U e quindi analitica su tale insieme. Pertanto
g si puo sviluppare in serie di potenze

+oo
g(z) = Z an(z — 20)".
n=0

Si ha g(z0) = §'(20) =0, quindi ap = a1 =0 e

+o00 “+o0
9(2) =D an(z—20)" = (2 — 20)> Y _ anyalz — 20)™.
n=2 n=0
Poniamo
F2) =3 ansalz — 200"
n=0

f:U — C ¢ il prolungamento analitico di f cercato.

e Esempi.
0 & punto singolare isolato eliminabile per f(z) =
5 ¢ punto singolare isolato eliminabile per f(z) =

sen z
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Polo di ordine k. Supponiamo ora che la funzione f non sia localmente
limitata in zg, ma che esista k € N* tale che la funzione g(2) = (2 —20)* f(2)
sia localmente limitata in zy. Si puo allora considerare il minimo naturale
per cui questo accada, cioé si pud supporre che per ogni j, con 0 < j < k,
la funzione (z — 29)? f(2) non sia localmente limitata in z9. Diremo allora
che zp ¢ un polo di ordine k per f. Se k = 1 diremo anche che 2y é un polo
semplice, se k = 2 un polo doppio.

e Proposizione. Una singolarita isolata zy é un polo per f se e solo se

lim |£(2)] = +oc,

Z—r20

e, in particolare, zy é un polo di ordine k per f se e solo se

ILm |(z —20)7f(2)] = 400, perogni j=0,1,...,k—1,
Z—%20

lim(z—zo)kf(z) = AeC\{0}.

z—20

Dimostrazione. Supponiamo che zg sia un polo di ordine k per f. Allora,
posto g(z) = (z — 20)¥ f(2), si ha che z & una singolarita eliminabile per g.
Quindi esiste il prolungamento analitico g di g in U. Sia

+o0o
g(z) = Z an(z — 29)".
n=0

Si osservi che ag # 0, altrimenti la funzione (z — z9)*~! f(2) sarebbe local-
mente limitata in zg, contro la definizione di polo di ordine k. Questo prova
in particolare che lim, . (2 — 20)*f(2) = ap € C\ {0}. Per ogni z € U,
z # zp, si ha

+00
_ 9(2) _ ag ai ak—1 o \n—k
f(z) = =2 (Z_Zo)k+(z_20)k_1+ +Z—ZO+;a"(Z 20)" ",

e si conclude che
lim |f(z)| = 4o0.

Z—r20

In modo simile, osservando che (z — z9)’ f(2) = %, si verifica che

lim |(z — 20) f(2)| = +oo,

Z—20
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perogni j=1,2,...,k—1.

Supponiamo ora che sia

lim |f(2)| = 4o0.

Z—20

Dimostriamo che zg é un polo. Per il teorema della permanenza del segno
esiste un intorno V' di zp tale che |f(z)| > 1 e, in particolare, f(z) # 0 per
ogni z € V, z # zp. Consideriamo la funzione reciproca g : V' \ {20} — C,
g9(z) = ﬁ La funzione g & olomorfa in V' \ {20} ed ¢ ivi limitata. Si ha
infatti lim,_,,, g(z) = 0. Pertanto zp ¢ una discontinuita eliminabile per g.
Esiste allora il prolungamento analitico di g definito da

g(z)z{“lz) T

0 z=z.

Poiché g ¢ analitica possiamo scrivere

+o0
g(z) = Z an(z — 20)".
n=0

La funzione g non ¢é identicamente nulla, pertanto esiste un indice k tale che
an =0perognin=0,1,...,k—1e ar # 0. Si ha dunque

+00 too
9(2) =Y an(z—20)" = (2= 20)" D> ansu(z — 20)™
n=~k n=0

Si osservi che, per ogni z € V', z # 2, si ha

(2 = 20)" £(2) = ,

Z an-i—k(z - ZO)n
n=0

e quindi la funzione (z — 29)¥ f(2) ¢ localmente limitata in zy. Questo signi-
fica che zp & un polo di ordine k per f.

e Si osservi che se zg € uno zero di una funzione analitica f con molteplicita

k, allora zg & un polo di ordine k per la reciproca %

e Esempi.

Sia f(z) = ﬁ I punti —4,7 sono poli di ordine 1.

Sia f(z) = #Os(z) Per ogni k € Z il punto 2k7 é un polo, di ordine 2
se k #£ 0, di ordine 1 se k = 0.
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Singolarita essenziale. Supponiamo ora che, per ogni n € N, la funzio-
ne f(z)(z — zo0)" sia illimitata in U. Diremo allora che zp ¢ una singolarita
essenziale per f.

e Proposizione. Una singolarita isolata zg é una singolarita essenziale per f
se e solo se non esiste il limite

li :

Jim |f(2)]
Infatti, se tale limite esistesse finito, la singolarita sarebbe eliminabile, se
invece esistesse infinito, sarebbe un polo.
e Esempio. Sia f(z) = e'/?. Proviamo che il punto 0 & una singolarita
essenziale per f verificando che non esiste il limite lim,_,., | f(2)|. Infatti, se
il limite esistesse, esisterebbe anche il limite della restrizione di f all’asse
reale. Ma si ha

lim [f(z) = +o0i  lim |f(:)| =0.

z=x—07F z=x—0~

Pertanto, il limite non esiste.
Osserviamo la seguente notevole particolarita di questa funzione. Consi-

deriamo 'equazione

el/z

= w7
con w # 0. Sia w = pe’ e poniamo % = « + i3, si ottiene allora ’equazione
el/z _ ea—l—zﬁ _ pew’

che ha come soluzioni i punti

1
" logp+i(0+ 2km)’

al variare di k € Z. Si noti che si ha khI:Itl zr = 0. Pertanto in ogni intorno
— 00

di 0 I'equazione ha infinite soluzioni.
L’esempio specifico illustra una situazione che & in realta generale. Vale
infatti il seguente notevole teorema.

Teorema di Picard. Sia zy una singolarita essenziale per f. Allora, per

ogni w € C, con 'eccezione di al piu un valore, I'equazione f(z) = w ha in
ogni intorno di zg infinite soluzioni.
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4.2 Residuo di una funzione in un punto singolare isolato.

Sia A C C un aperto e f : A — C una funzione analitica. Sia zp una
singolarita isolata per f. Diremo residuo di f in zg il numero

Res(f, z9) = /f z,

dove v & un qualunque circuito orientato positivamente con sostegno in A
e contenente al suo interno zp e nessun’altra singolarita. Si osservi che la
definizione non dipende dal particolare circuito utilizzato nella definizione,
grazie al teorema dei due circuiti.

e Esempi.
Si calcoli il residuo della funzione f(z) = % Si pud considerare come
curva 7 il cerchio unitario di contro 0: Cy : [0,27] — C, C4(t) = €%, il cui

sostegno circonda la singolarita z = 0. Si ha

1 1
/ —dz = 2mi Res(f,O) =1
ol z z

Si calcoli il residuo della funzione f(z) = ﬁ nel punto z = ¢. Dobbiamo
scegliere una curva che contenga il punto ¢ al suo interno ma non contenga il
punto —i. Ad esempio si puo scegliere il cerchio v : [0,27] — C, y(t) = i+e®.
Si osservi che

1 _1(1 1)
2241 2\z—i 2413/

Usando il teorema di Cauchy nel secondo addendo si calcola

1 1 1 1 1
/ S dz = — - dz — — - dz
5 25+ 1 21 N2 21 N2zt
1 ditgr— Lo
= — — e — 274
21 0 €Zt 21 ’
e quindi si conclude che Res(zz—lﬂ, 1) = —%.

In genere pud essere complicato calcolare il residuo direttamente dalla
definizione. Se la singolarita non é essenziale, tuttavia, esiste una formula
per il calcolo.
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Teorema sul Residuo di un polo di ordine n. Sia A C C un aperto e
f: A — C una funzione analitica. Sia zp un polo di ordine n (una singolarita
eliminabile sara considerata come polo di ordine 0). Alllora vale la formula

n—1
Res(f.20) = oy im o (=01 2)).

Dimostrazione. Sia g il prolungamento analitico della funzione (z —z¢)" f(2).
Per la formula integrale di Cauchy della derivata di ordine n — 1 si ha

(n-1)(,y = (M= 1)! 9(§) _ (=D [ FEE —20)"
g (2) 21 X, (= z)”dg 27 /7 (&—2)n de.

Prendiamo il limite per z — zg. Per verificare che si pud portare il limite
sotto il segno integrale, si osservi che poiché z — zp, si puo supporre che

'f(ﬁ)(f —20)"
(&—2)"

<2[f (&)l

e si puo applicare il teorema di Lebesgue. Si ottiene allora

(n-1)(, )~ (n— D) gE
gV (z0) . Lf(é‘) ¢

21

Osservando che

n—1

9" D z0) = tim (2 = 20)"£(2))

z—z0 dz" ™ 1

si conclude.

e Osservazione sulle singolarita coniugate. Sia A C C un apertoe f: A - C
una funzione analitica. Supponiamo che f soddisfi la relazione f(z) = f(2),
per ogni z € A; in particolare la condizione é verificata se f ¢ una funzione
razionale g con p, q polinomi a coefficienti reali. Sia zg un polo di ordine n.
Allora anche Zj € un polo di ordine n e si ha

Res(f? Z_O) = Res(f? ZO)

Infatti, basta osservare che si ha (" (z) = f(")(2) per ogni n € N e applicare
la formula. Dimostriamo ’asserto per la derivata prima. Si ha

15 i LEHN=1(2) _ g5, SCGHR-(2)
f'(z) = }ILIH%) 7 fllmé +
i JEHR)—f(Z) g feth) =)\ _ 7
= FILH% - }lln%( ~ ) f'(2).
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e Osservazione sui poli semplici delle frazioni. Sia f(z) = Zg'g, g, h analitiche,

2o uno zero semplice per h, g(zg) # 0. Allora zp ¢ un polo semplice per f e
si ha

s~ 42

4.3 Serie di Laurent.

Consideriamo una funzione ¢ : Z — C, e poniamo z, = ¢(n). Definiamo in
questo modo una successione bilatera (z,),. Associata a questa successione
si pud considerare la serie bilatera

“+oo
E Zn-

n=—oo

La serie si dice convergente se convergono entrambe le serie usuali
+oo +oo
g Z_p e E Zn-
n=1 n=0

In particolare siamo interessati alle serie di potenze bilatere, del tipo

“+oo

Z en(z — 20)", (4)

n=—0oo

con zg € C fissato e (¢, )n successione bilatera di numeri complessi.

La serie
—+o00

Z cn(z—20)""

n=1

si dice parte singolare o parte caratteristica della serie (4). La serie

—+oo
Z en(z — 20)"
n=0

si dice parte regolare della serie (4).

Denotiamo con Ri il raggio di convergenza della serie di potenze (usuale)
1
+oo
E c_pw"
n=1
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(con la convenzione di scrivere eventualmente R% =0se Ry =+ e R% =

+oo se Ry =0). La serie

+oo
Z cn(z—20)7"
n=1

¢ pertanto convergente se |z — zp| > R; e non & convergente se |z — zp| < Rj.
Sia Ro il raggio di convergenza della serie

+oo
Z en(z —20)"
n=0

e supponiamo R; < Rs. La serie di potenze bilatera sara convergente nella
corona circolare

C(z0; R1,R2) = {2 € C: Ry <|z— 20| < Ra}.

La serie non converge se |z — zp| < Ry oppure |z — zg| > Ry. In generale
non sappiamo come si comporta la serie sul bordo della corona (potrebbe
convergere in alcuni punti e non convergere in altri).

e Si osservi che la nozione di convergenza qui data ¢ diversa da quella usual-
mente adottata per le serie di Fourier.

e Osservazione. Sia zg € C un polo di ordine k per una funzione analitica

f:U\{2} — C. Sia N
9(2) =Y _aj(z — 2’
=0

il prolungamento analitico della funzione (z — 29)*f(2). Se z # 2o si puo
scrivere allora

) N ~ VPR ET e DT
O e D DUICEEO ) DR
7=0 n=—oo

con ¢, =0sen < —k, ¢, = anprg se n > —k. Abbiamo quindi rappresentato
la funzione f nell’intorno forato U \ {20} come una serie bilatera di potenze.
Vedremo che questo risultato & molto generale.
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Teorema di Laurent. Sia z5 € C,0< R; < Ry < +o0,
C(z0; R1, R2) = {Z ceC:R < }Z — Zo‘ < RQ}

la corona circolare di centro zg e raggi R1, Re. Sia f : C(20; R1, R2) — C una
funzione analitica. Allora f € rappresentabile come serie bilatera di potenze

centrata in zg,
+o0o

f(z) = Z cn(z—zo)n. (5)

n=—0oo

Inoltre per ogni n € Z si ha

_ 1 f€)
e

dove v & un qualsiasi circuito orientato positivamente con sostegno nella
corona C.
La serie (5) & detta serie di Laurent.

Dimostrazione. Sia-

no Cj il cerchio di
centro zp e raggio

Ry, C5 il cerchio di

centro zg e raggio Ry

(i casi Ry = 0 op-

pure Ry = 400 so-

no di facile interpre-
tazione).  Fissiamo

FARS C(ZQ;Rl,RQ) e
prendiamo una co-

rona circolare C(zo;71,72) C
C(z0; R1, R2) tale che :
z € C(zp;7r1,72). In
particolare si avra

-
’

R1<T1<|Z—ZQ|<T2<R2.

Chiamiamo ; e 2 i due cerchi di centro zg e raggi r1 e ro rispettivamente.
Fissiamo una retta che passa per zg e non passa per z, e consideriamo i due
circuiti 1 e g cosi definiti:

* (1 percorre un semicerchio (chiamiamolo “superiore”) di - in verso
negativo (orario), poi un segmentino di retta fino a raggiungere 72, quindi
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il semicerchio “superiore” di =9 in verso positivo, infine il segmento di retta
che chiude il circuito raggiungendo di nuovo ;.

* (pg percorre il semicerchio “inferiore” di ; in verso negativo (orario),
poi un segmentino di retta (in verso negativo) fino a raggiungere 7,, quindi
il semicerchio “inferiore” di 9 in verso positivo, infine il segmento di retta
(in verso negativo) che chiude il circuito raggiungendo di nuovo ;.

Il punto z si trova all'interno di uno (e uno solo) dei due circuiti: ¢
oppure . Sia per esempio z interno a ¢; (e quindi non & interno a ¢3).
Allora si ha, per la formula integrale di Cauchy,

fo) =5 [ L9

2mi J, §— 2

de.

f(w)

—, ¢ olomorfa all’interno

Poiché z non ¢ interno a ¢s, la funzione g(w) =
di @9 e quindi, per il teorema di Cauchy,

S

0=
m{—z

dg.

Sommando i due integrali e usando 1’additivita si ottiene

1 fE) fE)
f(Z) B %< 9015_ <p2§_

— %( [ﬂéf—é d§+[y2 ()

Consideriamo il primo integrale. Si ha, per ogni £ sulla curva =i,

de + dg)

1€ — 20| < |2 — 20,

e quindi

§ — 20

zZ— 20

< 1.

f—z:(zo—z)(l—g_zo), con

zZ— 2
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Percio si puo scrivere

A (SIS U N (I
e T e,

Consideriamo ora il secondo integrale. Si ha, per ogni £ sulla curva s,
€ — 20 > |z — 20,

e quindi

ffz:(ffzo)(lfz_z()), Con‘z_zo‘<1.

£ — 20 — 20
Percio si puo scrivere
1 1 1
LRy (CPPR Ny i R —
271 )y, §E— 2 270 )y, € — 20 1_6720

“+oo
_ 1 f(€) Z(Z_ZO)ndg

2mi Vzg_ZOkZO £— 2
+oo 1 f(é) n
) 7;)(%2'[,2(5_2,())71“61§>(z—20)_

La permutazione del simbolo di integrale con quello di sommatoria é resa
possibile dalla convergenza uniforme delle serie considerate. Abbiamo in
definitiva ottenuto che, per ogni z € C(zp; R1, R2), si puo scrivere

-1
10 = % (o ] gl -y
ST 1(€) "
" nz:() <Tm /w (€ — zo)nt1 dg) (2 =20)"
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Prendiamo ora un qualsiasi circuito v con sostengo nella corona circolare
C(z0; R1, R2). Applicando il teorema dei due circuiti si ha

1 f(€) 1 f(€)
Qlewdﬁ—medf

1 f(€) 1 f(€)
2mi /., (€ — zo)"F! d = 2mi )., (€ — 29)" T .

Si ¢ quindi dimostrato che, per ogni z € C(zo; R1, R2), si ha

—+00

f(2) =) ealz —20)",

o L[ f©
cn=-— [ ————d
2mi L (& — zp)t! ¢
per ogni n € Z.

Osservazioni. Sia R; =0, C(z0;0, Re) = B(z0, R2) \ {20}. f hain zyp un
punto singolare isolato. Allora:

e 2y ¢ eliminabile se e solo se ¢, = 0 per ogni n < —1. In questo caso la
serie di Laurent di f coincide con la serie di Taylor del prolungamento
analitico di f su B(zo, R2);

e 29 €& un polo di ordine k se e solo se ¢, = 0 per ogni n < —k e c_ # 0;

e 2y & una singolaritd essenziale per f se e solo se per ogni k € Z esiste
n < k tale che ¢, # 0.

Si osservi inoltre che

_ 1 f(&) _ 1 _
Cl—m/v(g)_mdg—.[yf(g)dg—Res(faZO)-

-2 2mi

Calcolo dei coefficienti della serie di Laurent. Consideriamo una fun-
zione analitica in un intorno forato di zy, con zy polo di ordine k. La serie
di Laurent associata &

+o00
C_L C_k+1 C_1 n
+ — —i—...—i—i—i-g cnlz —20) -
(z-20)"  (2-20)"" ) T
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Ricaviamo una formula per calcolare i coefficienti della serie di Laurent senza
dover ricorrere all’integrazione. Sappiamo che

! lim D=1 ((z— zo)kf(z)).

¢-1 = Res(fs20) = =y i

Poniamo ora

g9(z) = (2—20)f(2)
T + Gt

+ca+ Z ez — 20)" L

(z zo)

Si ha allora

co2 = Res(g,20) = gigy lim DD ((2 — 20)"g(2))

T z—20

= oy Jim DO — 20" (2)).

Per induzione si ottiene la formula generale

s = g, D (= )
e Metodo dei coefficienti indeterminati. Un altro metodo per il calcolo dei
coefficienti nel caso di frazioni di funzioni analitiche & quello dei coefficienti
indeterminati. Siano f, g funzioni analitiche e sia zp uno zero di molteplicita
k di g, f(z0) # 0. Supponiamo noti i coefficienti degli sviluppi in serie di
Taylor delle funzioni f e g:

+oo “+oo
S aulz—z2)" e gz = bulz— )"
n=0 n=k

essendo bg = by = -+ = b1 = 0. Per la funzione h(z) = 58 il punto zp &

un polo di ordine k, quindi la funzione h si pud rappresentare come serie di
Laurent come segue

f(2) C_k C—k+1

— + + o+ + en(z — 20)"
g(z)  (z—20)k (22— z)k! (z — 20) Z "

92



Vogliamo determinare i coefficienti ¢, cx_1, ..., c—1. Moltiplicando per g(z)
si ottiene

f(Z) = (Zi_zl(;)k (bk(Z—ZO)k+bk+1(Z_ZO)/€+1 + )
+ (zi;% (bk(z — 20)F + bpy1(z — 20)F 1 4. >
+ ...
+ (bk(Z —20)F + by (2 = 20)" !+ )

+ +o0 ez — 20)" (bk(z —20)F +bpr1(z — 20)F T+ ... )

Moltiplicando a termine a termine e uguagliando i coefficienti dei termini
dello stesso grado si ottengono i valori richiesti:

= C—k(bk+bk+1(2—2’0)+--~)
+ C_]H_l(z*Zo)(bk+bk+1(2*20)Jr...)Jr...
+ C_1(Z—Zo)kfl(bk+bk+1(z—2’0)+...)+...

ap+ai(z—z0)+...

Ad esempio avremo

_ap _ap — ¢ kb _ag — ¢ gbryo — ¢ gy1bryn
C—k=7>H Ck+1=—73 > Cokt2= )
bi bi bi
e cosl via.
Esempio. Sia f(z) = 1, g(z) = z —senz. Si vuole determinare la parte
caratteristica della serie di Laurent della funzione h(z) = Z_Slenz centrata in
z = 0. Poiché g(z) = %23 — éz5 + .-+, 0 ¢ un polo di ordine 3 per h e si ha
2 L1,
1= (cog+coz+cqz +”')(6_§Z +...)
_ _ _ 3
C_3—6, 6_2—0, c_l—ﬁe
+o0o
1 6 1 n
z—senz Z:,,+Z+ZO:CnZ )
In particolare Res(h,0) = 13—0.
Esempio. Sia f(z) = sen(1). Si vuole determinare la serie di Laurent

della funzione in un intorno forato di 0. Osserviamo che 0 ¢ una singolarita
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essenziale, quindi non abbiamo a disposizione né il metodo dei coefficienti
indeterminati né il metodi dei residui. Tuttavia si osserva che

+o0o
_ (_1)71 n
sen (w) = g::o mw2 +

Ponendo w = % si ottiene

o] n 0 —2n
sen(l) _ +Z (_1) Z—(2n+1) _ Z (_1)1 § 2(271—1)
2 (2n + 1)! B (1 —2n)!

n=0 n=—00

In particolare Res(f,0) =c_1 =

4.4 Decomposizione di una funzione razionale in frazioni sem-
plici.

Siano a e b polinomi, f(z) = %)

b Una funzione razionale. Se il grado del nu-
meratore € maggiore o uguale af grado del denominatore, possiamo dividere
a per b in modo da ottenere il polinomio quoziente ¢ e il resto r. Avremo
allora a =b-q+r e quindi f(2) = q(z) + %. Possiamo quindi limitarci a

a(z)

considerare funzioni razionali f(z) = b(2) dove il grado di a é strettamente
inferiore al grado di b.

Siano aq, ag...a, gli zeri del denominatore b(z), rispettivamente di mol-
teplicita ki, ks, ..ky,. Possiamo rappresentare la funzione f come somma di
frazioni semplici:

= a1 1,2 a1.3 _ Mk
) = Zat e e Tt e
o1
a1 az 2 a3 a2,ko
T e T a2 T e T T Gan)e
g2
+ ...
an,1 an, 2 an, 3 An, ke,
+ Z2—an, + (z—ap)? + (z—am)3 +o Tt (z—am)kn
~
On

dove o; € la parte caratteristica della serie di Laurent di f in un intorno
forato del polo «;.
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a(z)
b(z)

a1, ...y, gli zeri del denominatore b(z) e sia 0;(z) la parte caratteristica
della serie di Laurent di f in un intorno forato di a; non contenente nessuno

zero di b(z). Allora si ha

Teorema Sia f(z) =

con a, b polinomi di grado dega < degb. Siano

f(z)=> ;).
j=1

Dimostrazione. Poniamo g(z) := f(2)—=>_7_; 0;(2). La funzione g ¢ analitica
su C\ {a1,ag,...,a,}. Mostriamo che esiste il prolungamento analitico g di
g su tutto C. Infatti, sia U; un intorno di «; che contenga soltanto a; come
singolarita. Rappresentando la funzione f come serie di Laurent in U; \ {«;}
s1 puo scrivere

+oo n 00 n
9(2) = (0i+ ) emlz—0a)™) =Y 0j(z) = D em(z—ai)" = D 05(2),
m=0 j=1 m=0 j=1;ji

e quindi viene semplificato il termine singolare.
La funzione g é dunque intera. Si ha inoltre

lim |g(z)| =0,

|z] =400

e quindi la funzione ¢ anche limitata. Per il teorema di Liouville si conclude
che g, e quindi g, é una costante, che deve essere necessariamente zero.

e | coefficienti a; ; che appaiono nella decomposizione possono essere calco-
lati con i metodi gia studiati per calcolare la parte caratteristica della serie
di Laurent della funzione. In alternativa possono essere calcolati risolvendo
un sistema in n incognite.

Esempio.
oz—1 a3 a2 a1 a2 a2,1
1z) = B(z+1)2 23 22 z  (z+1)2 * (z+1)

Moltiplicando per il minimo comun denominatore si ottiene I’equazione

z—1=a13(z+ 1)2 +ai22(z+ 1)2 + al’le(z + 1)2 + CLQ’QZS + a27123(z +1)

da cui il sistema

0 = ags1+ai
0 = a1+ az2 + 2@171 +ai2
0 = a1+ 2a1
1 = a2+ 2a13
-1 = a3
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le cui soluzioni sono a3 = —1, a12 =3, a1,1 = =5, ag2 = 2, as1 = 5.

4.5 Calcolo di integrali con i residui.

In questa sezione vedremo come applicare la teoria dei residui al calcolo degli
integrali.

Il teorema dei residui. Sia A aperto connesso, f : A — C olomorfa.
Siano z1, 29..., z, punti singolari isolati di f e sia v un circuito orientato
positivamente con sostegno I' C A, tale che {z1,22,...,2,} C I'ipe € non vi
siano altre singolarita di f nell’interno di I'. Allora

/fdz = 2m’§n:Res(f, 2k)-
.

k=1

Dimostrazione. Per ogni £ = 1,2,...,n sia 7, un cerchio di centro z; e
raggio opportuno in modo tale che il suo sostegno 'y, sia contenuto in A, zg
sia 'unica singolarita di f interna a I'y, e Iy NT; = 0 se k # j. Conduciamo
dei segmenti che congiungono punti opposti di I' passando per le singolarita
e costruiamo dei nuovi circuiti @1, s, ..., ©m, 1 cui tratti sono costituiti da
archi di « in verso positivo, tratti dei segmenti, archi dei cerchi «; in verso
negativo, in modo tale che all’interno di ciascuno di questi circuiti non ci
siano singolarita e la somma algebrica dei circuiti sia complessivamente

prtortetom=7—(nAnttm).

Nel disegno le singolarita sono quat-
tro, il circuito grande «y e i cerchiet-
ti 7y, sono tracciati in nero, i circui-
ti ¢ sono colorati di rosso, verde,
azzurro, giallo.

Per definizione di residuo si ha

/ fdz =2miRes(f, z)
T

per ogni £k = 1,2,...,n. Per il
teorema di Cauchy si ha
/ fdz=0
Pk
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per ogni k =1,2,...,m. Dall’additivita dell’integrale si conclude allora
m n
O:Z/fdz:/fdz—Z/fdz
k=lg, K k=ly,

e quindi

Valor principale. Il teorema dei residui ¢ molto utile quando si vuole
calcolare il valor principale di una funzione. Sia f : R — R. Diremo valor
principale di f su R, se definito, il numero

Pv/:of(x)dx = lim /Zf(x)da:.

R—+o00

Piu in generale si parla di valor principale anche nel caso in cui sono presenti
una o piu singolarita della funzione nel dominio di integrazione. Rinunciamo
a proporre una definizione precisa preferendo offrire un esempio esplicativo.

PV +0071 d li 7%71 d
/OO x(z—1) v Rau}rloo(/R x(z—1) v

-5 1 R 1
+ / —— d:r—i—/ —— da:).
P CEa A SR )

e Logaritmo integrale. Un’applicazione del valor principale si ha, ad esempio,
nella definizione del logaritmo integrale, definito per ogni x > 0, x # 1:

z
li(z) := PV/ dy
(=) o logy

x
1
lim/ dy se O0<a<l,
e—0t J. logy

l1—¢ 1 T 1
lim (/ dy+/ dy) se x> 1.
=0t \ ) logy 14e l0gy

Nell’applicazione della teoria dei residui al calcolo di integrali sono partico-
larmente utili i tre lemmi che seguono. Siano zy € C, Ry > 0 e 61, 65 tali che
—m < 01 < 0y < 7. Definiamo il settore angolare “esterno”

Sest(zo;Ro; 91,92) ={zeC: ‘z - 20’ > Ry, 6h < Arg(z — z9) < 62}

e il settore angolare “interno”

Smt(ZQ;RQ;Ql,@Q) = {Z ceC:0< ‘Z — Zo| < Ry, 01 < A’rg(z — Zo) < 92}
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Lemma del cerchio grande. Sia A C C aperto e connesso, S = S¢qt (zo; Ry; 01, 62) C
A, f: A — C continua. Supponiamo che esista

lim (z—20)f(z) =X €C.

z€S, |z|—=+o0

Allora si ha
lim f(z) dz = )\Z(eg - 91),

R—+o00 YR

dove g : [91, 92} — C ¢ I'arco di cerchio yg(t) = 2z + Re®.

Dimostrazione. Per ogni R > Ry poniamo

Mp = max‘(z —20) f(2) — A‘

zel'p

(qui I'g denota il sostegno della curva yg). Per ipotesi abbiamo che

li Mg = 0.
R—1>r£oo R

Osserviamo che

f)dz =

| (e
= / (2 —20)f )\der/ A dz.
v YR

A
+ )dz
YR Z—Zo Z— 20

. z— 20 Z= %
Si ha 0 it
> )
/ A dz — / )\th dt = Xi(03 — 01).
R 2~ 20 o, Ite!
Inoltre
_ — A M
’/ (z — 20)f(2) dz‘ < / TRis = Mp(02 — 61)
. zZ— 20 TR R
e quindi

lim / (z—20)fG) =A,

R—+o00 zZ— 2

e Esempio. Si calcoli il valor principale

+oo 1
PV e
/_OO @2rzr12®

o8



3

La funzione integranda presenta due poli doppi coniugati in —%iiT?’. Fissia-

mo R > ’ — % —i—z@‘ = 1 e costruiamo il circuito ¢ g, costituito dal segmento
sull’asse reale [—R, R] seguito dal semicerchio superiore v : [0,7] — C,
vr(t) = Re', in verso positivo. Il circuito contiene la singolarita isolata

3

—% + 273 per la funzione f(z) = Pertanto, per il teorema dei

1
(22+2+1)2"
residui, si ha

1 4
/@R R+z+12 es(f:?) 9\[”

Si noti che I'integrale non dipende da R. Per il lemma del grande cerchio,
essendo lim|,_, . f(2)z =0, si ha

li dz = 0.
i [, T

Pertanto, prendendo il limite per R — +00, si ottiene

%\/gw = lim (/];f(x)da:—i—[YRf(z)dz)
+oo

R—+o00

= PV f(z)dx.

Lemma del cerchio piccolo. Sia A C C aperto e connesso, S = S;ns (zo; Ry; 01, 02) -
A, f: A — C continua. Supponiamo che esista

lim (z—20)f(2) =X €C.

zE€S, z—2p

Allora si ha
I il
im . (z)dz = Xi(62 — 61),

dove g : [91, 92] — C ¢é ’arco di cerchio yg(t) = 29 + Re'.

Dimostrazione. Poniamo

Mp = max ‘(z — 20) f(z) — /\‘

zel'p

(qui I'p denota il sostegno della curva yg). Per ipotesi abbiamo che

lim Mg = 0.
R0
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Osserviamo che

A
2)dz = dz
'mf() /w z—Zo z—zo>
— / (= 20)f Adz—i—/ A dz.
. z— 2 YR % T 20
Si ha 0 it
A * ARie!
/ dz:/ MU = iy — ).
YR % T %0 o R
Inoltre
_ — A M
‘/ (2 — 20) f(2) dz’é/ —tds = Mp(6; — 0))
“R zZ— 20 TR R
e quindi
lim (Z_zo)f(z)_)\dz 0
R=0 ), Z = Z0

e Esempio. Si calcoli il valor principale

+00 1
PV/ ——dx.
oo Z(x—1)

Fissiamo 0 < r < 1 e R > 1 e costruia-

mo il circuito ¢, g, costituito dal semicerchio

superiore v, : [0,71] — C, v.(t) = re® in

verso negativo, seguito dal segmento [r, R], TS
dal semicerchio superiore v : [0,7] — C,
vr(t) = Re¥, in verso positivo, seguito dal
segmento [—R, —r].

Il circuito contiene la singolarita isolata i per
la funzione f(z) = Z(Zl_i). Pertanto, per il teorema dei residui, si ha

1
————dz = 27mi Res(f,i) = 2m.
= S

Si noti che I'integrale non dipende da r o da R. Per il lemma del grande
cerchio, essendo lim,|_, . f(2)z = 0, si ha

lim f(z)dz =

R—+oc0 YR
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Per il lemma del piccolo cerchio, essendo lim,_,o f(2)z = i, si ha

lim A f(2)dz = —7.

r—0

Pertanto, prendendo i limiti per r — 0 e R — 400, si ottiene

2r = lim ( f(x)dx
RT~;+OOO —R

- [ HEdes /er(rB) d + L (=) d)

+oo
= PV/ f(z)dx — (—m) + 0,

— 0o
da cui

PV/JrOO f(z)dx =m.

Lemma di Jordan. Siaw € R, A C C aperto e connesso, S = Sest (O; Ry; 04, 02) C

A, f: A — C continua tale che lim f(2) = 0. Supponiamo inoltre,
z€S, |z|—+o0

in alternativa, w > 0e 0 <0y <0y <7, oppure w < 0e -1 < 01 < <O0.
Allora si ha

I "W f(z)dz =0,
R ], T

dove v : [61,62] — C & Darco di cerchio yg(t) = Re™.

Dimostrazione. Poniamo Mp = max | f (z)} (qui T'r denota il sostegno della
zel'rp

curva yg). Per ipotesi abbiamo che Rlim Mp = 0. Osserviamo che
—+00

; it
esze

ds < Mp f:f

f(z)ew= Rie™|dt

L d@emdz] <,

= Mg f;f }ein(cos(t)Jri sen (t)) ‘R dt

= MgR f:f e~ whsen(t) g,

Supponiamo ora w > 0 e 0 < 61 < 0y < 7. Si ha allora, usando la simmetria
del seno rispetto al punto 7,

[ T z
/ e~ wRsen (t) dt < / e~ wRsen (t) dt — 2/2 e~ whsen (t) dt.
01 0 0
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Osserviamo inoltre che, per ogni ¢ € [0, 7], si ha
sent > %t,

e quindi

e~ W Rsent < e—%twR.

Pertanto si ottiene

erE

IN

MgR J‘96’12 e—wRsen (t) dt < 2MpR f()% ef%twRdt

— M —wR
= ”wR[l—e “’}

e si conclude
R—+o00

lim / e f(2)dz = 0.
R

Supponiamo ora w < 0 e —w < 61 <t <6y <0. Si ha allora

02 0 0
/ e~ W Rsen (t) dt < / e|w|Rsen (t) dt = 2/ e|w|Rsen () dt.
01 -

Ld
i 2

Per ogni ¢t € [-7,0] si ha sent < %t, e quindi

e|w| Rsent e%t|w|R.

Pertanto si ottiene

[ £ dz] < MR [ el )t < o0 R [, cH Ry
2

— 1Mg |:1 _ e—\w\R]
w]

e si conclude nuovamente

lim / e f(z)dz = 0.
PR

R—+o00

e Esempio. Trasformata di Fourier. Il lemma di Jordan si applica in par-
ticolare al calcolo di integrali utili nella teoria delle trasformate di Fourier.
Ad esempio, vogliamo calcolare

F{f}Hw) :/Re_iwx f(z)dz,
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con f(x) = ﬁ, a € R, a > 0. La funzione ha due poli semplici in
—ai e ai. Il caso w = 0 si risolve facilmente osservando che la funzione
F(z) = larctg (%) ¢ una primitiva della funzione f. Quindi F{f}(0) = Z.
Supponiamo ora w > 0. Poniamo w = —w < 0. Consideriamo il circuito ¢pr
somma del segmento reale [— R, R] percorso in verso negativo con il semicer-
chio yg(t) = Re®, t € [—m,0], percorso in verso positivo. Per ogni R > |a|
si ha

—ai) = —Ee

/wR €™ f(2)dz = 2mi Res (eiwz -t .

Il sostegno di g si trova nel semipiano inferiore, w < 0, e

lim f(z) =0.
|z| = 400
Sm(z) <0

Possiamo allora applicare il lemma di Jordan e otteniamo

——e = lim e f(2)dz
a R—+o00 R f( )

= — /R e f(z) dx + REI—:EOO /YR e f(2)dz
= —/ e f(z) da.
R

Percio

/ e T f(z)dr = T e=alel,
R

a

Supponiamo ora w < 0. Ripetiamo il ragionamento descritto sopra, conside-
rando questa volta il circuito ¢y somma del segmento reale [— R, R] percorso
in verso positivo con il semicerchio yg(t) = Re®, t € [0, 7], percorso in verso
positivo. Si ottiene in definitiva

FifHw) = petl

Ulteriori esempi. Vediamo alcune ulteriori applicazioni della teoria dei
residui per il calcolo di integrali.

e Esempio. Si calcoli I'integrale
2m
1
/ T @
o 1+sen?(t)
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Posto z = €% si ha, dalle formule di Eulero,

1 1 1 1
sen 9% (z z) e cos 5 (z + z)
Poniamo 7(t) = €', per t € [0, 27], e cerchiamo una funzione f che verifichi

1

fOy(@) -~ (t) = T4son2(t)’

Avremo allora, per definizione di integrale,

2m 1

Si calcola facilmente

da cui ]
4iz
24— 62241

La funzione integranda presenta quattro poli semplici reali: +£1/3 + 2v/2. Di
questi, solo i punti +1/3 — 21/2 sono interni alla curva ~. Si ha

Res(f,—\/3 —2V2) = Res(f,\/3 —2v?2) = —2\%.

Pertanto, per il teorema dei residui, si conclude

f(z) =

o 1 i
—_dt=2mi 2(——=) = TV2.
/0 1+ sen?(t) me- 2\/5) "

e Seno integrale e seno cardinale. Si consideri la funzione seno integrale

Si(z) = / sent .
0

t

Si osservi che la funzione 22t non é di classe L' perché la funzione |%2t| non
t t

¢ integrabile sull’intervallo |0, +o0o[. Tuttavia, la funzione Seft ¢ integrabile

(ma non assolutamente) secondo Riemann nell’intervallo |0, 4-o00o].
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Definiamo inoltre la funzione seno cardinale ponendo

senax
=22 0
senc(z) = {1 0L sex #0,
se x = 0.

Si tenga presente che talvolta si definisce seno cardinale la funzione norma-

lizzata, cioé
sen (mx) i}
{m se x # 0,

senc(z) = ) 0

Si osservi che la funzione seno integrale é la primitiva della funzione seno
cardinale che vale 0 nell’origine.

Si vuole calcolare N
o0 t
lim Si(z) = / L
0

T—+00 t

Consideriamo la funzione

cosz  .senz
+1
z z z

Fissiamo 0 < r < R e costruiamo il circuito ¢, g, costituito dal semicerchio
superiore 7, : [0, 7] — C, 7,-(t) = rel, in verso negativo, seguito dal segmento
[r, R], dal semicerchio superiore yg : [0,7] — C, yg(t) = Re®, in verso
positivo, seguito dal segmento [—R, —r|. La funzione f ¢ olomorfa all’interno
del circuito ¢, g, pertanto, per il teorema di Cauchy, si ha

/WR f(z)dz=0.

Si noti che I'integrale non dipende da r o da R. Per il lemma di Jordan con
w =1, essendo lim,|_, | o % =0, si ha

Per il lemma del piccolo cerchio, essendo lim,_,o f(z)z = 1, si ha

lim/ f(z)dz = mi.
r—0 Y
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Pertanto, prendendo i limiti per » — 0 e R — o0, si ottiene, sfruttando

anche la parita della funzione *2-* e la disparita della funzione <+,

0 = 1m_( er(a:)da:—/%f(z)dz—l—/er(x)da:—k/mf(z)dz)

R — 400
r—0
+o0
= PV f(z)dx —7wi+0
o0

“+o00 “+o0
- PV/ Cosmdx—i—iPV/ SNT o — i
x oo T

—00

+o00
. sen ,
= 22/ dx — i
0

x
+0o0
Sen xr T
dr = —.
0 X 2

e Esempio. Sia a € R. Vogliamo calcolare gli integrali

pv [T g e ey [T
oo T2 +a oo 224 a?

da cui

Considero le funzioni f(z) = £— e g(z) = Ziza Fissiamo R > |a| e co-
struiamo il circuito ¢pg, costituito dal segmento [—R, R], in verso positivo,
seguito dal semicerchio superiore g : [0,7] — C, yg(t) = Re', in verso
positivo. La funzione f ha all’interno del circuito ¢g il polo semplice ia,
mentre la funzione g ¢ olomorfa all’interno del circuito ¢ . Pertanto si ha

1z 1z

e L e
/ — dz = 2mwie” e / — =90
or %0 SDRZ+ZCL

Per il lemma di Jordan con w = 1, essendo lim;|, | o ﬁ =0, si ha
(%1
lim —dz = 0.
R—+o0 )y, z £ia

Osserviamo che

1 1 iz( 1 1 >_ zcosz . zsenz
2(f(z)+g(z))f2e z—ia+z+ia T2t i
1 - 1 ZZ( 1 1 )_ CcoS 2 . senz
2ia (f(z) g(z)) = 2" \Zia z4ia) 22+ a? ‘2 +a?’
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X CosT sen r
2+4a2 € 2xa2>

Pertanto, sfruttando anche la disparita delle funzioni
clude

si con-

1
rie® = lim / S () +9(2)) dz
_ lim (/R T COS X d:z:—l—i/R Tsenx d
R—4oo \ J_p 22 + a2 _px?+a?
1 1z 1z
+/(e.+e ) d2)
a  zZ+ia

+o0
_ ZPV/ Tsenx

ﬂc2+a2

7r€_a = lim L(f(z) —g(2)) dz

a R—+00 Jop 2ia
R R
CcCos T sen
R—4oco \ J_px°+a _RIT +a
1 eiz eiz
+ / T( — — )dz)
Ng 2laz—1a  z+1a

+o0o
= PV/ S da
oo TPt

+00 +oo
Tsenx _ cos x T _
PV —sdr=me* e PV o dr = —e "
oo TPt a oo T2t a a

Si osservi che per a = 0 si riottiene il risultato gia noto

+o00
PV/ SNT g = 7.
o T
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