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Modelli statistici

Che cos’è un modello statistico?

Modello: Rappresentazione semplificata, analogica e necessaria della
realtà

Semplificazione della realtà: il modello di un aereoplano, del flusso
finanziario di un Paese ottenuti riproducendo gli aspetti “essenziali” e
eliminando quelli ritenuti “superficiali”

Analogia della realtà: il modello è una riproduzione della realtà

Rappresentazione necessaria della realtà: anche se semplificato il
modello è necessario per capire la realtà tramite lo studio di relazioni
semplici e di maggiore intellegibilità
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Modelli statistici

Che cos’è un modello statistico? (2)

Modello statistico: modello di tipo matematico con

una componente deterministica
una componente casuale (o aleatoria o stocastica)

La specificazione di un modello statistico (la sua forma “teorica”)
consiste nell’esplicitare un legame tra le variabili di interesse (che sia
in linea con quanto osservato dai dati):

Y = f (X1,X2, . . . ,Xk)

Dove Y è la variabile da spiegare, mentre X1,X2, . . . ,Xk sono le
variabili scelte per spiegare Y tramite la funzione f (.)

Inoltre non è quasi mai plausibile ipotizzare un legame deterministico
quindi dobbiamo aggiungere un errore:
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Modelli statistici

Che cos’è un modello statistico? (3)

Y = f (X1,X2, . . . ,Xk) + ϵ

Dove ϵ è una variabile casuale e riassume la nostra ignoranza circa la
vera relazione tra Y e X . Per questo motivo la chiameremo variabile
errore.
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Modelli statistici

Terminologia

Y = f (X1,X2, . . . ,Xk) → Modello statistico
Y → Variabile dipendente (o variabile di risposta)
X1,X2, . . . ,Xk → Variabile indipendenti (o variabile esplicative)
ϵ → Variabile casuale errore

Nota: Il legame statistico implicato dal modello non è simmetrico. Sono le
variabili esplicative a “determinare” la variabile dipendente e NON
viceversa

Ad es.: se la X sono gli anni di formazione e la Y è il reddito di una
persona è la Y che dipende dalla X e non viceversa!
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Modelli statistici

Semplici esempi di modelli statistici

In alcuni contesti la specificazione della relazione funzionale che lega la Y
alle X risulta immediata dalla natura del problema:

1 e Y è il peso ed X è l’altezza di una persona adulta la prima relazione
che viene in mente da specificare è quella proporzionale (maggiore il
peso, maggiore l’altezza e viceversa) Y = βX + ϵ

2 Se Y è il peso di una mattonella rettangolare per la quale X1 e X2

sono rispettivamente la lunghezza e la larghezza, allora una relazione
funzionale può essere specificata mediante Y = βX1X2 + ϵ

Entrambe le specificazioni evidenziano un parametro β che deve essere
determinato (stimato) per poter utilizzare il modello specificato
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Modelli statistici

Possibili modelli statistici
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Il modello di regressione

Il modello di regressione

Il termine regressione deriva dall’applicazione svolta dal biologo
Francis Galton che nel 1886 esaminò altezze dei figli (Y ) in funzione
delle altezze dei genitori (X ) in Inghilterra

notò una relazione funzionale tra le due variabili:v tendenzialmente a
genitori più alti corrispondevano figli più alti e viceversa.

Tuttavia ai genitori che si collocavano agli estremi (molto bassi o
molto alti) non corrispondevano figli altrettanto estremi, ovvero
Galton osservò che l’altezza dei figli si spostava verso la media e
quindi concluse che questo costituiva una “regression towards
mediocrity”

la relazione funzionale fu chiamata “modello di regressione”
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Il modello di regressione

Il modello di regressione (2)
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Il modello di regressione

Il modello di regressione (3)

Oggi il termine regressione è divenuto significato di “relazione
funzionale tra variabili ottenuta con metodi statistici”

la frase “regredire Y su (X1,X2, . . . ,Xk)” significa ricercare una
relazione statistica del tipo:

Y = f (X1,X2, . . . ,Xk) + ϵ

Il modello di regressione semplice (semplice perché include una sola
variabile esplicativa) è specificato dalla relazione::

yi = f (xi ;β) + ϵi
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Il modello di regressione

Il modello di regressione (4)

La funzione f (.) può essere di primo grado ossia avremo che la
specificazione del modello è la seguente:

yi = β0 + β1xi + ϵi

che identifica una retta, cioè la retta di regressione dove:
β0 (o α) → intercetta, il valore di Yi quando xi = 0
β1 → pendenza, di quanto cambia Yi quando xi incrementa di un’unità
ϵi → l’errore che si commette nella spiegazione della variabile yi tramite
una funzione lineare di x (quanto ci discostiamo da una retta?)
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Il modello di regressione

Che relazione c’è tra X e Y?
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Il modello di regressione

Che relazione c’è tra X e Y? (2)
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Il modello di regressione

La covarianza misura l’attitudine a covariare di due variabili quantitative
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Il modello di regressione

... e il coefficiente di correlazione

è una misura NORMALIZZATA della covarianza ed esprime quanto X e Y covariano
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Il modello di regressione

Correlazione e regressione

Quindi la correlazione esprime “quanto possiamo approssimare” con una
retta la relazione tra due variabili quantitative (ossia quanto ‘adatto’ è un
modello di regressione per i nostri dati)
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Il modello di regressione

Correlazione e regressione (2)
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Il modello di regressione

Correlazione e regressione (3)

ma ricordiamo che per un insieme di punti possono passare infinite rette!
(ossia infiniti valori per β0 e β1)
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Il modello di regressione

Correlazione e regressione (4)

Metodo di stima dei coefficienti del modello: Metodo dei minimi quadrati
per individuare la retta più adatta (stima di β0 e β1)
Non è l’unico ma è quello standard, detto anche ols (ordinary least square)
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Il modello di regressione

Un esempio: ciliegi neri (trees)diametro altezza volume del legno

(in pollici) (in piedi) (in piedi3)
8.3 70 10.3
8.6 65 10.3
8.8 63 10.2
10.5 72 16.4
10.7 81 18.8
10.8 83 19.7
11.0 66 15.6
11.0 75 18.2
11.1 80 22.6
11.2 75 19.9
11.3 79 24.2
11.4 76 21.0
11.4 76 21.4
11.7 69 21.3
12.0 75 19.1
12.9 74 22.2
12.9 85 33.8
13.3 86 27.4
13.7 71 25.7
13.8 64 24.9
14.0 78 34.5
14.2 80 31.7
14.5 74 36.3
16.0 72 38.3
16.3 77 42.6
17.3 81 55.4
17.5 82 55.7
17.9 80 58.3
18.0 80 51.5
18.0 80 51.0
20.6 87 77.0
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Il modello di regressione

Un esempio: ciliegi neri (trees)
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È evidente una forte relazione. Sostanzialmente lineare con forse un po’ di
problemi agli estremi.
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Il modello di regressione

Un primo modello

Adottiamo l’ipotesi di una relazione lineare.

Possiamo allora pensare ad un modello del tipo

(volume) = α+ β(diametro) + (errore)

dove l’errore esprime la parte delle oscillazioni del volume non legate al
diametro (o, meglio, che una funzione lineare del diametro non riesce a
spiegare).

Un modello di questo tipo viene chiamato modello di regressione lineare
semplice.
Per quanto riguarda il nome, regressione viene dalla storia, lineare perchè è
lineare, semplice perchè si tenta di “spiegare” la risposta utilizzando una
sola variabile esplicativa.
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Il modello di regressione

Modelli di regressione lineare semplice

y = α+ βx + errore.

y variabile risposta o dipendente mentre

x variabile esplicativa o indipendente o regressore.

α intercetta

β coefficiente angolare

α e β sono i parametri del modello. Il problema è ora come “determinare”
α e β.
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: idea

Sembra ragionevole scegliere per i parametri due valori, α̂ e β̂, in modo
tale che la retta di regressione “riproduca” bene i nostri dati, ovvero in
modo tale che

y1 ≈ α̂+ β̂xi
y2 ≈ α̂+ β̂x2

...

yN ≈ α̂+ β̂xN

Per rendere “operativa” l’idea, dobbiamo decidere

- in che senso interpretiamo gli ≈ che abbiamo scritto e

- come combiniamo tra di loro le varie approssimazioni.
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: idea (2)

La soluzione più usata si concretizza nello scegliere i due parametri
minimizzando

s2(α, β) =
N∑
i=1

(yi − α− βxi )
2

ovvero scegliendo α̂ e β̂ in maniera tale che

s2(α̂, β̂) ≤ s2(α, β)

per qualsivoglia α ∈ R e β ∈ R.

In questo caso si dice che i parametri sono stati calcolati utilizzando il
metodo dei minimi quadrati.
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: determinazione dei parametri

Step 1 Fissato β ad un qualunque valore, il problema diventa

inf
α∈R

N∑
i=1

(yi − α− βxi )
2 = inf

α∈R

N∑
i=1

(zi − α)2

con zi = yi − βxi .

Sappiamo la costante che minimizza la media dei quadrati degli scarti da un
valore è la media aritmetica delle zi .

Quindi

α̂ =
1

N

N∑
i=1

zi =
1

n

N∑
i=1

(yi − βxi ) = y − βx

dove y e x indicano rispettivamente la media delle yi e quella delle xi .
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: determinazione dei parametri (2)

Step 2 La quantità da minimizzare diventa quindi

s2(α̂, β) =
N∑
i=1

[yi − y − β(xi − x)]2.

Derivando rispetto a β e mettendo a zero la derivata si ottiene l’equazione
(per β)

−2
N∑
i=1

(xi − x)[(yi − y)− β(xi − x)] = 0,

che possiamo riscrivere come

N∑
i=1

(xi − x)(yi − y) = β

N∑
i=1

(xi − x)2.
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: determinazione dei parametri (3)

Se
∑N

i=1(xi − x)2 > 0, l’equazione precedente ammette l’unica soluzione

β̂ =

∑N
i=1(xi − x)(yi − y)∑N

i=1(xi − x)2

Quindi

α̂ = y − β̂x

β̂ =
CODEV (X ,Y )

DEV (X )
=

σXY
σ2
X

dove y , x , σ2
X e σXY sono rispettivamente la media della variabile risposta,

la media e la varianza della variabile esplicativa e la covarianza tra risposta
e esplicativa.
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Il modello di regressione

Minimi quadrati: determinazione dei parametri (4)

Deve valere σ2
X > 0. Questo è molto ragionevole: β ci dice come varia la

risposta al variare della esplicativa, ma se σ2
X = 0 l’esplicativa non è

variata affatto nei dati disponibili.
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Il modello di regressione

Esempio: dataset trees

∑
yi = 935,3

∑
xi = 410,7∑

x2i = 5736,5
∑

xiyi = 13887,86.

Perciò
y = 935,3/31 = 30,2
x = 410,7/31 = 13,2
σ2
X = (5736,5/31)− 13,22 = 9,5

σXY = (13887,86/31)− 13,2× 30,2 = 48,3.

Quindi
β̂ = 48,3/9,5 = 5,1
α̂ = 30,2− 5,1× 13,2 = −37,1.
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Il modello di regressione

Diagramma di dispersione con retta di regressione
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La capacità di descrivere le variazione del volume sembra discreta con
l’eccezione forse delle osservazioni più “esterne”.
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Bontà del modello
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Bontà del modello

Valori osservati, previsti, residui

Per valutare la bontà del modello (in inglese GOF cioè goodness-of-fit),
ossia l’adattamento del modello ai dati e seguenti quantità sono di
interesse.

yi valore osservato per Y sulla i-sima unità statistica

ŷi valore previsto per Y sulla i-sima unità statistica: ŷi = α̂+ β̂xi

ri residuo per la i-sima unità statistica (realizzazioni della variabille
casuale ϵ): ri = yi − α̂− β̂xi .

Il valore previsto sta sulla retta di regressione stimata; i residui misurano la
distanza tra il valore osservato e la retta di regressione.
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Bontà del modello

Media dei residui

È facile verificare che la media dei residui è nulla.

N∑
i=1

ri =
N∑
i=1

yi − Nα̂− β̂

N∑
i=1

xi =

= Ny − N(y − β̂x)− Nβ̂x = 0
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Bontà del modello

Varianza dei residui

var(r1, . . . , rN) = σ2
R =

1

N

N∑
i=1

r2i =

=
1

N

N∑
i=1

[(yi − y)− β̂(xi − x)]2 =

=
1

N

N∑
i=1

(yi − y)2 +
β̂2

N

N∑
i=1

(xi − x)2 −

−2β̂

N

N∑
i=1

(xi − x)(yi − y) =

= σ2
Y + β̂2σ2

X − 2β̂σXY =

= σ2
Y + σ2

XY /σ
2
X − 2σ2

XY /σ
2
X =

= σ2
Y − σ2

XY /σ
2
X
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Bontà del modello

Varianza dei residui (cont)

La varianza dei residui, che coincide con la media dei quadrati dei
residui, è sempre non più grande della varianza della risposta.

la quantità detta SSE =
∑N

i=1 r
2
i è il numeratore della varianza dei

residui

Può essere utilizzata per avere una “idea numerica” della bontà di
adattamento del modello ai dati.

Più σ2
R è piccola, più la retta di regressione “spiega” le variazioni

della risposta. Quando σ2
R = 0, tutti le osservazioni giacciono sulla

retta di regressione.

Quando σXY = 0, cioè in assenza di una relazione lineare, σ2
R = σ2

Y .
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Bontà del modello

Coefficiente di determinazione

La frazione della varianza della risposta (Y) spiegata dal modello di
regressione lineare semplice è data da

R2 = 1−
σ2
R

σ2
Y

0 ≤ R2 ≤ 1

R2 = 1 −→ σ2
R = 0 : il modello spiega perfettamente la risposta.

R2 = 0 −→ σ2
R = σ2

Y : il modello non spiega per niente.
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Bontà del modello

Esempio: dataset trees

y = 935,3/31 = 30,2
σ2
X = (5736,5/31)− 13,22 = 9,5

σXY = (13887,86/31)− 13,2× 30,2 = 48,3.

Inoltre ∑
y2i = 36324,99

Quindi
σ2
Y = 36324,99/31− 30,22 = 261,5

e perciò
σ2
R = 261,5− 48,32/9,5 = 15,9.

Il coefficiente di determinazione vale

R2 = 1− 15,9/261,5 = 0,94,

ovvero il modello spiega il 94% della varianza della variabile di risposta.
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Bontà del modello

Analisi della varianza

se non vi fosse associazione tra la Y e la X β = 0 e il miglior
predittore per ciascuna osservazione yi di Y sarebbe la sua media
α = y , cioè il modello sarebbe Y = y

in tal caso la deviazione dal modello è data dalla “devianza totale”
nei dati SST (total sum of squares) cioè la distanza al quadrato tra le
osservazioni di Y e la retta y
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Bontà del modello

Analisi della varianza (2)

Quando vi è associazione tra Y e X (β ̸= 0), il miglior predittore di
ciascuna osservazione yi di Y sarebbe ŷi = α̂+ βxi

In tal caso, la deviazione dal modello da considerare è proprio
SSE = (yi − ŷi )

2 = (yi − α̂− βxi )
2 ossia il numeratore della varianza

dei residui che indica la distanza tra le osservazioni della Y e la retta
di regressione
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Bontà del modello

Analisi della varianza (3)

La differenza tra la SST e SSE è la varianza “spiegata” di Y dal
modello di regressione usando la X .

Rappresenta la distanza al quadrato tra i valori predetti dal modello
(sulla retta) e la media di Y : SSR =

∑N
i=1(ŷi − y)2 detta Regression

Sum of Squares
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Test sui coefficienti
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Test sui coefficienti

Test nullità dei coefficienti

Siamo interessati a valutare l’esistenza di una relazione tra X e Y nella
popolazione tramite un modello di regressione.
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Test sui coefficienti

Test nullità dei coefficienti (2)

Prima di poter “usare” un modello di regressione stimato occorre testare
se il coefficiente angolare (la pendenza) è statisticamente diverso da 0...
cioè possiamo supporre che il valore stimato della pendenza è diverso da 0
nella popolazione?

Per valutare questo si ricorre ad un test di verifica delle ipotesi:

H0 : β1 = 0
H1 : β1 ̸= 0

La statistica test espressa in maniera semplice è:

Toss =
β̂1−0
E .S.β̂1
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Test sui coefficienti

Test nullità dei coefficienti (3)

Nei test di verifica delle ipotesi l’evidenza a favore o meno dell’ipotesi nulla
si valuta mediante il valore-p (p-value)...

Se valore-p < 0.05 si può concludere che vi è sufficiente evidenza contro
H0!

Cioè possiamo usare il modello posto che si adatti bene ai dati e che non
si violino le assunzioni su cui si basa.
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Assunzioni del modello
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8 Specificità modello di regressione multipla
Domenico De Stefano Analisi dei Dati a.a. 2022/2023 48 / 73



Assunzioni del modello

Assunzioni del modello di regressione

1 la variabile dipendente Y è normalmente distribuita (o comunque non
asimmetrica)

2 Le unità statistiche sono indipendenti tra loro

3 Fissato un valore di X abbiamo una popolazione di valori di Y
distribuiti normalmente con media situata sulla retta di regressione (in
altri termini la distribuzione condizionata di Y dato X deve essere
distribuita come una normale)
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Assunzioni del modello

Assunzioni del modello di regressione (2)
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Assunzioni del modello

Assunzioni del modello di regressione (3)

4 La varianza della Y rimane la stessa indipendentemente da X
Omoschedasticità: Var(yi ) = σ2
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Analisi dei residui
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Analisi dei residui

Assunzioni del modello di regressione

To demonstrate how to interpret residuals, we’ll use a lemonade stand
data set, where each row was a day of “Temperature” and “Revenue.”
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Modello di regressione multipla
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Modello di regressione multipla

Il modello di regressione multipla

Quando si vuole stimare un modello di regressione con più di una
variabile esplicativa (ad esempio p variabili esplicative) si parla di
modello di regressione multipla

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βpxip + ϵi
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Modello di regressione multipla

Il modello di regressione multipla (2)

Cioè abbiamo i seguenti dati (matrice dati):

Cos̀ı come una sola variabile X dava luogo ad una retta di regressione
(funzione lineare in due dimensioni, piano X–Y ) quando si considerano
due variabili esplicative X1 e X2 il modello specifica un piano di regressione
(funzione lineare in tre dimensioni, spazio tridimensionale X1-X2-Y ) e cos̀ı
via...
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Modello di regressione multipla

Il piano di regressione

Nel caso di due sole variabili esplicative X1 e X2 si ha il piano di regressione

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ϵ
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello

Con riferimento ad un campione casuale di 20 famiglie si cerca di spiegare il
consumo alimentare (Y ) utilizzando come variabile esplicativa il reddito (X1).
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (2)
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (3)

Il modello stimato è il seguente:

ŷi = −0.412 + 0.184x1i , (i = 1, 2, . . . , 20)

Ora estendiamo il modello per considerare anche la dimensione della famiglia
(X2), misurata in termini di numero di componenti (NC) della famiglia. Il modello
diventa:

Y = β0 + β1REDDITO + β2NC + ϵ

Dovremmo aspettarci che i segni di β1 e di β2 siano entrambi positivi, cioè
che sia il reddito sia la dimensione della famiglia abbiano effetti positivi sulla
spesa alimentare della famiglia. Ciò vale nel caso di singole regressioni lineari
semplici
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (4)

Invece β1 misura l’effetto parziale del reddito sulla spesa alimentare,
tenendo costante la dimensione della famiglia

Analogamente β2 misura l’effetto parziale della dimensione della famiglia
sulla spesa, tenendo costante il reddito
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (5)

Lo strumento principale per valutare le relazioni tra le variabili in gioco è la
matrice di correlazione.
Infatti mentre con una sola X ci dobbiamo preoccupare solo della correlazione tra
X e Y ora con più variabili esplicative dobbiamo considerare le correlazioni tra le
X e la Y e tra le X stesse. Attraverso la matrice di correlazione possiamo
valutare tali quantità:
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (6)

in linea di principio le condizioni desiderate sono:

1) alta correlazione (in valore assoluto) tra le X e la Y
2) bassa correlazione tra le X → Alta corr tra le X (collinearità) crea problemi di
stima dei coefficienti del modello
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (7)

Risultati
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (8)
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (9)

Commento e significato dei parametri (coefficienti)

β̂0 = −1.118 nessun significato interpretabile perché il livello medio della
spesa alimentare della famiglia non può essere negativo anche quando
nessun componente ha una occupazione remunerata. Inoltre, non è realistico
pensare all’esistenza di una famiglia che pur non avendo reddito e zero
componenti presenta una spesa per alimentazione. Ciò nonostante, questo
valore non dovrebbe essere scartato; svolge un ruolo importante quando si
utilizza la equazione di regressione stimata per la previsione.

β̂1 = 0.148 Rappresenta l’effetto parziale del reddito annuale della famiglia
sulla spesa per alimentazione, tenendo costante la dimensione. Il segno
positivo stimato implica che tale effetto è positivo mentre il valore assoluto
implica che il consumo alimentare aumenta di 148 euro per ogni 1000 euro
di aumento nel reddito (ricordiamo che la X1 è espressa in migliaia di euro).
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (10)

β̂2 = 0.793 rappresenta l’effetto parziale della dimensione della famiglia sulla
spesa per alimentazione, tenendo costante il reddito della famiglia. Il segno
positivo stimato implica che tale effetto sia positivo mentre il valore assoluto
implica che la spesa alimentare aumenta di 793 euro per ogni componente
della famiglia in più ( per matrimonio, nascita, adozione, ecc.)
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Modello di regressione multipla

Esempio: estensione di un modello (11)
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Specificità modello di regressione multipla

1) R2 ed R2 corretto

Rispetto al modello di regressione semplice in quello multiplo occorre
valutare anche la complessità del modello (cioè il numero di variabili
esplicative utilizzate)

Verifica della bontà del modello si può ancora usare l’indice R2

ma se si vuole tenere conto anche della complessità del modello si usa
R2 corretto (adjusted R2) che tiene conto della numerosità del
campione e del numero di variabili esplicative

questi due indici ci dicono se le variabili esplicative sono idonee a
prevedere (o “spiegare”) i valori della variabile dipendente mediante la
proporzione di varianza della Y spiegata dal modello di regressione
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Specificità modello di regressione multipla

1) R2 ed R2 corretto (2)

L’R2 corretto...

Penalizza l’impiego eccessivo di variabili indipendenti poco importanti

Ha un valore inferiore di R2

Utile per capire se una variabile esplicativa addizionale ha un
contributo importante nella modellizzazione della Y
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Specificità modello di regressione multipla

1) R2 ed R2 corretto (3)
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Specificità modello di regressione multipla

1) R2 ed R2 corretto (4)

L’R2 e R2 corretto dicono se quanto adatta è la relazione lineare tra le X e
la Y
NON dicono se

Una variabile inclusa sia statisticamente significativa

Le variabili esplicative sono la vera causa della variabilità della
variabile dipendente

Il modello sia ben specificato
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