
 
SOLUZIONI DI EQUILIBRIO

x ̅ I x ̅ x ̅ A F ICA vero At

Ci sono delle soluzioni particolari che sono funz costanti

cioè x ̅ A E EER con I tic f e 0

cost indip.laA

Tali soluzioni particolari sono dette punti di EQUILIBRIO

le loro traiettorie sono pti curva degenera

Prof I PUNTI DI EQUIL dell'ap sono tutti a soli i

pti dove f x ̅ si azzera Puntisingolari delcampovett

Crollato Nel sistema meccanico si f x si TÈ Fair
i pii singolari o di equilibrio sono del tipo II
E C 0 con f c 0 0 Nel piano di fare ipti
E I dicquil giaccionosull'asu

delle ascisse

Dina Pti equil sono gli zeri di f aiu cioè solut

N od equat 1111
I.mn fla 01 01fa aiu 0

Nei petidi cquil CIO la risultantedella fonte siannulla

ES PARTICELLA LIBERA IL 0 f è identica mille
e quindi i peti diquil sono cio KEIR offra



ES Oscin ART f sein corse a

ptiqquil.co Fse
ES PENDOLO f au sense we É

ptiequil.cat È
Attorno ai pii di equilibrio possiamo avere informazioni
approssimate sulla salute anche in sistemi complicati

Def Un pito di equil E di IEFTE Fce o si

dice STABILE o stab nelfuturo o stab nelpassato

se intorno O di è 7 intorno di è tic

ogni movimento ILA E con EEV resta
in U Ft VASO Vaco

U mie pendolo

Def è è INSTABILE se non è stabile

Def è è asintotica STAB µ tempipositivi negativi

quando
a è stato fatto Aso e

b IB intorno diè Bacino di attrazione A.c

VEEB ELA E E In Atto A a



TEOREMA DI LJAPUNOV

Se conosciamo la soluzione di x ̅ I x ̅ possiamo dire se
un pto diequilibrio è STABILE o instabile

Ma se non siamo in grado di risolvere C'è seguentetear

Pep Sia è un pto di equilibrio per in IR cioè f e 0
Se in un intorno Ue di è una variabiledinamica

W IR IR funzione di Ljapunov tic
a W ha un MINIMO STRETTO in è cioè

W x ̅ Wee in Ucl E

b Lew O in Ue ciò si è iààisitteriig
7 ognimoto inUe per t crescente

è è un punto di EQUILIBRIO STABILE per

tempi positivi negativi intutti i tempi

Il teorema di Ljapunov permette di avere informazioni sulla
stabilità delpto diequilibrio inmodorapido senza dover risolvereAI

Dimm Dobbiamo dimostrareche intorno U di è esiste

un intorno di è tic x ̅ EV la traiettoria stia
interamente in U per tempi positivi
Data W come nelle ipotesi possiamo sempre costruire

l'intorno nel seguente modo



prendiamo una palla B contenuta in Un Uc e

centrato in

la sfera AB è chiusa e compatta
NCE ha un minimo assoluto su un pto BEAB
cioè W x ̅ WC5 El x ̅ E DE

definiamo x ̅ EB W x ̅ l

è un intorno di è perché sicuram EEV per a

prendiamo x ̅ E V il moto con tale dato
iniziale x ̅ t x ̅ soddisfa per b

W x ̅ Ct x ̅ w x ̅ m t so

perché si x ̅Ct 1 Lfw x ̅ tiè 0

A x ̅ Ct x ̅ non può intersecare 2B Mt 0

il che implica che non può uscire da U
perché un tale pto Fidi intersezione avrebbe
NIENT e W x ̅

visto che x ̅ EV
perchexi̅ntesB



Corollary Si consideri un sistema meccanico con forza
puramente posizionali

i v

i fla fla LI
Se l'energia potenziale a ha un MINIMO ISOLATO in ste
allora è 2 10 E M è un P.TO DI EQUIL STABILE

Dimm Se se ha min stretto in 2 allora
f set at 0

inoltre E Chin 1m la ha anchesse un
min isolato e si trova in 2 10 a del teorema

di Gopura
Inoltre E è una cost del moto f Ero b

Il risultato del corollario si esclude a tutti i sistemi
meccanici a piùgradi di libertà per iquali si puòscrivere
l'energia totale come somma di EN CINETICA defpositiva

ed EN POTENZIALE



Stabilità nel futuro persiste anche se aggiungiamo alla

forza un termine dissipativo

ES si wir Lusi a male

f
zur

E 1m Imaie

LI E 3 In 2 12 makut mo fa 2pm

2mm 0



STUDIO ATTORNO AI PUNTI DI EQUILIBRIO

Linearizzazione studio locale attorno al pto di equilibrio
nel quale SI APPROSSIMA il sistema non lineare difficile
con un sistema lineare facile

Sistema lineare in R è un sistema di equazioni
differenziati lineari del tipo

x ̅ A x ̅ x ̅ a valori in Re e
A una matrice lxl

Partiamo da un sistema autonomo

x ̅ ICI x ̅ EIR F R 1121

tic E ha un punto singolare pto equil in è

cioè ICE o

Siccome vogliamo studiare le soluzioni x ̅ t quando

passano per pti vicini a è ci interessa il

comportamento di f attorno a è cioè per 117 ella 1

facciamo espansione di Taylor attorno a è

file Etc È e g 0115 EN

Aij



Attorno a è la funzione f è ben approssimata da

f x A x ̅ E con An Fig e

Definiamo 5 x ̅ E 5 t x ̅ t E soddisfa

5 x ̅ A x ̅ E A
_a 01115112

L'eq è approssimata per11511 11x ̅ Elka da

3 A 5
risolta qta ep otteniamo 5 t da cui

uno si trova x ̅ A 5 A E

Se il sistema autonomo viene da
i f a I Ea A

È A sist di eq LINEARI OMOGENEE

x del 1º ordine
soluz generale sarà combinazione

lineare di l soluzioni particolari indip

Cerchiamo soluzioni particolari della forma
3 A 9 A w̅ w̅ E IR vett cost

Siccome ci interessano soluzioni non banali 5 H non siannulla in
soluz 3 t t 3 to 0 ed è 541 0 A Altretraiettorie non laintersecano



Sostituiamo A in x

giù 9 AI l'uguaglianza è possibile solose
w̅ e Ai sono paralleli cioè Idt.c

Ai I1
giù 29 w̅

w̅ deve essere autovettore di A
con autovalore α

9 29 SAI Ce C 9 o

Per risolvere x uno deve diagonalizzare A

Se esiste una base di autovettori A diagonalizzabile
posso scrivere la soluzionegenerale come

3 t II C e w̅

con dj autovalori di A e w̅ i relativi autovettori



ASIDE tornarci dopo aver studiato Sist Lagrangiani

Sist Lagrangiano E LÌ AX LE BE
9 AI BI

AE Ba
Lao It In te

Soluz generale
autovalori ordet

alt A
AB an

det aria
data daCB FA

1 EH
E AT

ABI Ha BI _FAI
là TI

Inoltre se A e B sono def pas l'q dealbata 0 ha

Salut solo se I O cioè A immaginaria Teine incoppie
pretimatrici
reali

Eiffel cieli
au fi

y Uj
solfati

4 Ti
dia soluz indip

I Gemiti ECi è Ita olefine anni
fa

i È gin ità Gettin è è


