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FLESSIONE RETTA: richiamo alla teoria di de Saint Venant e formula di Navier

M,
FORMULADINAVIER o), = —

X

Le tensioni provocate dal momento M, sono
direttamente proporzionali alla distanza dall’asse
neutro y e inversamente proporzionali al momento
d’inerzia della sezione I,
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Elementi inflessi — Parte 1

STADI DI COMPORTAMENTO DELLA SEZIONE INFLESSA

In una trave inflessa le sezioni reagiscono al momento flettente prodotto dai carichi con una distribuzione di
tensioni normali, parte di trazione e parte di compressione.

Data la ridotta resistenza a trazione del calcestruzzo la sezione della trave si fessura (e, quindi, si parzializza)
gia per livelli di carico molto modesti. Dopo la fessurazione interviene solo I'acciaio di armatura per resistere
alle trazioni del lembo teso della trave. i l
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Il comportamento delle sezioni inflesse in c.a. si articola in 3 STADI:

« Stadio I: livelli bassi di sollecitazione con comportamento elastico lineare dei materiali — sezione interamente
reagente (lo stadio |, rappresenta la situazione limite prima della fessurazione)

« Stadio Il: sezione fessurata con trazioni affidate interamente all’acciaio — comportamento dei materiali reagenti
(calcestruzzo solo a compressione) ancora elastico lineare

« Stadio Ill: sezione fessurata con trazioni affidate interamente all’acciaio — comportamento dei materiali non
lineare — (armature metalliche snervate e/o calcestruzzo sul ramo plastico)

Gli stadi | e Il sono contemplati per le verifiche di esercizio (SLE), lo stadio Ill per le verifiche di allo stato limite

ultimo (SLU).
L { { o — J|_

7 I [ | [ N
4 | | | | (b) R
STADI I IA II I

OBIETTIVO: correlare le deformazioni/tensioni interne (nel calcestruzzo e nelle barre d’armatura) all’entita di
sollecitazioni esterne (momento flettente) cui & soggetta la trave. Queste correlazioni saranno diverse per i vari stadi.
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STADIO I per 1)
Caso di sezione interamente reagente, ovvero: o, < feta _
IPOTESI: 1) Conservazione delle sezioni piane (Ipotesi di Bernoulli) :
2) Perfetta aderenza acciaio-cls (congruenza) 7 T
3) Materiali in campo elastico (cls elastico lineare, acciaio elastico lineare) /
®
per 3)
/’ o, =Ece.
os = Esé&s _\v
Diagramma delle Diagramma delle
b deformazioni tensioni
Traz.«< 0 =»Comp. Traz.< 0 »Comp.
Al
d' €c
M per 2)
1
yS yc X €s
h d e Asse
'_ neutro , per 2)
ys yc % €s
@ | '
/ Ec
AS
f‘%ﬁ\% UNIVERSITA n
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Per il | stadio vale quanto dedotto per la trave di de Saint Venant (basta omogenizzare le aree di armatura con il
coefficiente di omogenizzazione o).

Tensioni nel Tensioni nelle
calcestruzzo barre d’armatura I, & il momento d'inerzia della
sezione ideale omogenizzata
M —
Oc=—7 Y cTS_OLeI_.YS _
I i Le lunghezze y esprimono la
M M distanza delle fibre dal baricentro
’ ' { ' . .
Oc =1 Yo Os =0~ Ys G della sezione ideale
i 1

Per o'.= fua (ovvero le tensioni nel calcestruzzo al lembo teso raggiungono la resistenza a trazione del materiale)

si ha il limite di formazione delle fessure — Frl,
M, ==<4-L (momento di cracking)
Ye
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S
ycz—l y'c:h_yc

ys=d-y. Y=y, —d'
A,‘d S C S C

A, area ideale della sezione per lo stadio I:
Aig=b-h+a.As+a A

h
Sq=b-h- E+aeA sd+oaAd

NN

S del rettangolo di cls b*h S armatura S armatura
rispetto al lembo superiore inferiore superiore
(area x distanza dal baricentro (omogenizzata) (omogenizzata)

del solo cls)

Devono
essere
COERENTI!

N.B. Nel caso di flessione semplice I’asse neutro passa per il baricentro della sezione (ideale)

Calcolo del momento d’inerzia della sezione ideale (rispetto al baricentro G)

3 2
bh h ,
Jid,Gz 12 +b'h'(y6_5) +aeAsy52+aeAsys’2

l\ ? 1 \
|
J del rettangolo di cls b*h J del rettangolo di cls b*h J armatura J armatura
rispetto al baricentro del solo rispetto al baricentro G della inferiore superiore
cls (h/2) sezione ideale (omogenizzata) (omogenizzata)

(formula del trasporto)

la

Parte 1
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STADIO Il — semplice armatura*

Caso di sezione parzializzata (calcestruzzo fessurato a trazione)

IPOTESI: 1) Conservazione delle sezioni piane (Ipotesi di Bernoulli)

2) Perfetta aderenza acciaio-cls (congruenza)

3) Calcestruzzo elastico lineare a compressione, acciaio elastico lineare
4)

Calcestruzzo fessurato a trazione

per 3)
Occ = Ece.
/ O-S = ESSS \

Diagramma delle Diagramma delle

Risultanti delle forze

%

+[ 4 A

deformazioni tensioni interne
Traz.« 0 —Comp. Traz.« 0 —Comp.
EC GC
4 C  Risultante delle
€ compressioni
(nel cls)
o /|
/ z
& o, 70/
R Ri
7 isultante delle

per 2) .
per4) oc¢ =0

As

trazioni
(nelle barre)

d & detta I'altezza utile della sezione (distanza tel baricentro delle armature tese dal lembo compresso)
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T Di delle ioni Di delle tensioni
£ o;
— __ =C C
/ M Ix =
i AT | 4 —
h d G neutro .
&

A Ve

Z
VA,
Equilibrio alla traslazione orizzontal;
tra forze interne ed esterne: Risolvendo il sistema per trovare x, trovo un’equazione di secondo grado
C-Z=0 cioe 2a. A 2a. A
1 P Ee Sy ZTe S g0
Eacbx—GsAs:O b b

che avra un’unica soluzione positiva:
Per l'ipotesi di congruenza (2) vale: [ Posizione dell'asse neutro (rispetto al lembo compresso)

Gs/ae :&

d—x X

Per (3) vale:
s = Eg&s
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b delle joni D delle tensioni
& O

%
/GnAsseD I__ ? _— ¥
hid e z ) braccio della coppia interna z=d —=
/ 1w PRI S
&s
Z

-~

C./a
+4 44 ) -
As
Equilibrio alla rotazione rispetto a Z
tra forze interne ed esterne: Si possono quindi ricavare i valori di tensione nei due materiali
C-z=M cioé
1 Tensione di compressione Tensione di trazione nelle
x )
50 bx-(d _Ej =M nel calcestruzzo barre d’armatura
L 2M o M
Per I'ipotesi di congruenza (2) vale: O.= s
p Y @) bxz Az

o,/ _ 0.

d—x x
a, =E; /Ec ]
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Quindi, noto lo stato di sollecitazione (M), si possono ricavare i valori di tensione e verificare se rispettano i limiti
normativi (VERIFICHE ALLO STATO LIMITE DI ESERCIZI0)

Tensione di compressione Tensione di trazione nelle
nel calcestruzzo barre d’armatura Con
2M M a, A 2bd
0,=——<045-0.6f,||0s= <0.8f x=—2"S0-14 [1+
bxz AS Z b A, Ay
4.1.2.25 Stato limite di limitazione delle tensioni NTC’18

Valutate le azioni interne nelle varie parti della struttura, dovute alle combinazioni caratteristica e quasi permanente delle azioni,
Ei calcolano le massime tensioni sia nel calcestruzzo sia nelle armature; si deve verificare che tali tensioni siano inferiori al massi-
mi valori consentiti di seguito riportati.

4.1.2.2:5.1 Tensione massima di compressione del calcestruzzo nelle condizioni di esercizio
La massima tensione di compressione del calcestruzzo oemax , deve rispettare la limitazione seguente:
Owmax < 0,60 £ per combinazione caratteristica [4.1.15]

O:max < 0,45 £y per combinazione quasi permanente. [4.1.16]

Nel caso di elementi piani (solette, pareti, ...) gettati in opera con calcestruzzi ordinari e con spessori di calcestruzzo minori di 50
mm i valori limite sopra prescritt vanno ridott del 20%.

412252 Tensione massima dell’acciaio in condizioni di esercizio
La tensione massima, o .., , per effetto delle azioni dovute alla combinazione caratteristica deve rispettare la limitazione seguen-
te:

Osmue £0,8 £ [4.1.17]
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Oltre che per le verifiche SLE, le correlazioni possono essere utilizzate anche per il predimensionamento delle
armature e della sezione di calcestruzzo (FORMULE DI SEMI-PROGETTO), noto il momento sollecitante.

Una stima di z e circa 0.9d per cui, fissando la tensione nell’acciaio pari al valore limite di norma (0.61,,) e
sostituendolo nell’equazione

M Sy M
- *0.8/,0.9d

Sez~0.9d allora z=d —g —— x=3(d-0.9d)=0.3d

Fissando invece la tensione nel calcestruzzo pari al valore limite di norma (0.45f,,) e sostituendolo nell’equazione

_2M ) 2M
¢ bxz 0.45£,,03d0.9d

(o)

N.B. Solo una delle due — semiprogetto
(fisso d — trovo b, oppure fisso b — trovo d)

oM
0.45 £,,,0.3-0.95

pavesst 12
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STADIO Il — doppia armatura*

Caso di sezione parzializzata (calcestruzzo fessurato a trazione)

IPOTESI: 1) Conservazione delle sezioni piane (Ipotesi di Bernoulli)

1)
2) Perfetta aderenza acciaio-cls (congruenza)
3)

Calcestruzzo elastico lineare a compressione, acciaio elastico lineare
4) Calcestruzzo fessurato a trazione

¢
LE IPOTESI SONO LE STESSE DELLA SEMPLICE ARMATURA per 3)
/" Occ = Ece.
o, = Eg¢ \‘
Diagramma delle s 578 Diagramma delle Risultanti delle forze
deformazioni tensioni interne
Traz.< 0 —»Comp. Traz.«< 0 —Comp.

;‘_Q
_n =

3

(o8

N,
i

)

Q
(7.}

oy,

mihd S5 o perz) LB e e

' per4) O¢t =0

Ila’ * ovvero con armatura sia al lembo teso che al lembo compresso 13
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b
AL .
%R _i_d 8C 0(;
/ 7Z 1. i jli o &l q~‘~/("c
h|d G #
/
+4 44 = g
Ag
Equilibrio alla traslazione orizzontal;
tra forze interne ed esterne: Risolvendo il sistema per trovare x, trovo un’equazione di secondo grado
Cc+C's=Z=0 cioé 2y 20, (A +A'S)x_ 2a, (4 +A'S)a,=0

b b

che avra un’unica soluzione positiva:

lac bx+o',A',—0, A, =0

Per Iipotesi di congruenza (2) vale: [ Posizione dell'asse neutro (rispetto al lembo compresso)

O's/ae _&: O-'s/ae ! T
d-x «x x—d' XZM 1+ 1+2b(Asd+Asj)
b 2P (As +A's)
Per (3) vale:
os = Egé& o's = Esé's
/{»"/@\\g\ UNIVERSITA . 14
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. b
| %/RAS —E' & O
/ 7Z 1. i jli o &l %/ac
hd G // braccio della coppia interna
& ‘6 o, z=d X
4 A 3
As
Equilibrio alla rotazione rispetto a Z
tra forze interne ed esterne: Si possono quindi ricavare i valori di tensione nei due materiali
Cz=M
Tensione di comp. Tensione di traz. Tensione di comp.
Per I'ipotesi di congruenza (2) vale: nel calcestruzzo  nelle barre d’armatura nelle barre d’armatura
o/, o, _0/a, M M M
1—x —76— T _ |o.=—x | |o,=a,—(d-x)| |o",=a,—(x—d")
I I I;
Per (3) vale:
os = Eség 0's = Es€'s by’

_ con Ii:T+aeAS(d—x)2+aeA'S(x—d')2

momento d’inerzia della sezione parzializzata omogenizzata

@ g T f5
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STADIO IIl - semplice armatura
Per la resistenza allo STATO LIMITE ULTIMO

IPOTESI: 1) Conservazione delle sezioni piane (Ipotesi di Bernoulli)

2) Perfetta aderenza acciaio-cls (congruenza)

3) Cls con legame parabolico rettangolare a compressione, acciaio elasto-plastico
4)

Calcestruzzo fessurato a trazione

K

RICHIAMO Al MODELLI COSTITUTIVI SEMPLIFICATI
(v. lezione sui materiali)

- Per calcestruzzo a compressione Diag. delle geformazioni Diag. delle tensioni
cu
g —_—
; 08 &cu rg 7 r— —|
gl L ] b |
| ) c
&:2=02 035 €% » &4=007 035 £% B
(parabola-rettangolo) (stress-block) X g Risultante delle
/ y compressioni
+ Perl'acciaio d’armatura 1 4§ JpE— : — e
’ R ¢ 1t  A-Modello bilineare /
fp-—m=777 77w conincrudimento g |
: 8 B — Modello elastico- 7 I |
—»  perfettamente plastico

Evd=Evk £ud uk
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« Per calcestruzzo a compressione

8c2:0,‘2 035 &% o €4=007 035
(parabola-rettangolo) (stress-block)

€%

Diag. delle deformazmnl D|ag delle tensioni

r =~
==
|
;I;I
(nn)j L

» Seil cls ha raggiunto la sua deformazione ultima al lembo compresso (g,=«¢,,),

allora o,=fyy, x ~0.4e B,~0.8

fCd=1

» Seil cls NON ha raggiunto la sua deformazione ultima al lembo compresso (e, <e,,), allora

o, <feq x=0.33+0.07 ¢,

B=(1.6-08%,)z,

EE UNIVERSITA
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| Bo APR/ AR
PR
fcd=1 o
g
1
_xO
Posso semplificare f,=08
con lo stress block
S -
EC = gC /ECH
17
Lo e e E e Eenn e
CAMPO «a»

delle DEBOLI ARMATURE

CAMPO «b»
delle MEDIE ARMATURE

CAMPO «C»
delle FORTI ARMATURE
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8CU
i ; Oc fcd L fed
X k Xy ‘o’ // i )I j
Al zz_zan__ Z,' 74/._ Xc e
d K g
ﬁ/ 3 (a) (b) _(©
T4 A — A ' | P |
----(---s-gi! ftd I fdeO'sSftd O'S<fyd
Y
AS
Eud

-| campo "a" delle deboli armature caratterizzato dalla rottura
dell’armatura metallica, con gs=¢,4, mentre al bordo compresso del

calcestruzzo la contrazione non raggiunge il limite ultimo (e e

-| campo b7 delle medie armature caratterizzato dalla rottura del
calcestruzzo al bordo compresso (e.=¢,,) con acciaio gia snervato
(gud>8s>8yd);

campo "c" delle forti armature caratterizzato sempre dalla rottura del

calcestruzzo per raggiungimento della contrazione ultima B By GO0
acciaio ancora in fase elastica (85<€yq)-

@y s T .9
Y DITRIESTE 1a
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Con il modello elastico-perfettamente plastico indefinito per I'acciaio sparisce il campo “a
8CIJ
- i ™, e

“b” I'equilibrio alla traslazione si pone — — b C
Nel campo “b” I'equ p M 7 “]
C-Z=0 cioe hid ) / e

Ac z
By feabx=fua As =0 $ 44 ot e —>
&yd|

Esplicitando rispetto a x, si trova la posizione dell’asse neutro B

A A

= @ =¢d E= D5 psse neutro o = Jya 4 Percentuale meccanica di
ﬂo fcd b ﬂO adimensionalizzato f‘cd b d armatura

Dall’equilibrio alla rotazione rispetto a Z si ottiene il momento resistente

C-z=M cioe
1 Braccio della coppia interna
Mgi = Bo fea0X2= B, [ % $=1-2¢  sdimensionalizzato
. g, +€&€
Al confine tra campo «b» e «c» vale Ecu _ “yd T Ccu
X, d
owero X, = Ld =¢.d — Armatura limite che separa i campi «b» € «C»
&g +¢€
yd cu

#5% UNIVERSITA .
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npn 3 ] b
-| campo delle medie armature caratterizzato dalla rottura del
calcestruzzo al bordo compresso (g.=¢.,) con acciaio gia snervato
(Eyd™€Ewd); e
-|campo "c" delle forti armature caratterizzato sempre dalla rottura del 44
calcestruzzo per raggiungimento della contrazione ultima £.=Eqy con
acciaio ancora in fase elastica (£,<gyq).
- E,7+E€
Al confine tra campo «b» e «c» vale Ecu _ “yd " Ccu
i X, d
owero X, =——*—d=&d — Armatura limite che separa i campi «b» € «C»

8yd +8cu

Note le caratteristiche della sezione, & possibile calcolare w, ed effettuare un controllo sul modo di collasso della

sezione
o = Sya As se o, >w, S0Noin campo ¢ — collasso con acciaio elastico
Y feabd . -

se o, <w, S0Nnoincampob — collasso con acciaio snervato %
Bisogna progettare perseguendo un collasso in campo b,
allo scopo di avere una rottura sufficientemente duttile

s A .

() BrerEn o1
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STADIO Il - doppia armatura
Per la resistenza allo STATO LIMITE ULTIMO

IPOTESI: 1) Conservazione delle sezioni piane (Ipotesi di Bernoulli)
2) Perfetta aderenza acciaio-cls (congruenza)
3) Cls con legame parabolico rettangolare a compressione, acciaio glasto-plastico
4) Calcestruzzo fessurato a trazione

& | fea )
= [

o - ¢ Campo «b», considerando il modello
_ S

semplificato “stress-block” per il cls.

Dall’equilibrio alla traslazione si trova la posizione dell’asse neutro:

C+C-Z=0 cioé _ S 4, =Ay) X
— , X=—" X=-
fcdbx+fydAs_fydAs:0 fcdb 8
Dall’equilibrio alla rotazione rispetto a C si ottiene il momento resistente: Va verificata la condizione di

Z.24C'z2'=M cioé snervamento delle barre

2
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