Analisi 2

Appunti delle lezioni tenute dal Prof. A. Fonda

Universita di Trieste, CdL Matematica
a.a. 2025/2026

Nota. Questi appunti sono in evoluzione. Si prega di segnalare eventuali
errori, per poterli correggere rapidamente. Le parti scritte in blu sono
facoltative ai fini dell’esame.

Parte 11

1 Calcolo differenziale: funzioni da RY a R

In questa sezione, F sard un sottoinsieme aperto di RV, @y un punto di E e f :
E — R una funzione. Vogliamo estendere il concetto di derivata gia introdotto nel
caso N = 1. Iniziamo con il fissare una “direzione”, ossia un vettore v € RV tale
che ||v|| =1 (detto anche “versore”). Chiamiamo, se esiste, “derivata direzionale”
di f in @ nella direzione v il seguente limite

f(xo + tv) — f(x0)

lim ,
t—0 t
che verra indicato con il simbolo
of
87(310) :
v
Se v coincide con un elemento e;, della base canonica [ey, es,...,ex] di RV, la
derivata direzionale si chiamera “derivata parziale” k-esima di f in @q e si indichera
con of
— (L) .
8xk( 0)
Se &g = (29,29,...,2%), si ha quindi:
0 xo +teg) — f(x
f(wo):hmf( 0 +tex) — f(xo)
8:):k t—0 t
— lim F@29, . a) + ¢, 2%) — faf, 2y, a2l )
t—0 t ’

per cui si usa parlare di “derivata rispetto alla k-esima variabile”.



Esistono delle funzioni che, pur avendo derivate direzionali in tutte le possibili
direzioni, non sono continue. Ad esempio, la funzione f : R? — R definita da

x4y2

Sy = @R (,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0),

ha tutte le derivate direzionali nulle in &y = (0,0), ma non & continua in tale punto,
come si vede considerando la restrizione alla parabola {(z,y) € R? : y = 22}. Questo
fatto ci porta a cercare una generalizzazione piu appropriata del concetto di derivata.

Definizione 1 Diremo che la funzione f & “differenziabile” in ay se esiste una
applicazione lineare £ : RN — R per cui si possa scrivere

f(@) = f(xo) + l(x — x0) + (),
dove r ¢ una funzione tale che

fim @)
z—zo || — To|

Se f ¢ differenziabile in o, lapplicazione lineare £ si chiama “differenziale” di f in
xg e si indica con il simbolo

df (o) -
Teorema 1 Se f ¢ differenziabile in xg, allora f é continua in xq.

Dimostrazione. Sappiamo che 'applicazione ¢ = df (x(), essendo lineare, & continua
e £(0) = 0. Ne segue che

lim f() = lim [f(20) + @ — 20) + ()
= f(xo) + £(0) + zan;O r(x)

: r(x)
= f(xo) + lim ———— lim ||x —x
f( 0) T—rxQ Hm —_ a}0|| T—rxQ H OH
= f(xo),
il che dimostra che f € continua in @. [ |

Seguendo un’abitudine consolidata per le applicazioni lineari, si usa spesso scri-
vere df (xp)h invece di df (xg)(h).



Teorema 2 Se f ¢ differenziabile in g, allora esistono tutte le derivate direzionali
di f in xo: per ogni direzione v € RN si ha

g%(flfo) = df (xo)v

Dimostrazione. Usando la definizione di differenziale, abbiamo

f(xo+tv) — f(x0) df (o) (tv) + r(xo + tv)

lim = lim
t—0 t t—0 t
td
— tim If (xo)v + r(xo + tv)
t—0 t
. (o +tv)
=d lim ——=;
f (@o)v + 150 t ’
d’altra parte, essendo ||v|| = 1, si ha
x tv x tv x
e [F@ O @) @)
t—50 t t=0 [[(g + tv) — x| =m0 || — X0
da cui la tesi. [

In particolare, se v coincide con un elemento ey della base canonica [e;,es,
.,en], si ha:
of

. = —(xo) = df (xo)e. .

Scrivendo il vettore h € RN come h = hie; + haoes + - - - + hyen, abbiamo

df(a’:o)h = hidf (xo)e1 + hadf (xp)ea + - - - + hydf (xzo)en
of
= hy -

. ( )+...+hNﬁ

0
(mo) + ho—— f Dn

Oz (330) ’

ossia

2130 h Z axk

Introducendo il vettore “gradiente” di f in xg

Vi@0) = (5L @) 5L @y ()]

si puo scrivere
df (xo)h =V f(0) - b

Possiamo quindi scrivere

f(x) = f(xo) + Vf(xo) - (X —x0) +7(T),



con
im &)
z—wo || T — To|

Analizziamo con maggiore attenzione il caso N = 2. Come di consueto, invece di
usare la noitazione (x1, ), gli elementi di R? verranno denotati con (z,y). Fissato
quindi il punto &y = (x¢, yo), possiamo scrivere

) = F 0,0 + G (o, )z = o) + 5 20, 30)(y = v0) + 7(,0),

con
i r(z,y)
(z,y)—(z0,y0) \/(:L‘ —20)% + (¥ — y0)?

Ricordando che il grafico di f ¢ l'insieme

Gr={(z,y,2) R’ : 2= f(z,y)}

=0.

chiameremo “piano tangente” al grafico di f nel punto (zo,yo, f(x0,%0)) l'insieme

of of

{y.2) € B 2= flao,00) + 5 (0,90 (& — 20) + 5 (o, 90)(y — o) |-

2 Fungzioni di classe C!
Il seguente risultato & noto come “teorema del differenziale totale”.

Teorema 3 Se f possiede le derivate parziali in un intorno di Ty ed esse sono
continue in xg, allora [ ¢ differenziabile in xq.

Dimostrazione. Supporremo per semplicita di notazioni N = 2. Definiamo ’applicazione
lineare ¢ : R2 — R che ad ogni vettore h = (hy, hy) associa

Vedremo che ¢ ¢ proprio il differenziale di f in @g. Intanto, ¢ lineare, come si vede

immediatamente. Inoltre, scrivendo @ = (29,29) e & = (x1, 22), per il Teorema di

Lagrange si ha

f(@®) = f(x0) = (f(x1,22) — f(2,22)) + (f (2], 22) — f(aF,29))
of of

= 871(517502)(551 — )+ 8752( 0, &) (w2 — ),



per un certo &1 € [2), 1] e un certo & € [29, x9]. Quindi,
r(@) = f(x) - f(zo) — £(x — 20)
SGEO ai< )] @ - o) +

0
+ o6t - gL - o9,

ed essendo |71 — 20| < ||@ — x| € |72 — 29| < || — o],

r(z)]| of 9f (0 0 Of (o Of 0 .0
_ AL | 2 _ _J _ =
Hm_',»BOH = 81‘1 (5171‘2) 8561 (1,‘1,132) + 81)2(:1:1752) 8‘%2('%17:62)
Facendo tendere @ a o, si ha che (£1,12) — (29,29) e (29, &) — (29, 29) per cui,
essendo 7 f e ggf continue in &g = (29, 29), si ha
lim 7‘T( z)| =0
amao || —xof
da cui la tesi. [ |

Diremo che la funzione f ¢ di classe C' su E se f possiede le derivate parziali ed
esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente segue che una funzione di
classe C! & “differenziabile su E”, ossia in ogni punto di E.

3 Derivate parziali successive

Supponiamo, per semplicita, N = 2. Consideriamo E, un insieme aperto di R? e
una funzione f : ' — R che abbia le derivate parziali aa zfl , aa zf in tutti i punti di E.
Se esse posseggono a loro volta derivate parziali in un punto &g, queste si dicono
“derivate parziali seconde” della f in @ e si denotano con i simboli

o%f, 9 of o2 f o of
927 @) = 500y )0 st @0 = Gy By (®0)
0% f o of 0% f 0 of

G103 00 = By 5y )0 552 (®0) = G iy (2O

02 f 02 f
Oxo0x1’ 0Ox10T2

Teorema 4 (di Schwarz) Se esistono le derivate parziali seconde
in un intorno di gy ed esse sono continue in Ty, allora

0 f 0*f
81‘28331 (130) B 69518952 (330) '




Dimostrazione. Sia p > 0 tale che B(xg,p) C E. Scriviamo @y = (2,29) e pren-
diamo un & = (x1,22) € B(xo,p) tale che 1 # 29 e x5 # 29. Possiamo allora
definire

[z, m2) = fz1,29) fz1,m2) = f(af,22)

h(zy,x9) =
:172_5178 ) ( 1 2) xl_x(l)

g(x17x2) =

Si verifica che vale 'uguaglianza

xl—x? :L'Q—Qfg

g1, m2) — g(af,22)  h(zy1,m2) — h(zy, 1Y)

Per il Teorema di Lagrange, esiste un & € ]2¥, z1[ tale che

0 o
g(z1,2) —g(al,22) 9y 5L (&1, m0) — 5L (61, 29)
0 = 87(617332) = 0 ,
xr1 — fL'l 1 To — $2
ed esiste un & € ]g;(2)7 o[ tale che
0 9
h(xl’x2) — h(thg) oh 671];('1717&.2) - Tzé(x(ngQ)
0 =—(21,6%) = : .
€T2 — Ty (9%’2 zy — 29

Di nuovo per il Teorema di Lagrange, esiste un 2 € |23, 5[ tale che

3%(51,962) - aanl(fl,xg) _of (1. m2)
0 - M )
1

ed esiste un 7y €]aY, z1[ tale che

I (21,6) — 3L (29,&) o

$1—l‘[1) - 8[1;'18(172(771’62)‘
Quindi,
o f *f
m(&, n2) = 021073 (n1,&2) .
Facendo tendere © = (v1,72) a g = (29,29), si ha che sia (&1,72) che (m1,&)
tendono a g, e per la continuita delle derivate seconde miste si ha la tesi. [

Diremo che la funzione f ¢ di classe C?> su E se f possiede tutte le derivate
parziali seconde ed esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente segue che
se una funzione di classe C?, le derivate parziali “miste” sono uguali.



E utile definire la “matrice hessiana” di f nel punto xy:

o o
37]%(530) et (Z0)
H f(xo) = ;

& &
T (%0) fé(mo)

se f ¢ di classe C2, si tratta di una matrice simmetrica.

Quanto sopra si puo estendere senza difficolta alle funzioni di N variabili, con
N qualunque. Se f ¢ di classe C2, la matrice hessiana risulta allora una matrice
simmetrica del tipo NV x N:

92 f 92 f 02 f
Tx%(wo) Oz20z1 (wo) ©t OznOT (-’L‘o)
02 0?2 0?
8:1:18fz2 (330) 87:0]30(1:0) e 8$N£372 (330)
H f(xo) =
9?2 92 9?2
azlafx]\/ ( 0) Bmgaj;']\] (.’B(]) e 81‘?{, (:BO)

Procedendo per induzione, si possono definire le derivate parziali n-esime di una
funzione. Si dice che la funzione f ¢ di classe C" su E se f possiede tutte le derivate
parziali n-esime ed esse sono continue su tutto FE.

4 La formula di Taylor

Supponiamo ora che f : E — R sia una funzione di classe C"*!, per un certo n > 1.
Consideriamo come sopra, per semplicita, il caso N = 2. Introduciamo le seguenti
notazioni:

0 0
D = — = —
Il 81’1 9 T2 81’2 9
o1 8%’% ’ R axlal’z ’ T2 81‘% ’

e cosl via, per le derivate parziali successive. Si noti che, per un vettore h =
(hl,hg) € Rz, si ha

df (o)h = h1 Dy, f(0) + ha Dz, f(x0) ,
che risultera conveniente scrivere
df(w())h = [thm + thm]f(iBo) .

In questo modo, possiamo pensare che f viene trasformata dall’'operatore [h1D,, +
ho Dy, nella nuova funzione [h1 Dy, + hoDy,|f = h1 Dy, f + ha Dy, f.



Dati due punti &y e & in RY, si definisce il “segmento” che li congiunge:
[Ty, ] = {To +t(x —20) : t €[0,1]};
analogamente, scriveremo
|, x[= {0+ t(x —T0) : t €]0, 1] }.

Supponiamo ora che [Ty, Z] sia un segmento contenuto in E e consideriamo la fun-
zione ¢ : [0,1] — R definita da

o(t) = f(xo + t(x — x0)) -

Dimostriamo che ¢ & derivabile n+ 1 volte su [0, 1]. Per ¢ € [0, 1], essendo f differen-
ziabile in ug = xy + t(x — xp), si ha

f(u) = f(uo) + df (uo)(u — uo) +r(u),

con

lim ﬂ =0.
u—uo ||U — up|
Quindi,
lin% M _ hn}t f(xo+ s(x —xp)) — {(sco +t(x — xp))
§— S — s— s —
iy W (@0 + 1z — @0)) (s — 1) (2 — 0)) + (@0 + 5(T — 20))
s—t s —t
= df (xo + t(x — xo))(x — T0) + lim r(xo +:(_:ct— xo)) |
ed essendo
i | @0t s@—2o))| Mllm — x| =0,
s—t s—1 u—ug ||U—’LL0||
si ha
¢'(t) = lim M =df(xo + t(x — xp))(x — ) .

s—t s—t

Con le nuove notazioni, ponendo  — xy = h = (hq, ha), abbiamo
¢'(t) = [h1 Dy, + haDy,| f(xo + t(T — ®0)) = g(T0 + t(T — T0))

dove g & la nuova funzione [h1D,, +hoD,,] f. Possiamo allora iterare il procedimento,
e calcolare la derivata seconda di ¢:

¢"(t) = [M Dz, + haDgy)g(o + t(x — T0))
= [MDa, + ho Doy [h1 Dey + hoDe, | f (20 + t( — 0)) -



Per brevita, scriveremo
(Z)”(t) = [thxl + hQDrg]Qf(wO + t(w — :1:0)) .

Notiamo che, usando la linearita delle derivate parziali e I'uguaglianza delle derivate
miste (Teorema di Schwarz), si ha

[ Dy + ha Dy )* f = BEDZ, f + 2h1ho Dy, Dy f + h3DZ, f
= [W{D2, + 2h1haDy, Dy, + h3D2 | f .
Osserviamo che 'espressione
[h1 Dy, + haDy,)* = [WiD2 + 2h1ho Dy, Dy, + h3D2]

si ottiene formalmente come il quadrato di un binomio. Procedendo in questo modo,
si puo dimostrare per induzione che, per k = 1,2,...,n+1, la formula della derivata
k-esima di ¢ e

¢")(t) = [h1Da, + haDa,)* f (o + t(m — @0)),

e che, usando formalmente la formula del binomio di Newton

k
k s
(a1+a2)kzz<,>alf Tal,
=0 ™
si ha
"k
R
ey + Dol = | 3 (5) sk D,
j=0

(in questa formula, i simboli DY e D22 vanno interpretati come l'operatore identita).

Per poter scrivere agevolmente la formula di Taylor, introduciamo la notazione
d* f (o) h* = [h1 Dy, + ha Dy, )* f(o) -

Teorema 5 Sia f : E — R di classe C"*! e [, ] un segmento contenuto in E.
Allora esiste un & € |xo, x| tale che

f(@) = pu(@) + (),

dove

pu() = F(10) + df (10) (@ — o) + 3 F(0) (@ — @) + -+ " (o) (@ — o)

e il “polinomio di Taylor di grado n associato alla funzione f nel punto xy” e
(@) = —

(n+1)!
e il “resto di Lagrange”.

d" () (e — o)t



Dimostrazione. Per la formula di Taylor applicata alla funzione ¢, si ha

BU1) = 6(0) + $ () + " (O + -+ MO + g

(n+1)!
per un certo £ €10, ¢[. La formula cercata si ottiene prendendo ¢ = 1 e sostituendo i

valori delle derivate di ¢ trovati sopra. [ |

11 polinomio di Taylor si puo anche scrivere nella forma compatta
"1
k k
pu(@) = 3" 1 fl@o) (@ — @0,
k=0

con la convenzione che d° f(xo)(x — x0)?, il primo addendo della somma, sia f ().
Si ha quindi

n

pu(@) = 3 2l(ar — a)Day + (22— #B) D] (o)
k=0 """

U LA & , .
=X Tl > ( )W@O) (1 — 29)" 7 (wg — a3)
' 1 2

k=0 =0 M

Puo essere utile la seguente espressione per il polinomio di secondo grado:

pa(@) = f(@0) + Vf(@0) - (@ —m0) + § (H (o) (@ — @0) ) - (@ — o).

Il teorema sopra dimostrato resta valido per qualsiasi dimensione N, pur di inter-
pretare correttamente le notazioni: ad esempio, per un vettore h = (hy, ha, ..., hy),
si dovra leggere

dkf(w())hk = [thI1 + h2D9€2 + et hNDwN]kf(mO) .

In questo caso, volendo esplicitare il polinomio di Taylor, sara utile utilizzare la
formula di Leibniz

k!

k : m

(a1 +ag+ -+ +ay)® = E ml'mg'--~mN'CLTIGZLQH'GNN'
mi+matotmy=k ’

5 La ricerca di massimi e minimi

Come sopra, consideriamo un insieme aperto £ C RV e una funzione f : E — R.
Diremo che g € FE ¢ un “punto di massimo locale” per la funzione f se esiste un

10



intorno U di xg¢ contenuto in E per cui zg ¢ punto di massimo della restrizione di f
a U. Equivalentemente, se

30>0: Ve e B d(x,x0) <d = f(x) < f(xo).
Analogamente per “punto di minimo locale”.

Teorema 6 (di Fermat) Se xy é un punto di massimo o di minimo locale e f ¢
differenziabile in o, allora V f(xg) = 0.

Dimostrazione. Se & ¢ punto di massimo locale, per ogni direzione v € R avremo
che

f(xo +tv) — f(x0) >0 set<0,
t <0 set>0.

Siccome f ¢ differenziabile in g, ne deduciamo che

01 () — tim 0 10) — (o)

% t—0 t =0

In particolare, sono nulle tutte le derivate parziali, per cui V f(xg) = 0. Nel caso in
cui @y sia un punto di minimo locale, si procede in modo analogo. [ |

Un punto il cui il gradiente si annulli & detto “punto stazionario”. Naturalmente
un tale punto potrebbe non essere ne di massimo ne di minimo.

Mostreremo ora come la formula di Taylor possa essere usata per stabilire un
criterio affinche un punto stazionario sia di massimo, o di minimo. Iniziamo con una
definizione. Diremo che una matrice A simmetrica N x N € definita positiva se

[AR]-h >0, perogni h € RV )\ {0}.

Diremo che A & definita negativa se vale la disuguaglianza opposta, ossia se —A e
definita positiva.

Teorema 7 Se Ty ¢é un punto stazionario e f é di classe C2, con matrice hessiana
H f(xo) definita positiva, allora o é un punto di minimo locale. Se invece H f(xo)
e definita negativa, allora g & un punto di massimo locale.

Dimostrazione. Per la formula di Taylor, per & # @ in un intorno di &y esiste un
& €]z, x| per cui

f(@) = fl@o) + Vf(@0) - (@ = x0) + 5 (HI(E) (@ — 1)) - (@ — w0).

11



Se A = Hf(xo) ¢ definita positiva, esiste un ¢ > 0 tale che, per ogni v € RY con
o]l =1,
[Av]-v >c.

(Abbiamo qui usato il Teorema di Weierstrass, e il fatto che la sfera {v € RY : ||v| =
1} € un insieme compatto.) Quindi

(H f(xo)
Per la continuita delle derivate seconde, se & & sufficientemente vicino a @,
r—x r—x
(Hf@) 0)-‘ 0|2%c>0.

[l — o/ [l — 20|
(Lo si vede per assurdo, usando di nuovo laa compattezza della sfera.) Essendo
V f(xo) = 0, per tali & abbiamo che

f@) = f(@o) + 5 (HI() (@ —a0)) - (@ — o)
> f(®xo) + 3cllx — xo|* > f(o)

per cui @y € un punto di minimo locale.

r — I ) L — Iy
. >c.
[l — ol /[ — 2ol

La dimostrazione della seconda affermazione ¢ analoga. ]

Enunciamo ora (senza dimostrazione) due criteri utili a stabilire quando una
matrice A simmetrica N x N e definita positiva o negativa. Ricordiamo che gli
autovalori di una matrice simmetrica sono tutti reali.

Primo criterio. La martrice A & definita positiva se tutti i suoi autovalori sono
positivi. Essa € definita negativa se tutti i suoi autovalori sono negativi.

Secondo criterio. La martrice A = (a;;);; € definita positiva se
ai; >0,
ai; a2
det >0,
az a2
ai; a2 a3

det a1 Q92 a93 >0, ...
asi as2 ass

a1 a2 -+ Q1IN
a1 G2 -+ Q2N

det . . . > 0.
aN1 an2 -+ QNN

Essa é definita negativa se i determinanti scritti sopra hanno segno alternato: quelli
delle sottomatrici con un numero dispari di righe e di colonne sono negativi, mentre
quelli delle sottomatrici con un numero pari di righe e di colonne sono positivi.
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6 Il differenziale di una funzione a valori vettoriali
Sia E un sottoinsieme aperto di RV, g un punto di E e f : E — R™ una funzione.

Definizione 2 Diremo che la funzione f & “differenziabile” in @y se esiste una
applicazione lineare £ : RN — RM per cui si possa scrivere

f(@) = f(xo) + l(x — 20) + (),
dove r ¢ una funzione tale che

fim @) g
z—wo || — Xo|

Se f ¢ differenziabile in xo, l'applicazione lineare { si chiama “differenziale” di f in
xo e si indica con il simbolo

Siano fi, fa,..., far le componenti di f, per cui

f(@) = (fr(®), f2(), ..., far (@)

Teorema 8 La funzione f é differenziabile in Ty se e solo se lo sono tutte le sue
componenti. In tal caso, per ogni vettore h € RN si ha

df (o) b = (df1(xo) b, df2(xo) b, . ... dfv(xo)h) -
Dimostrazione. Considerando le componenti nell’equazione
f(x) = f(=o) + l(x — x0) + 7()

possiamo scrivere
fe®) = fe(xo) + (T — T0) + 11(T)

con k=1,2,..., M, e sappiamo che

€T xr
limLzo & limM:() perogni k=1,2,..., M,
a0 || — o 2o || — o
da cui la tesi. [ |

Il teorema precedente permette di ricondurre lo studio del differenziale di una
funzione a valori vettoriali a quello delle sue componenti, che sono funzioni a valori
scalari.

13



E utile considerare la matrice associata all’applicazione lineare ¢ = df (), data da

EM(el) EM('BQ) . KM(‘GN)

dove ey, e, ...en sono i vettori della base canonica di RV. Tale matrice si chiama
“matrice jacobiana” associata alla funzione f nel punto &g e si denota con J f(x).

Ricordando che of
k
%(CEO) = dfk(mo)ej )

conk=12,....Mej=1,2,..., N, si ottiene la matrice

Sl (o) §L(mo) -+ S (o)

87£E1 (91'2 82:1\;
9 o o
Tf(xo) = | 52(®0) 2(m0) - 52 (o)

Ofar (o \ Ofar Ofar
B () G () - -+ G0 ()

Studiamo ora la differenziabilita di una funzione composta.

Teorema 9 Se f : E — RM ¢ differenziabile in xg, E' ¢ un aperto di RM conte-
nente f(E) e g: E' — RL ¢ differenziabile in f(x), allora go f ¢ differenziabile in
To, e si ha

d(g o f)(x0) = dg(f(x0)) o df (o) -
Dimostrazione. Ponendo y, = f(xo), si ha
f(@) = f(x0) + df (x0) (2 — x0) + 11(2), 9(Y) = 9(Yo) + d9(Yo)(Y — Yo) + 72(Y) ,

con
hmﬂ:ﬂj hmM:O.
Tz—T0 Ha:—on Y=o ||y_y0H

Introduciamo la funzione Ry : E' — RL cosi definita:
r2(Y)

Ro(y) = 1y — yoll

0 se Y =1-

se Y # Yo,
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Si noti che Ry ¢ continua in y,. Allora

g(f(x)) = g(f(xo)) + dg(f(xo))[f(x) — f(0)] + m2(f(T))
(f(®0)) + dg(f(®0))[df (x0)(x — x0) + 71()] + r2(f())
= g(f(=x0)) + [dg(f(x0)) o df (X0)]( — X0) + 13(),

g Lo
g

dove
rs(x) = dg(f(xo))(r1(x)) + r2(f(x))
= dg(f (o)) (r1(x)) + | f(x) — f(xo) || R2(f ()
= dg(f (o)) (r1(x)) + [|df (x0) (T — @o) + r1()|| R2(f(2)) -
Quindi,

15y < |00 ()| +

+<de($°)( —on>” r\|Z1w||>"R2<f<"">>”'

Se & — X, il primo addendo tende a 0, poiché dg(f(xp)) & continua; f & continua
in g e Ry & continua in Yy, = f(xg) con Ra(y,)) = 0, per cui ||R2(f(x))| tende a
0; df (o), essendo continua, & limitata sull'insieme compatto B(0,1). Quindi, si ha
che

@)
2120 & — @l

Ne segue che g o f & differenziabile in xy con differenziale dg(f(xg)) o df (o). |

Come noto, la matrice associata alla composizione di due applicazioni lineari ¢ il
prodotto delle due matrici corrispondenti. Dal teorema precedente abbiamo quindi
la seguente formula per le matrici jacobiane:

J(go f)(xo) = Jg(f(x0)) - J f(x0)

ossia
e ) D
8(5(792{)L (x0) - - 8(g;£)L (zo
G (f(®0) -+ H(f(@0)\ [ G (o) -+ (o)
SIL(f(x0)) -+ 5L (f(w0))) \ G2 (o) FEL (o)
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Ne segue la formula per le derivate parziali:

(7o) G2 (@) + 52 (o)) 2 ) + -+

dovei=1,2,...,Lej=1,2,...,N.

7 Il teorema della funzione implicita - primo enunciato
Il seguente risultato porta il nome di Ulisse Dini.

Teorema 10 Siano E C R x R un aperto, g : E — R una funzione di classe C' e
(x0,Y0) un punto di E per cui si abbia:

0
9(70,%0) = 0 a*Z(woyyo) #0.

Allora esistono un intorno aperto U di xg, un intorno aperto V di yo e una funzione
n:U—=V tali che UXxV CFEe presizeclU eyeV, siha:

g(z,y) =0 & y=n(z).
Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

2 (2, 7(2))
"(z) = —22 .
T = )

La funzione 7 risulta definita “implicitamente” dall’equazione g(z,y) = 0; il suo
grafico e 'insieme

Gr(n) ={(z,y) €U xV : g(x,y) = 0}.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio g—z(xo,yo) > 0. Per la proprieta di perma-
nenza del segno, esiste un § > 0 tale che, se |[x — x| < § e |y — yo| < 6, allora
g—g(aj, y) > 0. Quindi, per ogni = € [z¢ — J, zg + 0], la funzione g(x,-) & strettamente
crescente su [yo — 9, yo + 9]. Essendo g(xg,yo) = 0, avremo che

g(zo,y0 —6) <0 < g(wo,yo +9).
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Per la permanenza del segno, esiste un ¢’ > 0 tale che, se x € [zg— ',z + ¢'], allora

g(z,90 — 6) <0 < g(x,y0 +9).

Definiamo U =]zg — §,20 + 0’ e V =]yo — 6,90 + 6[. Quindi, per ogni = € U,
siccome g(z, ) ¢ strettamente crescente, esiste uno ed un solo y € |yp — 6, yo + J] per
cui g(x,y) = 0; chiamo n(x) tale y. Resta cosi definita una funzione n: U — V tale
che, presiz € U e y € V, si ha:

g(r,y) =0 & y=n(z).

Per vedere che 7 e continua, fissiamo ora un T € U e dimostriamo la continuita in
Z. Preso un x € U e considerata la funzione ~ : [0,1] — R x R definita da

V(t) = (Z + t(z — 7),n(Z) + t(n(z) — n(z))),

applicando il Teorema di Lagrange alla funzione g o «y si ha che esiste un £ €]0,1]
per cui

ola,(@)) = @ 0(@) = 26O~ 2) + 5L () ~ ().
Essendo g(z,n(x)) = g(z,n(z)) = 0, si ha che
IR 1CIE3) I
) =kl = | &7 5 o=

Siccome le derivate parziali di g sono continue e g—g ¢ non nulla sul compatto U x V,

si ha che |g—g(7(§))(g—g(7(§ )))~1| & limitato superiormente e ne segue la continuita di
1 in . Resta da vedere la derivabilita: procedendo come sopra si ha che

n(r) —n(z) 2 (4(¢))

con v(§) appartenente al segmento che congiunge (z,7(z)) con (z,n(x)). Se = tende
a T, si ha che v(&) tende a (Z,7(Z)) e quindi

Ne segue che 7 ¢ di classe C'. [

17



Vale naturalmente anche il seguente enunciato simmetrico rispetto al precedente.

Teorema 11 Siano E C R x R un aperto, g : E — R una funzione di classe C' e
(x0,y0) un punto di E per cui si abbia:

0
9(zo0,y0) =0 afz(wovyo) #0.

Allora esistono un intorno aperto U di xg, un intorno aperto V di yg e una funzione
n:V = Utali che UXxV CFE e presiz cU ey eV, si ha:

g(x,y) =0 & z=n(y).

Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

, 5(y,n(y))
m(y) = —3,

% (y.n(y))

8 Il teorema della funzione implicita - caso generale

Vediamo come si generalizza il teorema della funzione implicita. Considereremo un
insieme aperto E di RM x RN e una funzione g : E — RY, di classe C'. Quindi, g
ha N componenti

g(w7y) = (91(33', y)a s 79N(m7 y)) .

Qui ¢ = (z1,...,2) € RM ey = (y1,...,yn) € RY. Useremo la seguente
notazione per le matrici jacobiane:

le] 0,
- B (@,y) - P (,y) o (@, y) - P ()
9 (T Y= L : : @(w,y)z : :
S (,y) - FE(,y) S (x,y) - S (x, y)

Possiamo ora enunciare il Teorema di Dini in questo caso pill generale.

Teorema 12 Siano E C RM x RN un aperto, g : E — RY una funzione di classe
C! e (xo,y,) un punto di E per cui si abbia:

Jg
9(350:3/0) :0a detaiy(w()ayO)?éO

Allora esistono un intorno aperto U di xq, un intorno aperto V di y, e una funzione
n:U—=V tali che U xV CFE e presixcU ey eV, si ha:

gz, y) =0 & y=n(x).

18



Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

—1 89

@a@)) g @),

i) = - (5

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per induzione su N.

Nel caso N =1 e M > 2, si procede in modo del tutto analogo a quanto gia fatto
nel caso M = 1. Bastera prendere, al posto dell’intervallo [xg — d, zo + 0], la palla
chiusa B(xg, §), e similmente per gli intorni aperti di @, per dimostrare 1'esistenza
e la continuita della funzione 7. Resta da vedere la derivabilita: considerato & =
(Z1,...,Zn), prendiamo ora = (Z1+h, ..., Ty ); procedendo come in precedenza,
si ha che

(L +hy . E) —0(Z, . T 7%’1(7(5))

)
%5 (¢))
con (&) appartenente al segmento che congiunge (Z,n(Z)) con (x,n(x)). Se h tende
a 0, si ha che v(£) tende a (Z,n(x)) e quindi

)

_ _ _ _ 99 (A =,
L TR SO R TCNE W S (/G
= =-—2—2.
ox1 h—0 h Fg(m’ 77(;(3))
Analogamente si calcolano le derivate parziali rispetto a xs, ..., 2y, per cui si vede

che 1 & di classe C! e

___ 1 %
@) = =g )

Supponiamo ora ’enunciato valido fino a N — 1, per un certo N > 2 (e M > 1
qualsiasi) e dimostriamo che vale anche per N. Useremo la notazione

Y = (yla s 73/N—1) )
per cui scriveremo y = (Y, yn). Siccome

9 9
Tii(wo,yo) ailv (x0, Yo)

det : : #0,

0 ‘ 1o)
897];[(1‘0,3/0) T 65%(1:07 yO)

almeno uno degli elementi dell’ultima colonna ¢ non nullo. Possiamo supporre senza

perdita di generali{‘sa, eventualn;ente permutando le righe, che sia gZ—JAVT(a:O, Y) # 0.
Scrivendo y, = (95, y%), con g5 = (49, ...,9%_;), sara
- Ogn -
gN<w07y(1]7y9V) :07 T(w()?y(iy%) 7&0
YN
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Allora (caso unidimensionale) esistono un intorno aperto Uy di (2o, %!), un intorno
aperto Vy di y?v e una funzione n; : Uy — Vj di classe C! tali che U; x Vy C E,
per cui si abbia: se (,y;) € Uy e yny € Vi,

gN(waglvyN)ZO ~ yN:771(-737?~J1)7

_ 1 dgn
Jm(x,y;) = ~ Ogn

o (@Y m(z, 9y))) a(m,gl)(wv@hm(f&@l))-

Possiamo supporre Uy della forma U x V1, con U intorno aperto di @ e V; intorno
aperto di y1 Definiamo la funzione ¢ : U x Vi — RY~1, ponendo

¢($7@1) = (91(%@17771(% @1))7 s 79N—1($,?~/17771(w7 @1))) :

Per brevita, scriveremo

9(1,...,N—1)(w7 Y) = (g1(z,y),....9n1(T,Y)).

Notiamo che ¢(xo, §}) = 0 e che, essendo 11 (o, ¥)) = y%,
0o -0 9901,...N—1) d901,...N—1) on
8y1 (m07 y ) - a@l (a:()? yO) + ayN ( 05 yo) ayl (:UO, yl) (*)

Inoltre, siccome gy (@, Yy, m(x,y;)) = 0, per ogni (x,y,;) € U;, differenziando si
ha:

_ dgN dgN om -0
0 - 8@1 (330, yO) + ayN (wo’ yO)a,gl (wo’ yl) . (**)
Scriviamo
¢ 9901,..,N-1
(m()ay ) ( )(-’L'O,yo)
A _ 1 oYy, oyn
0
det @(flfoayl) = Wdet 5 ;
1 )
ayn \L0, Yo 0 \ 8gN (o, o)
YN

avendo usato la notazione di matrice suddivisa a blocchi. Sostituendo le due uguaglianze
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(%), (%) e usando le proprieta dei determinanti, si ha:

o %(wovﬂ?) %(xo,yo) )
0 » g%(xo’y@
[ + 22 B | 2
aagT;j(avo,yo)-Fgz—z(acmyo)a~ (z0,7Y) \ ggN (20, 50)

_ 99
= det (8@1 (ajo,yo)

Abbiamo quindi

- 0 -
o(xo,9)) =0,  det fz’(wo,y%éo.
0y,

Per I'ipotesi induttiva, esistono un intorno aperto U di &g, un intorno aperto Vi di
@(1) e una funzione 7y : U — V; di classe C! tali che U x V; C U x Vi, per cui si abbia:
perognix € U e Yy, € V1,

o, y) =0 < Yy =mnr).
In conclusione, per x € U e Yy = (Y, yn) € V1 x Vo, si ha:

_ 9(1,...,N—1)(337'£~/179N) =0

z,Yy =0 <& -
x,y =0
- { 9, .N—1)(T, Yy, yN)

yn =m(x,Y;)
N { Qb(mvyl) :q

yn = m(x,Y,)
o { Y, = m(x) B

yn =n(x,Y;)

& y=(m@@),n(@n()).

Ponendo V' =V} x V5, resta pertanto definita la funzione n: U — V:

n(@) = (n2(x), m(x,n2(x))) .

Tale funzione ¢ di classe C', siccome lo sono sia 71 che ny. Siccome g(x,n(x)) = 0
per ogni @ € U, se ne deduce che che

dg dg (

5 T (@) + By x,n(x))Jn(x) =0,
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da cui la formula per Jn(x). |

Ed ecco 'enunciato simmetrico.

Teorema 13 Siano E C RM x RN un aperto, g : E — RM una funzione di classe
C! e (xo,y,) un punto di E per cui si abbia:

Jg
g(w()vyO):O? det%(wﬁvyo) #0

Allora esistono un intorno aperto U di Xg, un intorno aperto V di y, e una funzione
n:V = Utali che U xV CFE e presixcU ey eV, si ha:

g, y) =0 & x=n(Y).
Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

-1
1otw) =~ (ptwn)) G wnw)-

Vediamo ora un’importante conseguenza del teorema della funzione implicita.

Definizione 3 Dati A e B, due aperti di RN, una funzione ¢ : A — B sé un
“diffeomorfismo” se & di classe C', biiettiva e la sua inversa ¢! : B — A & anch’essa
di classe C'.

Enunciamo il teorema di inversione locale.

Teorema 14 Siano A e B due aperti di RN e p : A — B una funzione di classe C.
Se per un certo xy € A si ha che det Jp(xg) # 0, allora esistono un intorno aperto
U di xy contenuto in A, e un intorno aperto V di p(xo) contenuto in B, tali che la
restrizione iy : U — V' sia un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione g : A x B — RY definita da
9(x,y) = p(x) - Y.
Posto y, = ¢(xp), si ha che

)
9(@0,yy) =0, e det %(wo,yo) = det J(xo) £ 0.

Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto V' di ¢, un intorno
aperto U di &g e una funzione  : V — U di classe C! tali che, presiy € Ve x € U,
si ha:

elx)=y < gy =0 < x=1).

Quindi, n = <p|7U1 e la dimostrazione € cosi completa. ]
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9 Le M-superfici
Indichiamo con I un rettangolo di RM ,dove 1 < M < N.

Definizione 4 Chiameremo M-superficie in RN una funzione o : I — RN di
classe C'. Se M = 1, o si dira anche curva; se M = 2, si dira semplicemente
superficie. L’insieme o(I) é detto supporto della M-superficie o. Diremo che la
M -superficie o e regolare se, per ogni u € IO, la matrice jacobiana o' (u) ha rango

M.

Consideriamo da vicino il caso N = 3. Una curva in R® ¢ una funzione o :
[a,b] — R3, 0 = (01,09,03). La curva & regolare se, per ogni t €]a,b[, il vettore
o'(t) = (o1(t), o4(t),04(t)) ¢ non nullo. In tal caso, si definisce il seguente versore
tangente nel punto o(t) :

To(t)

Y

(o) o(t) +74(1)

o(t)
Esempio. La curva o : [0, 27] — R3 definita da
o(t) = (Rcos(2t), Rsin(2t),0)
ha come supporto la circonferenza
{(z,y,2): 2>+ 3> = R?, 2 =0}

(che viene percorsa due volte). Essendo o/(t) = (—2Rsin(2t), 2R cos(2t),0), si tratta
di una curva regolare, e si ha:

T,(t) = (—sin(2t), cos(2t),0) .

Una superficie in R? & una funzione o : [a1,b1] X [ag, b] — R3. La superficie &
regolare se, per ogni (u,v) € |a1,bi[ X |az, ba[, 1 vettori g—Z(u, v), %(u, v) sono linear-
mente indipendenti. In tal caso, essi individuano un piano, detto piano tangente

alla superficie nel punto o(u,v), e si definisce il seguente versore normale:
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o(u,v) + vg(u,v)

vg(u,v)

do do
- (u,v) X Z=(u, v
UU(U, U) Bu( ’ ) v ( ’ )

152 (u,v) x 32 (u,0)]]

Esempi. 1. La superficie o : [0, 7] x [0, 7] — R? definita da
o(¢p,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sinf, R cos ¢)
ha come supporto la semisfera

{(x,y,2) 2% +¢% + 22 = R%y > 0}

Essendo
3_0
¢
do . .
%(qﬁ,@) = (—Rsin¢sinf, Rsin ¢ cos b, 0)

(¢,0) = (Rcospcos, Rcospsinf, —Rsin ¢),

si tratta di una superficie regolare, e si ha:

Ve (p,0) = (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 0, cos @) .
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2. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucosv,usinv,0),

ha come supporto un cerchio se » = 0, una corona circolare se r > 0. E una superficie
regolare.

3. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, definita da

o (1, 0) = ((”;R 4 (u— TJ;R) cos (g)) cos v,
(5 (o= 2 os (3) ) siner

(-

ha comes supporto un nastro di Mobius. E anch’essa una superficie regolare.

4. La superficie o : [0, 27] x [0,27] — R? definita da
o(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsinu)

dove 0 < r < R, ha come supporto 'anello toroidale o “toro”

{(z,y,2) : (/22 +9y2 — R)? + 22 = r?}.

Si puo verificare che anche in questo caso si tratta di una superficie regolare.
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Una 3-superficie in R? si dice anche volume.

Esempio. La funzione o : [0, R] x [0, 7] x [0,27] — R? definita da
o(p,¢,0) = (psingcos b, psin ¢sin b, p cos @)
ha come supporto la palla chiusa
{(z,y,2) s 2® + 4 + 22 < R?}.

In questo caso, det o’'(p, ¢,0) = p?sin ¢ e pertanto si tratta di un volume regolare.

=T o=
RN SN

NS
ST

10 Analisi locale delle M-superfici

Sia 1 < M < N. Identificando RY con R x RN =M ogni vettore & = (21, ...,zy) di
RY si scrivera nella forma @ = (&, &), con & = (z1,...,20) e & = (Tpr41,...,TN).

Useremo inoltre la seguente notazione: dato & = (x1,...,z7) € RM e r > 0,
Bl#, 7] = [r1 —roay 4+ 7] % - X [zar — ryza + 7] CRM.
Per semplicita, scriveremo B([r| invece di BI0, r].

Teorema 15 Siano E un sottoinsieme aperto di RN, g un punto di E e g : E —
RN=M wyna funzione di classe C*, tale che

g(xo) =0, e Jg(xo) ha rango N — M.

Allora esistono un intorno U di g e una M -superficie regolare e iniettiva o : Blr] —
RN per un certo r > 0, tali che o(0) = xq e

(xeU:g(x)=0) =o(B[r]).
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Dimostrazione. Supponiamo, per esempio, che sia invertibile

0 0
8p1»g41+1 (ZBO) o 3109111 (mo)
dg .

ajc(5130) =

OgnN — . OgnN — '
B B e

Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto U di &g, un
intorno aperto U di T e una funzione 7 : U — 17, tali che U x U C E e, se & € U
exE 17, si ha:
gx,x)=0 < T=nI).

Preso r > 0 tale che B[ao,r] C U, sia U = Blag,r] x U e o : Blr] — RN definita
da o(u) = (u+ &g, n(uw + Xo)). Si verifica che la matrice jacobiana Jo(u) ha come
sottomatrice la matrice M x M identita, per cui o e regolare. Si vede facilmente
che o ¢ iniettiva, in quanto lo € la prima componente © — u + &y. Inoltre, se
T=(z,x)eU,

~A @~

9(#,8)=0 o FT-n@) o (@3 =o(d- &),

da cui la tesi. Nel caso in cui la sottomatrice considerata non sia invertibile, bastera
operare degli scambi nelle colonne della matrice Jg(xg) per ricondursi alla situazione
precedente. [

La M-superficie o individuata dal teorema precedente ¢ detta “M-parametrizza-
zione locale”.

Vediamo tre casi di particolare interesse. Iniziamo con una curva in R? (caso
M=1,N=2).

Corollario 16 Siano E un sottoinsieme aperto di R%, (x9,v0) un punto di E e
g: E — R una funzione di classe C', tale che

9(zo,%0) =0 e Vg(zo,y0) #0.

Allora esistono un intorno U di (zg, yo) e una curva regolare e iniettiva o : [—r, 1] —
R, per un certo r > 0, tali che o(0) = (x0,%0) €

{(]I,y) eU: g(x,y) = 0} = U([—T, 7-]) .
Vediamo ora il caso di una superficie in R (caso M =2, N = 3).

Corollario 17 Siano E un sottoinsieme aperto di R, (x0,yo0, 20) un punto di E e
g: E — R una funzione di classe C', tale che

9(xo,y0,20) =0 e Vg(xo,y0,20) #0.
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Allora esistono un intorno U di (xg,yo, 20) € una superficie regolare e iniettiva o :
[—r, 7] x [=7,7] = R3, per un certo r > 0, tali che o(0,0) = (0, yo, 20) €

{(l‘,y, Z) eU: g(:l?,y,Z) = O} = O-([_Ta T] X [_T7 T]) :
Infine, vediamo il caso di una curva in R3 (caso M =1, N = 3).

Corollario 18 Siano E un sottoinsieme aperto di R, (xo,yo, 20) un punto di E e
91,92 : B — R due funzioni di classe C, tali che

91(z0, %0, 20) = 92(x0,Y0,20) =0 e Vgi(xo, Yo, 20) x Vga(xo,yo, 20) # 0.

Allora esistono un intorno U di (x9,yo,20) € una curva regolare e iniettiva o :
[—r, 7] — R3, per un certo r > 0, tali che a(0) = (w0, Yo, 20) €

{(x,y,z) eU: g1($,y,2’) - gg(ﬂ?,y,Z) = O} = U([—T’, T]) :

10.1 I moltiplicatori di Lagrange

Siano F un aperto di RY, &y un punto di E e f : E — R una funzione differenziabile
in @y. Vogliamo cercare eventuali punti di massimo o di minimo per la funzione
ristretta a un “vincolo”, che sara descritto da un’altra funzione, in generale a valori
vettoriali.

Teorema 19 Sia g : E — RN"M una funzione di classe C* tale che
g(xo) =0, e Jg(xo) ha rango N — M.

Posto
S={xrecFE:g(x)=0},

se &y € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esistono (N — M)
numert realt \i,..., A\n_ns tali che

N—M
Vi(xo) = > AjVg;(ao).
j=1
I numeri A1, ..., A\y_ns si chiamano moltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, esistono un intorno U di g, un r > 0 e
una M-superficie regolare o : Blr] — R¥ tali che 0(0) = xg e

SNU =o(B[r]).
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Considerata la funzione F': B[r] — R, definita da F'(u) = f(o(u)), si ha che 0 ¢ un
punto di minimo o massimo locale per F. Quindi, VF(0) = 0, per cui

0= JF(0) = Jf(o)Jo(0).

Ne segue che

Vf(xg) é ortogonale a B—U(O),... 0o
aul

Inoltre, essendo g(o(u)) = 0 per ogni u € BJr], si ha che

(0).

,6UM

Jg(xo)Jo(0) =0.
Quindi anche i vettori

0 0
Vagi(xo),-..,Vagn_n(xo) sono tutti ortogonali a —U(O), p—

o (0).

" Oupr
Siccome o & regolare,

0 0
lo spazio vettoriale T generato da —U(O), ceey 70(0) ha dimensione M .
6u1 8UM

Quindi lo spazio ortogonale 7+ ha dimesnione N — M. E siccome, come abbiamo
visto,

Vf(xo), Vgi(xo), - .., Van_a(To) € T+,

questi vettori devono essere linearmente dipendenti. Quindi, essendo che i vettori
Vgi(xo), ..., Vgn—m (o) linearmente indipendenti, ne segue che V f(xo) si deve
poter esprimere come una loro combinazione lineare. [ |

Vediamo anche qui tre casi particolari interessanti.

Corollario 20 Siano E un aperto di R?, (z9,y0) un punto di E, g : E — R una
funzione di classe C! tale che

9(zo,90) =0 e Vg(zo,50) # 0,
e f: E— R una funzione differenziabile in (xo,yo). Posto
S={(z,y) € E:g(x,y) =0},

se (xo,yo) € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esiste un numero
reale A\ tale che

V f(z0,90) = AVg(wo, yo) -
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Corollario 21 Siano E un aperto di R3, (xq,y0, 20) un punto di E, g : E — R una
funzione di classe C' tale che

9(wo,90,20) =0 e Vg(zo,y0,20) # 0,
e f: E— R una funzione differenziabile in (xo,yo, z0). Posto
S={(z,y,2) € E:g(x,y,2) =0},

se (2o, Yo, 20) € un punto di minimo o massimo locale per f|s, allora esiste un numero
reale X\ tale che

V f(zo, 0, 20) = AVg(wo, yo, 20) -

Corollario 22 Siano E un aperto di R3, (zo, Y0, 20) un punto di E, g1,g2 : E — R
due funzioni di classe C' tali che

91(20, Y0, 20) = g2(z0,Y0,20) =0 e Vgi(zo,Yo,20) X Vg2(zo, Yo, 20) # 0,
e f: E — R una funzione differenziabile in (xo,yo, z0). Posto
S = {(fL‘,y,Z) eU: gl(l‘,y,Z) = 07 92('1773/"2) = 0}7

se (o, Y0,20) € un punto di minimo o massimo locale per f|s, allora esistono due
numeri reali A1, Ao tali che

V f(zo, Y0, 20) = M Vg1(xo, Yo, 20) + A2V g2(x0, Yo, 20) -
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