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1. Sidefinisca una curva regolare C' C R" in analogia con una superficie regolare. Si provi
che:

(a) La preimmagine C' := f~!(¢) C R? di un valore regolare ¢ per una funzione
differenziabile f : U C R* — R & una curva regolare in R%

Si dia un esempio di una tale curva non connessa.
(b) La preimmagine C := f~!(c¢) di un valore regolare ¢ per una funzione differenzia-
bile f : U C R® — R? & una curva regolare C' C R

2. Sia S C R? una superficie regolare esia p € S. Si dimostri che se H 2 p = ¢(ug, vp) & un
qualunque piano affine con giacitura contenente il versore normale

e (o, vo) N Opp(ug, o)
N p—
(40:%0) = 13 a0, 00) A Bt 20)]|

cioe un piano normale alla superficie in p, allora [ e diverso dal piano tangente a S in
un opportuno intorno di p in H N S, e che in particolare la curva H N S e regolare in un
intornodip € S.

3. Si verifichi che la definizione di applicazione differenziabile tra superfici regolari non
dipende dalla scelta delle parametrizzazioni locali.

4. Sia F : R* — R una funzione di classe C*. Sia S C R® una superficie regolare e sia
peS.



(a) Sia VgF(p) la proiezione ortogonale del vettore gradiente VF'(p) sul piano tan-
gente vettoriale 7),S.

Si dimostri che se a: I — S € una curva tale che «(I) C S e a(ty) = p, allora vale

d

(VsF(p)) - o' (to) = auztoF(Oﬂ(t))-

Se ne deduca che se la restrizione Fjs ad S ha un minimo locale o un massino
locale in p, allora Vg F(p) = (0,0, 0).

(b) Supponiamo che S ammetta un’equazione implicita g(z, y, z) = 0. Si dimostri che
se la restrizione Fjg ad S ha un minimo locale o un massino locale in p € S, allora

VE(p) =AVy(p)
per un opportuno scalare \ (detto moltiplicatore di Lagrange).

5. Si dimostri che per ogni coppia di vettori v, w € R® vale 'identita
lo Awl* + (v w)* = [lo]]* [Jwl]]*.
6. Sia f : R* — R? un endomorfismo autoaggiunto rispetto al prodotto scalare standard,

supponiamo che i suoi due autovalori A\;, Ay € R siano distinti, e sia {v1, v2} una base
ortonormale di autovettori associati ai due autovalori.

(a) Sidimostri che se |\1] < |\2|, per ogni v € S' si ha
(Ml < I f ) < |,

evale || f(v)|| = |\i| se e solo se v = £uv;.
Suggerimento: si scriva il generico v € S! nella forma v = cos a v1 + sin a vs.

(b) Si consideri la forma quadratica associata a f:

QR >R, Q) = f(v) v,

e supponiamo che A\; < Aq.
Si dimostri che per ogni v € S* si ha

)\1 S Q(U) S )\27

e vale Q(v) = \; se e solo se v = +v;.



