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Capitolo 1
Spazi affini

Definizione 1.0.1. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Uno spazio affine su V' & un
insieme non vuoto A, i cui elementi si dicono i punti di A, ed una funzione

o:AxA—V, ofP,R)=PE,
tale che valgano i seguenti assiomi:
(SA1) perogni P € Aeperognive V,3'R € Atalechev = ﬁ;
(SA2) per ogni terna di punti (non necessariamente distinti) P, ), R € Asiha 1@—%@? = ﬁ
Proposizione 1.0.2. Dai due assiomi di spazio affine si hanno le seguenti proprieta:
1. perogni P € Asiha PP=0¢ V;
2. perogni P,R € A, siha ﬁ = —ﬁ;

3. per ogni punto P € A, la funzione fp : A =V, fp(Q) = 1@ ¢ una biiezione.
Dimostrazione. (1) Dall’assioma (SA2), ponendo P = () = R, siha

BB P =P,

e sommando ad entrambi i membiri il vettore FT}% si ha la tesi.
(2) Dall’assioma (SA2), ponendo R = P, si ha

PO+ QP = PP =0

per il primo punto, quindi Q? e il vettore opposto di @
(3) La tesi segue direttamente dall’assioma (SA1). O
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Definizione 1.0.3. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale I di dimensione finita.
Allora definiamo la dimensione di A come

dim A :=dim V.
Se dim A = 1, allora A si dice retta affine; se dim A = 2, allora A si dice piano affine.
Proposizione 1.0.4. Se A ¢ uno spazio affine su 'V, I'applicazione
t: AxV — A definitada (P,v)— Q : ﬁ—v
verifica: VP € A, Yv,w € V vale t(t(P,v), w) = t(P, (v + w))

Dimostrazione. Per SA1, fissati P e v, esiste un unico punto () tale che v = F@ D’altra parte,
per la stessa ragione, esiste un unico punto R tale che w = Cﬁ Pertanto

U—szpﬁﬁ-ﬁ:ﬁ

dove la seconda uguaglianza segue da (SA2). In conclusione si ha

HH(P,v), w) = t(t(P, PO), w) = 1(Q, w) = {(Q, QR) = Ri(P, PR) = {(P, PO+QR) — t(P, v+w).

come volevamo. OJ

Fissando il vettore v nel secondo fattore del dominio di ¢ si ottiene una biiezione di A
come segue.

Definizione 1.0.5. Se A & uno spazio affinesu V e v € V & un vettore fissato, 'applicazione
: A — A definitada P +— t,(P):=0Q, v-]@

si dice traslazione di A lungo v.

Osservazione 1.0.6. Dato V' spazio vettoriale di dimensione finita su K, possiamo definire
una struttura di spazio affine in V' su se stesso, ponendo:

ﬁ::w—v.

Si verifica facilmente che gli assiomi sono verificati.



Definizione 1.0.7. In particolare, se V = K", una struttura di spazio affine su K" e data da:

1 — D1

n n n q2 — P2
o:K'xK'—=K ) g((plvav"'7pn)a(q1aq27"-7Qn)) = . :-@

qn — Pn

Lo spazio affine cosi definito verra indicato con il simbolo Af, e si dice spazio affine
standard.

Vediamo ora come associare delle coordinate a un punto di uno spazio affine arbitrario.
Useremo la nozione di coordinate di un vettore in una base, e per fare cido dobbiamo fissare
un punto, che chiameremo origine.

Definizione 1.0.8. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. Un riferimento affine
per A e il dato di:

e unpunto O € A;
* una base {vy, vy, ...,v,} di V.

I1 punto O si dice origine del riferimento.
Dato un punto P € A qualsiasi, possiamo definire le coordinate di P come le coordinate

del vettore O? nella base {vy,vs,...,v,}, cioe se
O? = a1V1 + QU2 + * -+ + ApVUn,

definiamo I'n-upla (a4, as, . . ., a,) come le coordinate di P.

Convenzione 1.0.9. Per distinguere le coordinate di vettori dalle coordinate di punti di spazi
affini, useremo la seguente notazione:

aq
. . .1 . az
¢ le coordinate di un vettore verranno indicate in colonna: | . |;
Qp,
* le coordinate di un punto verranno indicate in riga: (b1, bo, - - , by).



Esempio 1.0.10. Se A ¢ una retta affine, un riferimento affine e dato da un punto O € A e da

un vettore non nullov € V.
Se A & un piano affine, un riferimento affine & dato da un punto O € A e da due vettori

non nulli e non proporzionali vi,v, € V.
Definizione 1.0.11. In A§ possiamo scegliere il seguente riferimento:
e il punto O € A di componenti nulle O = (0,---,0);

¢ ]a base canonica di K™:

1 0 0

0 1 0
€1 = ) €o = . ) ) €n =

0 0 1

n

Questo riferimento si dice riferimento affine canonico di Aj.

1.1 Sottospazi affini e loro equazioni

Definizione 1.1.1. Sia A uno spazio affine su V. Fissati
e unpunto@ € A, e
* un sottospazio vettoriale W C V,

il sottospazio affine passante per () e parallelo a W & il sottoinsieme di A definito da
S—{PcA|QPeW)
Il sottospazio W C V si chiama giacitura di S.
Dalla definizione seguono subito le seguenti proprieta:
Proposizione 1.1.2. Sia A uno spazio affine su V. Si ha:
1. se S é un sottospazio affine passante per ) e di giacitura W, allora Q) € S.
2. Per ogni coppia di punti P, P, € S, si ha TP; cW.

3. S ha una struttura di spazio affine su W.



Definizione 1.1.3. Sia S C A un sottospazio affine di giacitura V. Definiamo
dim S := dim W.
Se dim S = dim A — 1, allora S si dice iperpiano di A.

Vediamo ora che riscrivendo la definizione di sottospazio affine in coordinate, possiamo
descrivere i sottospazi affini tramite equazioni parametriche.

Osservazione 1.1.4. Sia S C A} sottospazio affine passante per un punto @ = (¢1,...,¢,) €
A e di giacitura W C K". Sia {wy, ..., w,,} una base del sottospazio vettoriale V. Fissiamo
le componenti dei vettori w; (come elementi di K")

w11 W12 Wim

W21 Wa2 Wom
wy = . ) Wy = . ) ceey Wy =

Wn1 Wn2 Wym

Allora abbiamo
P = (Il,l'g, . ,In) €S «— Cﬁj eW «— E'tl,tg, o tm €K 62? = tLwHtawo++ - -+ Wy, .
Definizione 1.1.5. Usando le stesse notazioni di cui sopra, le equazioni

T1 = q1 + tiwyy +towig + - + Ep Wi

To = @ + t1woy + tawa + -+ - + L way,

Tn = qn + tiwn1 + taWpe + -+ - + LW,
si dicono equazioni parametriche di S.

Osservazione 1.1.6. Un sottospazio affine S C Af puod essere descritto da diversi sistemi
di equazioni parametriche. Piti precisamente, abbiamo che un sottospazio affine & univoca-
mente determinate dalla sua giacitura e da uno qualsiasi dei suoi punti (esercizio).

Le equazioni parametriche non sono l'unico modo di codificare un sottospazio affine.
Infatti, puo essere anche assegnato mediante equazioni cartesiane nel modo seguente.



Teorema 1.1.7. Sia A - x = b un sistema di equazioni lineari di ordine n a coefficienti nel campo K.
Se A - x = b e compatibile, allora I'insieme delle sue soluzioni

S={seK"|A -s=0b}

e un sottospazio affine di A%, la cui giacitura é il sottospazio vettoriale W di K" formato dalle soluzioni
del sistema lineare omogeneo associato:

W={seK"| A -s=0}.

In tal caso dim(S) = n — rk(A), e per ogni s € S, il sottoinsieme S coincide con il sottospazio affine
di Ay passante per s e paralleloa W.

Dimostrazione. Poiché il sistema lineare & compatibile, S non e vuoto. Sia dunque 5 una sua
soluzione. Per il teorema di struttura dell’insieme delle soluzioni di un sistema lineare, ogni
altra soluzione s si puo scrivere nella forma

s=s+w, weW.
Quindi si ha
seES << s—s5eW.

Per definizione, S risulta il sottospazio affine di Ay passante per 5 di giacitura . Infine, per
il Teorema di Dimensione, dim W =n — rk(A) = d1m S. O

Definizione 1.1.8. Sia S C Ay un sottospazio affine. Un sistema di equazioni cartesiane per
S & un qualunque sistema di equazioni lineari Az = b, tale che

S={secAg | A-s=0b}.

Osservazione 1.1.9. (1) Un sottospazio affine S C Ay puo essere descritto da diversi
sistemi di equazioni cartesiane.

Infatti, se S = {s € A% | A-s = b}, allora per ogni sistema di equazioni lineari Az=b

equivalente ad A - z = b, le equazioni di A -z = b sono delle equazioni cartesiane per
S.

(2) Sia A-z = bun sistema di equazioni cartesiane per il sottospazio affine S C Af. Allora
il punto (0,0,...,0) € Ay appartiene a S se e solo se b = 0, cioe se e solo se il sistema
di equazioni lineari € omogeneo.



1.1.1 Passaggio da equazioni parametriche a cartesiane

Vediamo ora che in realta tutti i sottospazi affini ammettono delle equazioni cartesiane, e
che esse possono essere ottenute dalle equazioni parametriche.
Sia S C Ay un sottospazio affine dato dalle equazioni parametriche

r1 = q + tiwn + bawie + -+ -+t wi,

To = @a + t1Wa1 + toWog + « -+t Wap,

Ty = Qn + tiwyr + towps + -+ + L Wi,

Ricordiamo che un punto P = (z1, zs, ..., z,) € Ag appartiene a S se e solo se il vettore
1 — ¢ W11 W12 Wik
L2 — G2 W21 W22 Wak
€ Span : ) . P : )
Tp — 4n Wn1 Wn2 Wik

e cid succede se e solo se la matrice

w11 o Wim T1—q1
Wo1 -+ Wy T2 — (2
Wp1 " Wpm Tn — Q4n

ha rango m. Mettendo la matrice a scala, la condizione si traduce nell’annullamento delle
ultime n — m entrate dell’ultima colonna.

1.1.2 Passaggio da equazione cartesiane a parametriche

Vediamo ora come passare da equazioni cartesiane ad equazioni parametriche.

Sia S C Af un sottospazio affine dato dalle equazioni cartesiane A - x = b.

Per trovare delle equazioni parametriche per S, si risolve il sistema di equazioni lineari
A -z = b, esprimendo le sue soluzioni in funzione di opportune variabili libere ¢4, ..., t,,,
che equivale a trovare una soluzione particolare () di Az = b, ed una base wy, ..., w,, dello
spazio W delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato A - = 0, in modo che

S=Q+W=Q+tw + - +tpwn,

al variare di t4,...,t,, € K.



1.2 Intersezioni tra sottospazi affini

In questa sezione vedremo che data una famiglia arbitraria di sottospazi affini di un dato
spazio affine A, se la loro intersezione e non vuota, allora essa risulta un sottospazio affine,
congiacitura data dalle intersezioni delle giaciture della famiglia.

La situazione ¢, quindi, analoga all’intersezione di una famiglia di sottospazi vettoriali,
con la differenza che sottospazi vettoriali si intersecano sempre almeno nel vettore nullo.

Proposizione 1.2.1. Sia {S;},c; una famiglia arbitraria di sottospazi affini di A, dove I é un insieme
arbitrario di indici, e siano {W, },c1 le relative giaciture.
Allora per (), S; si hanno due casi:

1. N;e; Si = 0, oppure
2. Mics Si =S # 0, con S C A sottospazio affine di giacitura W = (., W;.

Dimostrazione. Se (,.; S; # 0, sia Q € [, Si; allora il sottospazio affine S passante per @ e
con giacitura W (),.; W; verifica per costruzione

Scs:

el

1 S, P # Q; allora il vettore Cﬁ’ € W, perognii € I,
S; CS. O

Per l'inclusione opposta, sia P € ()
quindi Cﬁ% cWey
Come conseguenza abbiamo la cosiddetta Formula di Grassmann affine:

Corollario 1.2.2 (Formula di Grassmann per sottospazi affini). Siano S, So C A due sottospazi
affini di uno spazio affine A di dimensione finita dim A = n.
Se S1 N Sy # 0, allora

dove L(S1, S3) indica il piii piccolo sottospazio affine contenente Sy U Ss.

Vediamo ora un criterio che ci permette di dire quando due sottospazi affini si interseca-
no.

Proposizione 1.2.3. Siano Sy, S, C A due sottospazi affini con giaciture Wy, Wy C V. Allora si ha
S1 NSy 7& ) +— VQl € Sl,VQQ € Sg,Si ha QlQQ e Wi+ Ws.
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Dimostrazione. Supponiamo S; NSy # 0, esia P € S; N S,. Scelti @ € Sy e Q2 € S, arbitrari,
si ha

QlQ; = Q1P+ PQy = w; + ws,

conw; € Wi ewy € Wa.
Viceversa, se per ogni coppia di punti (); € S1 e ()2 € Sy siha Q1Q2 € W, + Wy, allora
esistono due vettori w; € W, e wy € W5 tali che

—
Q102 = wy + wo.

Per il primo assioma SA1 di spazio affine, esiste un unico P € A tale che
Ql?— = Wr;

siccome w; € Wi, che e la giacitura di S, si ha P € S;. Inoltre, possiamo scrivere

\ AN H
w1+w2:Q1Q2:Q1P+PQ2:W1+PQ27

da cui troviamo che w,; = P(Q); e quindi si ha anche P € S,.

O
1.3 Sottospazi affini generati da punti
Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V. e siano Ty, - - - ,71,,, € A dei punti distinti.
Definizione 1.3.1. Indichiamo con
L(Ty,...,Ly,) CA

il pit1 piccolo sottospazio affine contenente i punti 7, - - - , 7,,, e viene detto sottospazio affine
generatoda Ty, - - - ,T),.

1l sottospazio L(Ty, ..., L,,) si puo ottenere come intersezione di tutti i sottospazi affini conte-

nenti {Ty, ..., T}

Proposizione 1.3.2. Dati Ty, ..., T, € A, il sottospazio affine L(T_, dots, L,,) é determinato da Tj
e dalla giacitura

W = Span(T()T;, ToTy, ..., TyT,).

In particolare si ha
dim L(Tp, ..., L) = dim W < m.
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Dimostrazione. Per definizione di sottospazio affine, i vettori T,T; devono appartenere al-

la giacitura di L(Ty, ..., L), quindi la giacitura di ogni sottospazio affine che lo contiene
contiene W. ]
Osservazione 1.3.3. Per determinare L(Ty, ..., L,,) possiamo fissare un punto qualsiasi 7;

invece di 7Ty, e allora la giacitura sara data da

W = Span(T;T1, T;15, . .., T;T,,).
Definizione 1.3.4. Se dim L(Ty, ..., L,,) = 1, allora i punti 7, . .., T}, si dicono allineati.

Definizione 1.3.5. Quando dim L(7, ..., L,,) = m, cioe la massima possibile, allora i punti
si dicono affinemente indipendenti.

Osservazione 1.3.6. Se T;, T} sono due punti distinti, allora dim L(7y,7;) = 1, cioe per due
punti in uno spazio A qualsiasi passa sempre una retta. Abbiamo ritrovato cosi il primo
postulato della Geometria Euclidea.

Possiamo anche affermare che tale retta & unica, in quanto abbiamo visto nelle sezioni
precedenti che due rette distinte si intersecano al piti in un punto.

Osservazione 1.3.7. Per tre punti non allineati 7y, 7}, 75 passa un unico piano affine.

Infatti, in questo caso i vettori 7 I 1eT1y i » risultano non proporzionali, quindi linearmen-
te indipendenti, e dim L(7y, T3, 1) = 2.

Terminiamo con il seguente.

Proposizione 1.3.8. Dati un sottospazio affine S C A eun punto P € A, esiste un unico sottospazio
affine S' C A tale che
P e S uaddim S = dim S’ uadS’||S.

N

Dimostrazione. L'enunciato segue dal fatto che S’ & determinato da P e dal fatto di avere la
stessa giacitura Wg di S. O

Osservazione 1.3.9. Se dim S = 1, '’enunciato appena visto si traduce nel quinto postulato
di Euclide, sull’esistenza di un’unica retta parallela a una retta data e passante per un punto
assegnato.
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1.4 Parallelismo, incidenza e sghembita

Definizione 1.4.1. Sia A uno spazio affine su uno spazio vettoriale V, e siano S; C A, Sy C A
due sottospazi affini di giaciture W; e W, rispettivamente.

* S; e S, sidicono paralleli, in simboli
Sl H S27

se
W, C Wy oppure Wy C Wi;

e S, e Sy sidicono incidenti se

S1N Sy #0;

* S; e S, sidicono sghembi se non sono ne paralleli ne incidenti.

13



1.5 Tabella riassuntiva delle condizioni di parallelismo e in-
cidenza tra piani

Consideriamo due piani 7, 7’ nello spazio affine A} di equazioni cartesiane:

!/

Tiar+byt+cr=d, 7w :de+by+dz=4d.

Allora si ha:
A B N osizione
a b ad v Jd d p
1 1 m | o= |
- /
Ay
1 2 I
|
\
_‘:Vi.:L‘i
2 2 7, dimrna =1 |

14



Consideriamo due piani 7, 7’ nello spazio affine A} di equazioni parametriche:

T = Ql + U1ty + lato x=T] 4+ 0181 + 0989
T y = Qo + myty + mots i y="T5 4+ ui181 + U289
Z = Qg + n1t1 + n2t2 z = T3 + wWi81 + Wa Sy

Allora si ha:

rk mi; Mo Up U posizione

2 7w || ©, m=x"oppurer N7’ =0

3 T Hn,dmrna =1

15



1.6 Tabella riassuntiva delle condizioni di parallelismo, in-
cidenza e sghembita tra rette nello spazio

Consideriamo due rette r, ' nello spazio affine A} di equazioni cartesiane:

. ar+by+cz=d . ex+ fy+gz=nh
"l de+by+dz=d e+ fly+gz=n "
Allora si ha:
a b c a b ¢ d
a v a b J d
rk rk osizione
e f g e f g h P
e/ f'/ g/ 6/ f/ g/ h/

2 2 r|l s r=s A

2 3 r| s, rNns=10 il
3 3 r ks, rns={R} /‘W“/V
3 4 rlos, rNns=10 7

16



Consideriamo due rette r, 7’ nello spazio affine A} di equazioni parametriche:

xr=0Q+1t z =T, +os
T y= Qs+ mt oo T
z2=Q3+nt 2 =Ty +ws
Allora si ha:
[ o
tk [ m wu posizione
n o w
:\Ii\r\ e
1 T’\r',r:r/oppurerﬂﬂ:q) \ \\
2 THW, rOr = {R} un punto oppurermr/:(ﬂ

17



1.7 Tabella riassuntiva delle condizioni di parallelismo e in-
cidenza tra una retta e un piano nello spazio

Consideriamo una retta r e un piano 7 nello spazio affine A} di equazioni cartesiane:

. { ar +by+cz=d

dr+by+dz=d > " cr+fy+gz=nh

Allora si ha:
a b c a b ¢ d
tk | o bV (¢ tk | o W ¢ d posizione
e fyg e f g h
2 2 r|| morCm
2 3 r| mornrT=10
3 3 r ) ornm={R} \
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Consideriamo una retta r e un piano 7 nello spazio affine A} di equazioni parametriche:

r=0Q1+1t =T + 0181 + 0389
o y =0+ mt T y ="Th 4+ u181 + U89
Z:Q3+Tlt Z:T3+W181+IU282
Allora si ha:
{ 01 02
rk m o u;  Us posizione
n w; wsy
2 r|| 7 rCmoppurer N =)
3 r}fm, rNm={R} un punto

1.8 Fasci di iperpiani

Sia A uno spazio affine su un K-spazio vettoriale V/, di dimensione finita n.
Ricordiamo che un iperpiano affine H in A ¢, per definizione, un sottospazio affine di
dimensione dim H = dim A — 1.

Definizione 1.8.1. Siano H, H' C A due iperpiani affini, distinti, di equazioni cartesiane

H: ayzqy +asxy+ -+ a2, +b=0,uadH’ : cizq + coxg + -+ cpxy +d = 0.

19



Si dice fascio di iperpiani generato da H e H' la famiglia A di iperpiani di A il cui generico
iperiano ha equazione cartesiana

A uadA(a1xy + agwy + - 4 apty, + 0 =0) + pl(crxy + coxg + - -+ + cpry, +d) =0,
dove A, u € K sono due parametri liberi.

Osservazione 1.8.2. Siccome un’equazione cartesiana di un iperpiano ¢ definita a meno di
un fattore di proporzionalita, possiamo considerare due sottofamiglie di A, dipendenti da
un unico parametro ¢ € K, cosi definite:

* se \ # 0, il generico piano ha anche equazione
A
(alxl+a2x2+--~+anxn+b:0)+E(c1x1+c2x2+---+cnxn+d) =0.

Ponendo t := ﬁ, il generico piano ha equazione (a;x1 + asxs + -+ + apz, + b = 0) +
t(c1z1 + caxa + - - - + ¢, + d) = 0. Osserviamo che in questa famiglia manca un unico
piano di A, quello relativo a A = 0, che corrisponde al piano H'.

* se i # 0, il generico piano ha anche equazione

%(alxl+a2x2—|—---+an:vn+b:0)+(clx1+02x2+---—|—cn:pn+d):0.

Ponendo ¢ := £, il generico piano ha equazione t(a,z; + ag2s + -+ + @pTy +b = 0) +
(c1x1 + coy + - - - + ¢z, + d) = 0. Osserviamo che in questa famiglia manca un unico
piano di A, quello relativo a ;© = 0, che corrisponde al piano H.

Vediamo ora come si intersecano gli iperpiani appartenenti a un fascio.
Proposizione 1.8.3. Siano H, H' C A due iperpiani distinti. Allora si hanno due casi:

1. H || H'; in questo caso H N H' = {;

2. dmHANH =dimA—-2=n-—2.

Dimostrazione. Se H || H' sappiamo dalla teoria generale che i due iperpiani non si interse-
cano.
Supponiamo quindi H || H' e siano

H: ayz +asxy+ - +apx, +b=0,uadH’ : cizq + coxg + -+ cpan +d = 0.
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delle loro equazioni cartesiane. Per la condizione di non parallelismo, le loro giaciture sono
diverse, quindi il sistema lineare omogeneo

a1, + asxy + - - + anx, =0,
01$1+02I2+"'+0n$n:0

ha la matrice dei coefficienti A di rango 2. Cio implica che anche la matrice completa
associata al sistema lineare

a1y + asxy + -+ apx, +b =0,
)+ g+ -+, +d=0

ha rango 2, e per il Teorema di Rouché - Capelli, I'insieme delle soluzioni corrisponde a un
sottospazio affine di dimensione n —rgA =n — 2. O

Proposizione 1.8.4. Siano H, H' C A due iperpiani distinti, sia dim A = n, e sia A il fascio di
iperpiani generato da H e H'. Allora si ha:

1. se H || H', ogni iperpiano M € A soddisfa
M| H.

Un tale fascio si chiama fascio improprio.

Inoltre, se un iperpiano L || H, allora L € A.
2. SeS=HNH condimS =n — 2, allora per ogni M € A si ha

M>S.

Un tale fascio si chiama fascio proprio.

Inoltre, ogni iperpiano L O S verifica L € A.

Dimostrazione. 1. Se || H', possiamo scrivere le equazioni cartesiane dei due iperpiani
nella forma

H: a1z +aswo+ -+ apxy, +b=0,uadH" : a1z + asxo+---+apz, +d=0, b#d.
Il generico iperpiano di A ha dunque equazione

Mayzy + agrs + -+ - + apxy, + b) + playzy + agxs + - -+ + apz, +d) =0,
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quindi
(A4 p) (a1 + agzs + -+ - + apxy) + Ao+ pd = 0,

e vediamo che la parte omogenea dell’equazione e proporzionale alla parte omogenea
dell’equazione di H, pertanto hanno la stessa giacitura.

Infine, se L & un iperpiano parallelo ad H, possiamo scrivere una sua equazione carte-
siana nella forma
a1y + aexy + -+ + apxr, + k=0,

per un opportuno k € K. Se poniamo (A, 1) la coppia che soddisfa
At pu=1 A+ pud =k,

vediamo che L appartiene a A.

. E chiaro che tutti i punti le cui coordinate sono soluzioni del sistema

a1y + agxy + -+ + apx, + b =0,
C1T1 + CoTy + -+ + Xty +d =0
annullano anche 1'equazione del generico iperpiano del fascio.

Infine, se L O S & un iperpiano arbitrario contenente S, fissiamo un punto @) € L\ S, e
tissiamo n — 1 punti affinemente indipendenti di S:

Qlu Y 7Qn—1-

Osserviamo che per costruzione

Qv@lv"' 7Qn—1

sono ora n punti affinemente indipendenti.

Consideriamo il generico iperpiano di A e imponiamo il passaggio per Q(q1,- - ,qn);
otteniamo la relazione

Marqy + azqz + - -+ anGn +0) + p(crqr + coga + - -+ + cugn +d) = 0.

Siccome Q ¢ H N H’, le sue coordinate non annullano entrambe le loro equazioni;
I'iperpiano del fascio passante per () & ottenuto quindi in corrispondenza della coppia

(MR) = (—(c1q1 + 2o + -+ + cugn + d), (@11 + a2qa + -+ + angn + b)),

o di una qualunque coppia proporzionale a questa. Tale iperpiano contiene gli n
punti affinemente indipendenti @, @1, - - - , @,—1, € quindi univocamente determinato
e coincide con L.

O
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Capitolo 2

Applicazioni affini e affinita

Avendo introdotto la struttura geometrica di spazio affine, consideriamo ora le applicazioni
tra spazi affini che conservano la struttura, ovvero che mandano sottospazi affini in sottospa-
zio affini (non necessariamente della stessa dimensione). Queste mappe verranno chiamate
applicazioni (o trasformzioni) affini.

Definizione 2.0.1. Siano V' e V' due K-spazi vettoriali e siano A e A’ due spazi affini, rispet-
tivamentesu Ve V'.
Diciamo che una applicazione
fiA— A

e una applicazione affine se esiste un’applicazione K-lineare
o: V=V

detta parte lineare di f, tale che, per ogni P, () € A, vale

F(PYF(Q) = o(PO).

In particolare, se f e biettiva, anche ¢ e biettiva, quindi € un isomorfismo di spazi vettoriali,
e diremo che f & un’ affinita o un isomorfismo affine. In tal caso, A e A’ si dicono isomorfi e
scriveremo

A=A

Osservazione 2.0.2. Dalle definizione e chiaro che data una trasformazione affine f, la parte
lineare ¢ € univocamente determinata.
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Osservazione 2.0.3. Lo spazio affine standard Ay si pud immergere come sottospazio affine
in AR per ogni m > n, ad esempio mediante 1’applicazione affine iniettiva

AT AT

definita da
J(xy, . o ) = (21, .., 2,0, ...,0).

Nel caso particolare n = 1 e m = 2, si ottiene l'inclusione della retta affine A’ nel piano A2
mediante = — (2,0) Va € A, cioe si ottiene la retta rappresentata dall’asse z.

Osservazione 2.0.4. Un sistema di equazioni parametriche per un sottospazio affine S C A"
di dimensione k determina un’applicazione affine iniettiva (immersione affine)

f o AF — A"

con f(A*) = S.
Infatti, se S ha equazioni

T1 = q1 + tiwyy + tawig + - + tpwg

Ty = (o + tiway + towon + - -+ + tpwoy

Tpn = qn + t1wn1 + tawpe + + -+ + LWy
I'applicazione
Ft, - o te) = (o + tiwn + tawrg + - + LW, -+, Gn + LiWp1 + LoWna + -+ - + tpwng)
ha come parte lineare 1'applicazione data dalla moltiplicazione per la matrice
A = (Wijh<icni<j<k

Notazione 2.0.5. Indicheremo con L(V,V’), oppure con Hom(V,V’), lo spazio vettoriale
delle applicazioni lineari tra due spazi vettoriali V e V".

Lemma 2.0.6. Fissati due punti arbitrari O € A e O' € A’, per ogni p € L(V, V") esiste un'unica
trasformazione affine
fiA— A

tale che f(O) = O' e con parte lineare .
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Dimostrazione. Per ogni P € A, consideriamo il vettore go((ﬁ) € V', e poniamo f(P) € A’
uguale all'unico punto tale che

—
P(OP) = O'f(F).
In particolare, abbiamo che
#(00) = p(0) = 0= O'f(0),
quindi f(0) = O'.
L’applicazione f risulta una trasformazione affine per costruzione, ed e unica. Infatti, se
g : A — A’é un’altra trasformazione affine tale che

9(0) =0,

con parte lineare ¢, si ha per ogni P € A

O'g(P) = g(0) g(P) = p(OP) = O'f (P,

e per I'assioma (SA1) si ha

2.0.1 Isomorfismi affini
Analizziamo ora nel dettaglio 1'insieme degli isomorfismi affini.

Proposizione 2.0.7. Se A, A’, A” sono spazi affini, allora valgono:
i) l'applicazione identica idy : A — A (la cui parte lineare é ¢ = idy) e un isomorfismo affine;
ii) se f: A — A’ e un isomorfismo allora anche f~' : A’ — A ¢ un isomorfismo;

iii) se f : A — A'eg: A" — A" sono applicazioni affini, allora anche l'applicazione g o f : A — A"
é affine, la cui parte lineare é composizione delle due parti lineari.
In particolare, la composizione di isomorfismi affini e anch’essa un isomorfismo.

Dimostrazione. Il punto i) € immediato.
ii) Sia  : V — V' la parte lineare di f. Affermiamo che ¢! & la parte lineare di f~!, cioe
che per ogni coppia P', Q' € A’, vale

PR = o (PQ).
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Consideriamo i punti f~1(Q’), f~'(P’") € A. Essendo f una applicazione affine si ha

PV = 1 (P F(F @) = PO

Applicando ¢! ad ambo i membri, si ottiene la tesi.

i11): Bisogna provare che, comunque scelte applicazioni affini f, g, poste ¢ e ¢ le rispettive
parti lineari, allora laparte lineare di f o g & ¢ 0 9.

Per la Definizione, questo equivale a provare che, per ogni P, ) € A si verifica

(fog)(P) (fog)(Q 0)(PG).

Poiché f ha come parte lineare ¢ e g ha come parte lineare ), si ottengono le uguaglianze

F9(P)) F9(@Q)) = ¢(a(P) 9(Q)) = 90(1#(1@)),

come si voleva. O
Esempio 2.0.8. Sia A uno spazio affine su V' e sia B := (vy,...,v,) una base di V. Scelto
O € A, si consideri il riferimento affine > = (O; vy, ..., v,).

Consideriamo l'applicazione
fe: A— Ay datada P(zy,...,2,) — (T1,...,2s),

che ad ogni punto associa la n-upla delle coordinate rispetto a 3, € un isomorfismo affine
con parte lineare

g: V=K' v=av 4+ +au, = (ag,...,0p).

Infatti, dati P di coordinate (1, ...,z,) e @ di coordinate (yi, ..., y,) in A, per definizione si
ha che
Oj =21V + - FaRU, € OZi/;:y1U1+"'+ynUn-

@ Oﬁ O_}% (y1 — 1)1+ -+ (Yn — Tp) Un.

Pertanto, (,03(%) =(y1 — T1,...Yn — Ty) € K™
D’altro canto, f(P) = (z1,...,zn) € f(Q) = (Y1,---,Yn), €

F(P)F(Q) = OF(@Q) — OF (P} = (1, ) — (1 20) = (11 — 70, -t — 72) = 05(PQ))

e questo significa che fz € una applicazione affine e ¢ ¢ la sua parte lineare.
Infine, si verifica facilmente che ¢z € un isomorfismo.

Inoltre vale
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Osservazione 2.0.9. Dall’esempio precedente segue che ogni spazio affine di dimensione n
su K é isomorfo (non canonicamente, 'isomorfismo dipende dalla scelta di una base) ad Aj.

Definizione 2.0.10. Un isomorfismo affine di uno spazio affine A in sé si dice affinita di A.
In questo caso la parte lineare di f & un automorfismo ¢ di V, cioe ¢ € GL(V).

2.0.2 Gruppi di trasformazioni affini

Dalla Proposizione 2.0.7 segue facilmente il seguente fatto.
Proposizione 2.0.11. Sia A uno spazio affine. Allora l'insieme

Aff(A) := {affinita di A}
e un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni.

Osservazione 2.0.12. E facile verificare che Aff(A) non & un gruppo abeliano. Questo segue,
ad esempio, dalla non abelita del gruppo GL(V)

Definizione 2.0.13. I sottogruppi di Aff(A) si dicono gruppi di trasformazioni affini.

Vediamo ora alcuni gruppi di trasformazioni affini e come un’affinita qualunque si puo
fattorizzare come composizione di due affinita piti semplici.
Cominciamo con il caratterizzare le traslazioni.

Teorema 2.0.14. Se A e uno spazio affine su V allora le traslazioni di A sono tutte e sole le affinita
aventi come parte lineare idy .

Dimostrazione. Si consideri la traslazione ¢, lungo v, dove v € V:
ty: A—sA Pt (P)=Q : PO=v.

Si ha

) — = — =
t(P)to(P) = QQ' = QP + PP + P’ = —PQO + PP + P/ =
— —
—v+4+ PP +v=PP.

Pertanto ¢, & una applicazione affine di parte lineare ¢ = idy. Abbiamo visto in precedenza
che ¢, e biunivoca e quindi, essendo ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali, € un isomorfismo
affine. Quindi ¢, & un’affinita.
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Viceversa, se f : A — A e un’affinita e la sua parte lineare e idy, allora per definizione,
comunque scelti P, ) € A:
F(P)F(Q) = P,

v:=Pf(P

Pertanto, posto

siha perogni ) € A

Qf(Q) = QP+ PP+ f(P)F(Q) = —PG +v+ PO =v.

O]

Osservazione 2.0.15. Abbiamo visto che I'insieme di tutte le traslazioni di uno spazio affine
A e un gruppo rispetto alla compisizione; risulta quindi anche un sottogruppo di Aff(A) e
dunque un gruppo di trasformazioni affini, detto sottogruppo delle traslazioni e denotato con
T(A).

Osservazione 2.0.16. Se si fissa un punto O € A, si verifica facilmente che l'insieme delle
affinita che lo fissano
Affo(A) == {f € Aff(A) | £(O) = O}

& un sottogruppo di Aff(A) e dunque e un altro gruppo di trasformazioni affini.

Dalla Proposizione 2.0.7 possiamo dedurre il seguente risultato.

Lemma 2.0.17. L’applicazione
Qo 1 Affo(A) — GL(V) (2.0.1)

che associa ad ogni affinita la sua parte lineare e un isomorfismo di gruppi, in cui le operazioni sono
la composizione di applicazioni.

Piu in generale, possiamo definire 1’analoga applicazione riguardo ad una qualunque
affinita; in altri termini, estendiamo @, a tutto Aff(A).

Teorema 2.0.18. Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V.. Allora I'applicazione
¢ Aff(A) — GL(V)

che associa ad ogni affinita la sua parte lineare e un omomorfismo di gruppi.
Inoltre ker(®) = T'(A), che e dunque un sottogruppo normale di Aff(A).
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Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato segue direttamente dalla Proposizione 2.0.7.
Inoltre ker(®) e costituito da tutte e sole le affinita con parte lineare identica e tale insieme
e esattamente 7'(A) per il Teorema 2.0.14. O

Un’altra classe importante di affinita sono le similitudini, che risultano associate a appli-
cazione lineari date da omotetie e che richiamiamo brevemente.

Definizione 2.0.19. Se V' e un K-spazio vettoriale e ¢ € K, si dice omotetia di rapporto c
I'applicazione lineare
we: V=V w(v)=co, YoeV.

L’applicazione w. € un isomorfismo di K-spazi vettoriali se e solo se ¢ # 0, altrimenti &
I"'omomorfismo nullo, e la sua matrice associata in una base qualunque B e

Mg (w.) = I,
dove n = dim(V).

La nozione di omotetia puo essere riletta nell’ambito della Geometria Affine attraverso
I'isomorfismo o di (2.0.1) come segue.

Definizione 2.0.20. Con le notazioni precedenti, se ¢ € K* e O € A, diciamo omotetia di
rapporto c e centro O 'affinita
We,o 1= @51(wc)

cioe

weo: A—A dove O wc,O(P; = CO?).
In particolare, se ¢ = —1, l'affinita w_, o si dice simmetria di centro O e si denota anche con
g0.

Vediamo ora un risultato fondamentale sulle affinita, che ci permette di fattorizzare ogni
affinita come composizione di una traslazione e di una affinitd con un punto fisso. Pit
precisamente:

Teorema 2.0.21 (Fattorizzazione di un’affinita). Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V'
esia O € A un punto fissato. Allora per ogni f € Aff(A)

i) esistono e sono uniciv € Ve g € Aff,(A) taliche f = got,;

it) esistono e sono uniciw € V e h € Aff,(A) tali che f =t,, 0 h.
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Dimostrazione. i) Definiamo il vettore

——y
vi=f10)0

e consideriamo la corrispondente traslazione ¢,. Questa & biunivoca e ha per inversa ¢, =
t_,. Poiché Aff(A) & un gruppo, la composizione di affinita & ancora un’affinita; pertanto
definiamo l’affinita

g:=fot, L
Resta solo da provare che g € Affy(A), cioe che g(O) = O. Dalla definizione

9(0) = f(t;1(0)) = f(t-.(0)) = f(f71(0)) = O.

Segue che f = g o t,.
it) Definiamo il vettore w := Of(O) e consideriamo la corrispondente traslazione t,,.
Come prima, possiamo definire l'affinita

h:=t,'0of.
Resta solo da provare che h € Affy(A), cioe che 2(O) = O. Dalla definizione
h0) =1,/ (f(0)) = t,'(t,(0)) = O,

come volevamo. ]

2.1 Rappresentazioni numeriche di affinita

Vogliamo ora determinare una rappresentazione di un’affinita in termini delle coordinate di
un generico punto.

211 Affinita di A2

Per semplicita incominciamo con lo spazio affine standard Ag.
Sia f : A — Ag un’affinita con parte lineare . Sia

A= Mg(p) € GL,(K)
la matrice associata a ¢ nella base canonica &, sia O = (0, -- - ,0) e poniamo
C:= f(0).
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Dato P € Ay arbitrario, per definizione di affinita si ha

\

Cf(P) = F(O)f(P) = /() ~ f(O) = (P~ 0) = A- (P~ 0) = A-"P.

Possiamo quindi scrivere
'f(P)="C+A-'P. 2.1.1)

Viceversa, per ogni A € GL,(K) e per ogni C' € Ag, I'applicazione
fac: A = AR, fac(P)='C+A-'P
e un’affinita.
Infatti, si ha
fac(P)fac(Q) = fac(Q) = fac(P)="C+A-'Q—('C+A-'"P)=A-"(Q-P),

quindi f4 ¢ € un affinita con parte lineare data dalla moltiplicazione per la matrice A.
Come conseguenza abbiamo il seguente risultato.

Proposizione 2.1.1. Il gruppo delle affinita di Ay ha per elementi:
Aff (K) ={fac : A€ GL,(K), C € Ag}.
Osservazione 2.1.2. In particolare le traslazioni in A} si rappresentano come

te(P)="'C +'P

2.1.2 Affinita di uno spazio affine arbitrario

Il caso generale e perfettamente analogo al caso Ag; fissiamo un riferimento affine
(07 U1, Un)-

Teorema 2.1.3. Sia A uno spazio affine su V' e sia (O, vy, -,v,) un riferimento affine. Allora ofni
affinita f con automorfismo associato ¢ si esprime nella forma

f(P(xh 71‘“)) = Q(yh 7yn),

con
hn Z1
='C+A-|: (2.1.2)
Yn Ln
eA = Mg(SD)rB = {Uly"' 7Un}-
Viceversa, ogni applicazione del tipo (2.1.2) é un affinita di A.
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Corollario 2.1.4. Fissato un riferimento affine (O,vy,--- ,v,) di A, I'applicazione
Aff(A) — Aff, (K), f+— fac datada (2.1.2)
é un isomorfismo di gruppi.
Osservazione 2.1.5. Si puo dare una forma ancora piu compatta dell’equazione (2.1.2) di
un’affinita.
Osserviamo che i dati della matrice A € M, (K) e del vettore C' € K" possono essere

inseriti in una matrice (n + 1) x (n + 1) nei seguenti due modi.
I)Siano X :=*"(1,2,...,2,) e Y =41, y1,...,y,) esia

1 0 0
C1
9= A
Cn
Allora I'equazione (2.1.2)é equivalente a
Y =QX. (2.1.3)

I7) Siano X =Yz, 20, 1) eY :="y1,...,ys, 1) esia

(&1
0= A :
Cn
0 0 1
Allora I’equazione (2.1.2) € equivalente a
Y =QX. (2.1.4)

2.2 Proprieta affini

Intendiamo con proprieta affini quelle proprieta (nozioni, relazioni, ecc.) che vengono man-
tenute attraverso un’affinita. In sintesi, in questo paragrafo vedremo che si conservano per
affinita:

e essere un sottospazio affine;
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e la dimensione di un sottospazio affine;
e essere un insieme di punti allineati;

e essere sottospazi paralleli.

In questa sezione A denota uno spazio affine su un K-spazio vettoriale V conn = dim(A) =

Proposizione 2.2.1. Sia f € Aff(A) di parte lineare ¢ € GL(V'). Se S e un sottospazio affine di
giacitura W e passante per il punto P, allora f(S) e il sottospazio affine di giacitura o(W') e passante

per il punto f(P).

Dimostrazione. “ C 7 Sia () € S cioe @ = w per un opportuno w € W. Dalla definizione di

applicazione affine si ha
p(w) = F(P)F(Q) € p(W).
—
“ D7 Sia R tale che f(P)R € (W), quindi esiste w € W tale che

f(P)R = ¢(w).

Per I’assioma (SA1) esiste un unico punto ) € A tale che w = @ Quindi p(w) = f(P)f(Q).
In conclusione

p(w) = [(P)Ft = F(P)F(Q)
quindi R € f(5). O

Corollario 2.2.2. Se f € Aff(A) e S C A e un sottospazio affine allora

dim f(S) = dim S.

Dimostrazione. Dalla Proposizione precedente siha che la giacitura di S e quella di f(S) sono
sottospazi di V' che risultano isomorfi tramite la parte lineare di f. O

Corollario 2.2.3. Se f € Aff(A) e {Py,..., Py} é un un insieme di punti distinti allineati, allora
anche

e un un insieme di punti distinti allineati.
Diremo, sinteticamente, che ogni affinita é una collineazione.
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Dimostrazione. Sia L la retta contenente P, ..., FP,,. Poiché un’applicazione mantiene le in-
clusioni, si ha che f(L) contiene f(P),..., f(P,). Dalla Proposizione proaff si ha che f(L) &
un sottospazio affine e, dal Corollario proaff2, segue in particolare che dim(f(L)) =1. [

Corollario 2.2.4. Se f € Aff(A) e S, S" C A sono due sottospazi affini paralleli allora f(S) e f(5')
sono sottospazi affini paralleli.

Dimostrazione. Se S e S’ hanno giaciture, rispettivamente, W e W’, per ipotesi siha W C W’
(o W D W'). Quindi p(W) C o(W’) (0 (W) 2 p(W')). D’altro canto, dalla Proposizione
2.2.1, segue che la giacitura di f(S) & ¢(W) e quella di f(S’) € p(IW') e questo conclude la
dimostrazione. [

Definizione 2.2.5. Due sottoinsiemi X e X' di A si dicono affinemente equivalenti se esiste
un’affinita f di A tale che f(X) = X'.

Abbiamo visto nel Corollario 2.2.2 che due sottospazi affinemente equivalenti hanno la
stessa dimensione. Ora vediamo che vale anche il viceversa.

Proposizione 2.2.6. Siano S e S’ sottospazi affini di A con dim(S) = dim(S’). Allora esiste
f € Aff(A) tale che f(S) = S5".

Dimostrazione. Siano W e W' le giaciture si S e S’. Siccome per ipotesi si ha dim W = dim W,
esite un isomorfismo lineare ¢ : V' — V tale che (W) = W’; infatti, sia {wy,...,w;} € una
base di W, consideriamo un suo completamento arbitrario a unabase {wy, . .., wg, Vg1, ..., Uy}
di V. Fissiamo analogamente una base {w} ..., w,} di W', e sia {w{, ..., w}, v} ,...,v,} un
completamento arbitrario a una base di V. Allora per il Teorema di determinazione di una
applicazione lineare, esiste una unica ¢ : V' — V tale che ¢(w;) = wj e ¢(v;) = v]. Siccome ¢
manda una base in una base, essa risulta un isomorfismo.

Se ora fissiamo due punti Q € S e Q' € 5, allora 'affinita f : A — A determinata da
f(Q) = Q" e con parte lineare ¢ soddisfa la richiesta dell’enunciato. N

Vedimao ora un Teorema di determinazione di affinita tramite immagine di punti, che si
base sull’analogo teorema di determinazione per applicazioni lineari.

Teorema 2.2.7 (Determinazione di un’affinita mediante punti). Siano {Fy, Py,...,P,} e
{Qo,Q1,...,Qn} due (n + 1)-uple di punti di A" affinemente indipendenti. Allora esiste un’unica
affinita f tale che

f(P) = Qy,uadvi = 0,...,n.

In altre parole, tali due (n + 1)-uple sono affinemente equivalenti e in modo unico (a meno di
permutazioni).
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Dimostrazione. Per ipotesi gli n vettori P, — I, ..., P, — P di K" sono linearmente indipen-

denti e quindi costituiscono una base di K”. Analogamente lo sono @1 — Qo, ..., @, — Qo.
Pertanto esiste un unico isomorfismo ¢ di K” in sé tale che ¢(P; — Fy) = Q; — () per ogni
i =1,...,n. Per il Teorema detaff esiste un’unica f € Aff(A") avente y come parte lineare

e tale che f(Fy) = Q. Precisamente (vedi dimostrazione del teorema citato) tale affinita e
definita su ogni P € A" come

f(P)=Qo+¢(P—F).

Dobbiamo verificare che tale affinita verifica le condizioni richieste. Ma, per ogni i =
1,...,n,siha

f(P) = f(Po) = (P — Po) = Qi — Qo

da cui segue f(P;) = Q; — Qo + f(Fy) = Qi, come volevamo.
Infine, tale affinita & unica; infatti, se g € Aff(A") e g(P;) = Q;, perogni¢ = 0,...,n, allora
g=1. O

2.3 Sottospazi fissi e sottospazi invarianti per affinita

Definizione 2.3.1. Siano A uno spazio affine e f € Aff(A) una affinita. Un sottospazio affine
S C A sidice

- fisso per f se f(P) = P per ogni punto P € S;
- invariante per f se f(S) = S.
Osserviamo che fisso implica invariante, ma non viceversa.

Proposizione 2.3.2. Siano V un K-spazio vettoriale e A uno spazio affine su V. Sia inoltre f €
Aff(A) di parte lineare p € GL(V'). Infine sia Py € A un punto fisso per f. Si hanno i sequenti fatti:

i) se A\ € K e un autovalore di ¢ e V) denota il relativo autospazio, allora il sottospazio affine S
passante per Py e di giacitura V) e invariante per f;

ii) in particolare, se A = 1, allora S passante per F, e di giacitura V; é fisso per f.
Dimostrazione. i) Vogliamo provare che, per ogni () € S si ha f(Q) € S. Osserviamo che

]705 € V), pertanto go(l;()é) = )\([Toé) e quindi
F(P)F(@) = NRQ).
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Ma f(F) = Py, dunque Fy f Q) = MPyQ), quindi f(Q) € 5. i) Con lo stesso ragionamento

visto sopra, per ogni ) € S si ottiene che F, f Q) = RQ, quindi @) = f(Q) come volevamo.
O

Esempio 2.3.3. L'affinita f di A} definita come f(z) = 1 —z ha z = 1 come unico punto fisso.
L'affinita g € Aff(A3), g(z,y) = (x + 1, —y) ha la retta y = 0 come sottospazio invariante,
ma non ha punti fissi .

2.4 Proiezioni su sottospazi affini

Vogliamo ora definire le proiezioni di uno spazio affine su un sottospazio affine. Ricordiamo
prima alcune nozioni di Algebra Lineare.

In uno spazio vettoriale V, due sottospazi U e W si dicono complementarise V =U & W.
Equivalentemente, se ogni vettore v € V' si puo scrivere in modo unico come v = u + w, per
opportuniu c Uew € W.

Inoltre sono definite due applicazioni lineari, dette proiezioni,

mv: V—=U, datada v=u+w+—u

mw: V=W, datada v=u-+w+— w.

Vediamo come adattare queste nozioni nella Geometria affine.

Definizione 2.4.1. Sia A uno spazio affine sullo spazio vettoriale V' = U © W e sia S un
sottospazio affine di giacitura W. Diciamo proiezione su S parallela a U "applicazione

pw: A— S, pw(p)=Tp(U)NS,

dove Tp(U) ¢ il sottospazio affine passante per P e con giacitura U.
In modo del tutto analogo, dato un sottospazio affine di giacitura U, si definisce la
proiezione py su S’ parallelaa W.

Lemma 2.4.2. Nelle ipotesi della Definizione 2.4.1 si ha per ogni P € A:
dim Tp(U) N S =0,

quindi consiste di un punto.
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Dimostrazione. Siccome W & U = V, per ogni coppia di punti () € Se R € Tp(U) si ha

certamente Cﬁ e W e U quindi Tp(U) N S # 0 per la Proposizione 1.2.3.
Inoltre, dalla Formula di Grassmann affine (1.2.1) abbiamo

dimTp(U)NS =dimTp(U) +dim S — dim L(Tp(U), S) = dim U + dim W — dim(U + W) = 0.
O
Esempio 2.4.3. In A%, spazio affine su R* = U @& W, dove U = Span ((1)) e W = Span ((1)> ,
posto S l'asse y di equazione = = 0, la proiezione su S parallelaa U e
pu(e,y) =y.

Se invece poniamo S’ 'asse x, la proiezione su S’ parallelaa W &

pw(z,y) =z.

Proposizione 2.4.4. Con le notazioni precedenti, I'applicazione py, e un’applicazione affine avente
Ty come parte lineare.

Dimostrazione. Sia ) € S. Osserviamo che per ogni P € A, se consideriamo il punto P’ =
pw (P), abbiamo

— =
QP = QP + PP =w+u,
dove w € W perché Q, P’ € S,eu € U perché P', P € Tp(U).

Quindi, dati P, R € A arbitrari, se consideriamo il vettore py, (P)pw (R) = P'R/, possiamo
scrivere

P/R/:PIQ+QR/:’LUP—MR,

dove
Q?:IUP—FUP, Q?ZUJR—FUR, wp,wr € Wup,ug € U.

—
L’applicazione ¢ che a PR associa P'R’ opera nel seguente modo:
cp(ﬁ) = p(wp — wg + up — UR) = Wp — Wg,

quindi & proprio la proiezione lineare sul sottospazio W'. O
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Capitolo 3

Spazi affini reali

Se il campo K relativo a uno spazio affine & il campo R dei numeri reali, oltre a tutto quanto
visto in precedenza, si danno nozioni e risultati ulteriori, possibili in quanto R & dotato di
una relazione d’ordine che lo rende un campo ordinato.

Definizione 3.0.1. Se A & uno spazio affine su un R-spazio vettoriale V, diremo che A & uno
spazio affine reale. In particolare, se n = dim(A), si puo supporre che A = Aj.

Un primo fatto peculiare di tali spazi e il seguente. Abbiamo menzionato nel paragrafo
precedente la nozione di collineazione (cioe di applicazione biunivoca f : A — A tale che,
per ogni retta L C A anche f(L) & una retta) e abbiamo provato che ogni affinita € una
collineazione (vedi Corollario hill). Nel caso degli spazi affini reali di dimensione almeno 2
vale anche il viceversa (non proveremo questo risultato).

Introduciamo ora alcune nozioni specifiche degli spazi affini reali e vediamo quali di
queste si mantengono per affinita.

D’ora in poi, in questo paragrafo, con A denoteremo uno spazio affine reale su un R-
spazio vettoriale V.

Definizione 3.0.2. La semiretta di origine () € A e direzione v € V' \ {0y } & l'insieme
(PeA|QP=tu, teR,t>0}.

Chiaramente tale semiretta € contenuta nella retta passante per () con giacitora Span(v).
Si prova facilmente che 'immagine per affinita di una semiretta € ancora una semiretta.

Definizione 3.0.3. Diciamo segmento di estremi (), R € A 1'insieme
OR:={PcA|QP=tQR, tcR,0<t<1}.
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Proposizione 3.0.4. Sia f € Aff(A) e Q, R € A siano due punti qualunque. Allora
f(QR) = f(Q)f(R).

In altre parole, I'immagine per affinita di un segmento é ancora un segmento, avente per estremi le

immagini degli estremi del segmento di partenza.

Dimostrazione. “ C” Se P € QR allora Q? = ZQ? per un opportunof € R, 0 <¢<1.Sepe
la parte lineare di f, si ha

FQF(P) = o(QP) = p(iQR) = Tp(QR),

quindi f(P) € f(Q)f(R).
“ D 7 Basta applicare l'inclusione appena dimostrata all’affinita f~' e al segmento di
estremi f(R) e f(Q), ottenendo che

FHAQF(R) € fFHF@)FHF(R) = QR

Applicando infine f ad ambo i membri si ottiene la tesi. O

Definizione 3.0.5. Si puo definire il punto medio di un segmento QR (anche se il termine non
ha alcuna valenza metrica, che assumera invece negli spazi euclidei!) quel punto M definito

da |
— o
QM = ;Q
2
La naturale generalizzazione della nozione di segmento a una “dimensione” maggiore &

la seguente.

Definizione 3.0.6. Se A, B,C' € A sono tre punti non allineati, diciamo triangolo di vertici
A, B, C l'insieme

ABC = (P e A | AP = tAB + sAC, t,s € Ryt +5 <1}
dove R, denota l'insieme dei numeri reali non negativi.

In modo analogo a quanto visto nella Proposizione 3.0.4, si prova il seguente risultato, di
cui omettiamo la dimostrazione.

Proposizione 3.0.7. Se f € Aff(A) e A, B,C € A sono tre punti non allineati, allora
J(ABC) = f(A)f(B)f(C).

In altre parole, I'immagine per affinita di un triangolo é ancora un triangolo, avente per vertici le
immagini dei vertici del triangolo di partenza.
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Si possono generalizzare le nozioni di segmento (con 2 estremi) e di triangolo (con 3
vertici) a un oggetto determinato da un insieme (sufficientemente generale) di punti.

Definizione 3.0.8. Dati A, ..., A; € A punti affinemente indipendenti (dunque necessaria-
mente k < n), il k-simplesso di vertici Ay, ..., A; € I'insieme

k k
Ay = {P cAl AP = D tiAgAn, i €RLY i < 1}.
=1 =1

Un’altra nozione tipica degli spazi affini reali e quella di convessita.

Definizione 3.0.9. Un insieme X C A si dice convesso se, comunque scelti A, B € X, il
segmento di estremi A e B e contenuto in X.

La convessita € una proprieta affine, come vediamo nel seguente risultato.
Teorema 3.0.10. Sia X C A un insieme convesso e sia f € Aff(A). Allora f(X) é convesso.

Dimostrazione. Siano f(A), f(B) € f(X) due punti qualunque. Vogliamo provare che

f(A)f(B) € f(X).

Poiché A, B € X e X & convesso per ipotesi, allora AB C X. Pertanto f(AB) C f(X). Ma,
per la Proposizione 3.0.4, si ha

f(AB) = f(A)f(B)

e dunque la tesi. O
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Capitolo 4

Il prodotto vettoriale

In questa sezione consideriamo R? con il prodotto scalare standard ( , ).

3]
a2
v=| by e w:( )
Co

C1

due vettori di R?. Il prodotto vettoriale di v e w & il vettore v A w € R? definito come segue:

Definizione 4.0.1. Siano

bica — bacy
vAW = | —aico + ascy
a1by — ashy

Un’altra notazione usata frequentemente per il prodotto vettoriale dive w e v x w.

Osservazione 4.0.2. Osserviamo che le coordinate di vAw rispetto alla base canonica {es, e, €3}
sono i determinanti dei minori 2 x 2 della matrice

(“1 b b“’) , (4.0.1)

C1 C2 Qg

o by by ay Qg ay Qag
v Aw = e det (Cl 02> — eg det <01 o + ez det b by )

Sinoti che il lato destro di (4.0.1) coincide con lo sviluppo di Laplace lungo la prima colonna
del “determinante della matrice”

e precisamente,

€1 a1 Q2
ea by by
€3 C1 Co
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Dalla osservazione appena vista, deduciamo la seguente.

Proposizione 4.0.3. Siano u,v, vy, vs, w, wi,wy € R3 e sia ¢ € R. Allora valgono le seguenti
affermazioni.

1. (4 v) ANw=vi ANw+vy Aw; (cv) ANw = c(vAw).
2. 0N (W +wry) =vAwp +vAwe; vA (cw) =c(vAw).

3. vAw=—wAw.

a ap as a aq a9
4. (u,vANw)=det | b by by |, doveu= b, v=/|b |, w=|Dby
C C1 Co C C1 (&)

5. vAw L v, w.
6. vAw =0 <= v, w sono linearmente dipendenti.

7. |[vAw| = ||v] - [Jw]| - sin 6, dove 8 e I"angolo convesso tra v e w. Inoltre ||v A w|| coincide con
I'area del parallelogramma di vertici 0,v,w e v + w.

Dimostrazione. 1 punti 1,2 e 3 seguono direttamente dalle proprieta del determinante.
4. Dall’equazione (4.0.1) abbiamo:

(v,v ANw) = adet b o —bdet [ ) edet (9T 92,
¢l Co 1 Cy by by

che coincide con lo sviluppo di Laplace lungo la prima colonna del determinante di

a ap as
b by b
C C1 Co

5. Dalla proprieta 4. segue che (v,v A w) = det(v,v,w) = 0, poiché la matrice (v, v, w) ha
due colonne uguali. Quindi v L v A w. Analogamente si dimostra che w L v A w.

6. Si ha
vAw=0 <= 1‘1<<a1 aQ)<2,rk<a1 aQ)<2,rk<b1 b2)<2.

by by C1 Co 1 C

Equivalentemente, v A w = 0 <= v, w sono linearmente dipendenti.
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7. Questa proprieta e conseguenza immediata delle seguenti uguaglianze:
||U VAN ’LU||2 = (6162 — b201)2 + (a102 — a201)2 + (albg — a2b1)2

= (a + b} + 7)(a5 + b3 + &3) — (a1az + bibs + c102)
= [lo)* - lw]]* = [|v]|* - [Jwl]]* - (cos 6)?
= [Jo]]* - [Jw]]*(1 = (cos §)?)

= [[v[|* - [w][* - (sin 6)*.
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Capitolo 5

Geometria euclidea

5.1 Spazi vettoriali euclidei e unitari

Riprendiamo alcune nozioni di Algebra Lineare sugli spazi vettoriali euclidei. Dovremo
distinguere i due casi: quello reale e quello complesso.

Definizione 5.1.1. Sia V un R-spazio vettoriale. Una forma bilineare simmetrica su V' € una

applicazione
g: VxV—7R,

che verifica le seguenti proprieta:
i) bilinearita, cioe
- Vv € V, I'applicazione g(v,—) : V — R e lineare;
e Vw €V, l'applicazione g(—,w) : V — R ¢ lineare;

ii) simmetria, cioe Vv, w € V, vale g(v,w) = g(w, v).

Infine, tale forma bilineare si dice definita positiva o prodotto scalare reale se Vv € V, si ha
g(v,v) > 0 e inoltre g(v,v) = 0 se e solo se v = Oy.

In questo caso, diciamo che V' & uno spazio vettoriale reale euclideo o un R- spazio vettoriale
euclideo.

In modo analogo, ma con i dovuti adattamenti, vediamo la corrispondente nozione
relativa ai numeri complessi.

Utilizzeremo le seguenti notazioni: se z = a + ib € C, denotiamo il suo coniugato a — ib
con Z e il suo modulo va? + b? con |z|. Chiaramente, se z € R, il suo modulo coincide col
valore assoluto.
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Definizione 5.1.2. Sia V un C-spazio vettoriale. Una forma sesquilineare hermitiana su V & una
applicazione
g: VxV—C,

che verifica le seguenti proprieta:
i) sequilinearita, cioe
- Vv € V, l'applicazione g(v,—) : V — C e additiva e verifica
g(v, \w) = Ag(v, w),
perogni\ € Cew € V;
- Yw € V, l'applicazione g(—,w) : V — C e lineare;
ii) simmetria coniugata, cioe Vv, w € V, vale g(v,w) = g(w, v).

Infine, tale forma si dice definita positiva o prodotto hermitiano complesso se Vv € V, si ha
g(v,v) > 0 e inoltre g(v,v) = 0 se e solo se v = Oy.
In questo caso, diciamo che V' & uno spazio vettoriale complessounitario.

Si osservi che la richiesta g(v,v) > 0 ha senso in quanto, per la simmetria coniugata,
g(v,v) = g(v,v), dunque g(v,v) € R.

Osservazione 5.1.3. Ricordiamo inoltre che, come accade per le applicazioni lineari, anche
alle forme bilineari si puo associare una matrice, una volta che si ¢ fissata una base per lo
spazio vettoriale. Infatti, se V' & un R-spazio vettoriale e B = (v1,...,v,) € una sua base, a
ogni forma bilineare

7: VxV—R

si associa la matrice
Mpg(7);; = (1(vi,v;)) € M,(R).

Viceversa, a una matrice M = (m;;) € M,(R) si associa, rispetto a 5, la forma bilineare
definita, su una qualunque coppia di vettori v = ajv; + - - - a,v, € W = byvy + - - - byv,, da:

T(U,’w) = Z ml-jal-bj.

ij=1
Associando ad ogni vettore v la matrice colonna a := (a4,...,a,) delle sue coordinate ri-
spetto alla base scelta, e analogamente a w la matrice colonna b := (b1, .. ., b, ), 'uguaglianza
precedente si scrive sinteticamente come

7(v,w) = 'aMb.
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E noto, inoltre, che 7 & una forma bilineare simmetrica se e solo se M/ = Mz(7) & una matrice
simmetrica (cioe tale che ‘M = M).

In particolare, se V' & uno spazio vettoriale reale euclideo, si associa al prodotto scalare,
rispetto a una base fissata B, una matrice M simmetrica reale definita positiva che verifica

(v,w) = taMb.
e viceversa.

Definizione 5.1.4. Se V' = R", il prodotto scalare standard € quello associato alla matrice
identica rispetto alla base canonica.
Pertanto, se v = “(ay,...,a,) e w ="(by,...,b,), allora

n

(v,w) ="vl,w = Z a;b;.

=1

In modo analogo si prova la corrispondenza tra un prodotto hermitiano complesso in un
C-spazio vettoriale euclideo e una matrice M € M, (C) hermitiana (cioe tale che ‘M = M)
definita positiva, data da

g(v,w) = "vMw.

Ricordiamo un risultato fondamentale, di cui omettiamo la dimostrazione.
Teorema 5.1.5. Se V' ¢ un R-spazio vettoriale euclideo, comungque scelti v,w € V, vale
(v, w)? < (v, v){w,w).
Inoltre, vale I'uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.

Definizione 5.1.6. Se V' ¢ un R (rispettivamente, C)-spazio vettoriale euclideo, diciamo
norma di v € V il numero reale non negativo

loll = /o, o).

Con tale nozione, possiamo riscrivere il risultato precedente nella sua formulazione piu
generale (che vale anche sui numeri complessi).

Teorema 5.1.7 (Diseguaglianza di Cauchy - Schwarz). Se V' e un spazio vettoriale euclideo reale
o complesso, comungue scelti v,w € V, si ha

[ (v, W) < [Jvf} [Jwl]

Inoltre, vale I'uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
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Proposizione 5.1.8. Sia V' un spazio vettoriale euclideo reale o complesso. Provare che, per ogni
v € Veperogni A € R (rispettivamente, C) valgono le sequenti proprieta:

a) ||v|| > 0 (qui 0 denota Og);

b) |[v| =0 <= v=0y;

c) [[Avll = [Allfvll

Dalla Disuguaglianza di Schwarz discende un’altra nota relazione.

Teorema 5.1.9 (Disuguaglianza triangolare). Se V' e un spazio vettoriale euclideo reale o comples-
so, comungque scelti v,w € V, si ha

lo+wl| < o]l + [Jw]|-
Inoltre, se vale I'uguaglianza allora v e w sono linearmente dipendenti.

In uno spazio vettoriale euclideo si puo introdurre la nozione di ortogonalita fra vettori
e, di conseguenza, anche fra sottospazi vettoriali.

Definizione 5.1.10. Diciamo che due vettori v, w € V sono ortogonali se (v, w) = 0.
Osservazione 5.1.11. Si noti che in uno spazio vettoriale euclideo reale vale
lv+wl* = [lo]]* + [[wll* + 2(v, w).
Dunque, se v e w sono ortogonali si ha
lo+wl* = [lol|* + [lw]f?,
cioé il Teorema di Pitagora, che dunque vale in un qualunque spazio vettoriale euclideo.

In uno spazio vettoriale euclideo si rivela essenziale la nozione di base ortonormale, cioe
di una base costituita da vettori di norma 1 e a due a due ortogonali. Se B = (ey,...,e,) €
una base ortonormale, allora per ogni v € V si ha

v=(v,e1)e; + -+ (v,e,)en.

Inoltre ogni cambiamento di base tra basi ortonormali & associato a una matrice ortogonale
M (cioe tale che ‘M = M™'), nel caso reale. Mentre nel caso complesso M & unitaria (cioe
tale che tA/ = M~1).

Infine ricordiamo la seguente nozione
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Definizione 5.1.12. Sia W un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale euclideo V.
Diciamo complemento ortogonale di W 'insieme

Wt ={eV|{ww =0 YweW}.

Il nome di “complemento ortogonale" e giustificato dalle seguenti proprieta, le cui dimo-
strazioni sono gia state viste nel corso di Algebra Lineare.

Proposizione 5.1.13. Sia W un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale euclideo V. Allora
valgono i sequenti fatti:

i) W+ e un sottospazio vettoriale di V;
11) VVL N W = {Ov},'
ii) Wh+W =V.

In particolare, la somma W+ + W ¢ diretta e si denota dunque con W+ & W. Conseguentemente,
dim(W+) + dim(W) = dim(V).

Osservazione 5.1.14. Se W, e W, sono due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale
euclideo V/, provare che
W, C W5 = Wy, C Wi

Definizione 5.1.15. Due sottospazi vettoriali W; e W, di uno spazio vettoriale euclideo V'
sono ortogonali se
Wy C W;, oppure W, C Wf

Osservazione 5.1.16. Per la Proposizione 5.1.13, se W; e W5 sono ortogonali si ha

dim(W7) + dim(Ws) < dim(V).

Esempio 5.1.17. Sia W un iperpiano dello spazio vettoriale euclideo R" con prodotto scalare
standard. La sua equazione cartesiana e del tipo

W ax1+ -+ a,x, =0.

Osserviamo che il vettore (ai,...,a,) € W+. Daltro canto, dim(IW) = n — 1 dunque
ai
dim(W+) = 1. Pertanto W+ & la retta vettoriale Span

an
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Concludiamo il paragrafo con una nozione relativa solo al caso reale.

Definizione 5.1.18. Siano v, w due vettori non nulli di un R-spazio vettoriale euclideo V. Si
dice angolo convesso tra v e w 1"'unico angolo ¢, con 0 < # < 7 tale che

[l flw]

Si noti che, per la Disuguaglianza di Cauchy - Schwarz, tale frazione ¢ compresa tra —1
e 1. Si osservi infine che, se v e w sono proporzionali, cioe se w = Av, allora

<U7)\/U> _ )\HUH2 _:l:1
[l Aol [ALlvlf?

cosf =

dovecosf# =1 < =0 <= A>0,cos0=—-1 <= =71 <— A<O.

5.2 Spazi affini euclidei

Introduciamo ora un nuovo ambiente geometrico relativamente ai due casi, reale e comples-
SO.

Definizione 5.2.1. Se V' & uno spazio vettoriale reale (rispettivamente, complesso) euclideo,
diciamo spazio affine euclideo (rispettivamente, unitario) lo spazio affine A(V') su V' che verra

denotato con
E.

I sottospazi affini di [E sono detti suoi sottospazi euclidei (rispettivamente, unitari).
In particolare, se V' = R" con il prodotto scalare standard, il corrispondente spazio affine
euclideo canonico si denota con
Eg.

Se V' = C", il corrispondente spazio affine unitario canonico si denota
n
EL.

Grazie al prodotto scalare su V, e possibile definire 1’ortogonalita e gli angoli tra sotto-
spazi euclidei (risp. unitari).
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Definizione 5.2.2. Sia E uno spazio affine euclideo (rispettivamente, unitario) e 5,77 C E
due suoi sottospazi euclidei (rispettivamente, unitari) di dimensione > 1.
Diciamo che S e T sono ortogonali se 1o sono le rispettive giaciture come sottospazi di V'
e scriveremo
S LT

Si osservi che, se S e T sono ortogonali in E, con n = dim(E), allora
dim(S) + dim(T") < n. (5.2.1)

Per poter fare calcoli, come nel caso affine, occorre introdurre un sistema di riferimento.
Ma qui terremo conto che lo spazio vettoriale soggiacente e euclideo.

Definizione 5.2.3. Sia E uno spazio affine euclideo sullo spazio vettoriale euclideo V. Si dice
riferimento cartesiano in E un riferimento affine (O, B), dove B & una base ortonormale di V.

Esempio 5.2.4. Si consideri un iperpiano H di E" = E che, rispetto a un fissato riferimento
cartesiano, abbia equazione
H: ax1+---+ayx, =0

La sua giacitura e Hy : a1z + -+ + a,z,, = 0. Per definizione, un sottospazio euclideo
S =@+ Sy & ortogonale a H se e solo se dim(Sy) > 1e Sy C Hy.
ay
Osserviamo che Hj & una retta vettoriale e precisamente H;- = Span(v), dove v =
an
Dunque S & necessariamente una retta affine di giacitura S, = Span(v).
Ad esempio, il piano H e la retta r di E® dati da

H: 2xy —3xy+x3=5, r: (v1,29,23) = (1+2t,2—3t,43+ 1)
sono ortogonali.

Esempio 5.2.5. Si considerino due rette r e s di E* = Ky aventi come vettori direzionali
(rispetto a un riferimento cartesiano)
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rispettivamente. Per definizione, r L s se e solo se Span(v,) C Span(v,)* e questo si verifica
se e solo se v, L v, cioe se e solo se

aq b1
< N I I >:a1b1+~--+anbn:().
an, bn,

Come visto in (5.2.1), se 5,7 C E" sono ortogonali, allora necessariamente dim(S) +
dim(7T") < n. Volendo estendere tale nozione a sottospazi di dimensione qualunque, partia-
mo dalla seguente osservazione.

Siano S 3 PeT > (@ due sottospazi euclidei di giaciture rispettive S, e T e denotiamo
le rispettive dimensioni con

s = dim(S) = dimg(Sy), t:=dim(7") = dimg(7p).

Se accade che
dim(S) + dim(7T") > n,

allora
dim(S3) + dim(7T5") = (n —s) + (n —t) =2n — (s + 1) < n.

Questo induce a introdurre la seguente nozione.

Definizione 5.2.6. Siano S > P e T > () due sottospazi euclidei di E" di giaciture rispettive
So e Tp. Se dim(S) + dim(T) > n, diciamo che S e T sono perpendicolari se Sy e Ty~ sono
ortogonali.

Esempio 5.2.7. Si considerino due piani di E* di equazioni
S:ar+by+cz+d=0, T:dr+by+dz+d=0.

Per definizione, essi sono perpendicolari se e solo se le rette vettoriali

!/

a a
Sy =Span | b |, T3 =Span | ¥
c d

sono ortogonali. Tale condizione equivale a

c c

a a
< b,V >:O, cioe aa’ +bb + e = 0.
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5.3 Angolo tra sottospazi euclidei

Per quanto riguarda 1’angolo tra due sottospazi euclidei, ci limiteremo a due classi di esempi:
I’angolo fra due rette e quello fra una retta e un iperpiano.

Tenendo presente la definizione di angolo acuto fra due vettori di un R-spazio vettoriale
euclideo, si noti che due rette individuano due angoli, uno acuto e uno ottuso. Sceglieremo
quello acuto, per convenzione.

Definizione 5.3.1. Siano r, s C E" due rette nello spazio affine euclideo di vettori direzionali
rispettivi v, e vs.
Si dice angolo fra le rette r e s, e si denota con 75, 1'unico angolo 6 € [0, 7/2] tale che

(v, vs)]

cosf = .
vl flvsl

Si osservi che, nella definizione precedente, 0 < cosf < 1 e dunque 75 € un angolo acuto.
Inoltre e chiaro che r L s se e solo se 75 = /2.

Osservazione 5.3.2. Sinoti che I’angolo fra due rette, come accadeva con I'ortogonalita, non
ha nulla a che vedere con I'incidenza delle due rette: infatti lo si puo definire e calcolare sia
nel caso in cui le rette siano incidenti, sia nel caso in cui siano sghembe.

Definizione 5.3.3. Siano r una retta e  un iperpiano in [E"; sia inoltre ¢ una retta ortogonale

a H. Si dice angolo fra r e H, e si denota con rH, I'unico angolo o complementare dell’angolo
rt.
In altre parole, posti v, e n due vettori direzionali di r e t, rispettivamente,

7“/It_fzz7r/2—7?t

ove 7t & l'unico angolo (tra 0 e 7/2) tale che

Si osservi che anche rH € un angolo acuto.

5.4 Distanze negli spazi affini euclidei

Grazie al prodotto scalare su V, e possibile definire anche una distanza in [E, rendendolo uno
spazio metrico e, di conseguenza, uno spazio topologico.
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Definizione 5.4.1. Sia [E uno spazio affine euclideo (rispettivamente, unitario). Se P, () € E,
diciamo distanza tra P e () il numero reale non negativo

A(P.Q) = | PG|
Proposizione 5.4.2. Se P,Q), R € E allora:
i) d(P,Q) > 0ewvale d(P,Q) = 0seesolose P=Q;
i) d(P,Q) =d(Q,P),
iii) d(P,Q) < d(P, R) + d(R, Q).

Dimostrazione. (i) e (i7) sono lasciate per esercizio, in quanto immediate. (ii:) Per la Relazio-
ne di Chasles (SA2) si ha @ = ﬁ + @, dunque

IPQ| = | PR+ RG| < |RG| + |PR],

per la proprieta triangolare della norma indotta da un prodotto scalare O
Pit1 in generale, diamo la seguente nozione.

Definizione 5.4.3. Sia E uno spazio affine euclideo (rispettivamente, unitario). Se X,Y C E
sono due sottoinsiemi non vuoti, diciamo distanza tra X e Y il numero reale non negativo

d(X,Y):=inf {d(P,Q)|Pe X,QeY}.

Si osservi che tale estremo inferiore esiste in quanto 1'insieme su cui si calcola e costituito
da numeri reali maggiori o uguali di zero.

Per i sottospazi euclidei vale il seguente risultato, di cui omettiamo la dimostrazione; ne
vedremo un caso particolare.

Teorema 5.4.4. In uno spazio euclideo E sullo spazio vettoriale euclideo V, si considerino due
sottospazi euclidei X > AeY > B, dove A, B € Eecon UW CV lerispettive giaciture.

Allora esistono Py € X e Qo € Y tali che il vettore Qo — I e ortogonale sia a U che a W e, per
ogniPe Xe@QeY,sihal||Qy— Pl <|Q — P|. Pertanto d(X,Y") = d(Fp, Qo).

In quanto segue considereremo come ambiente lo spazio affine euclideo canonico E" =
E% con un riferimento cartesiano (O, B).
In tale ambito, diamo la seguente nozione.
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Definizione 5.4.5. Se A, B € E" diciamo punto medio del segmento AB I'unico punto M € AB
tale che
d(A, M) = d(M, B).

Nel capitolo precedente abbiamo introdotto la proiezione, su un sottospazio affine S di
A", parallela a un sottospazio vettoriale U di R" (complementare alla giacitura di .S).

In uno spazio euclideo possiamo considerare la situazione particolare in cui U e 1’orto-
gonale della giacitura di S e dare la seguente nozione.

Definizione 5.4.6. Sia S > () un sottospazio euclideo di E”, con giacitura W C V. Si dice
proiezione ortogonale su S 1’applicazione

pw:E"— S datada P~ Tp(U)NS

dove U = W+.
Il punto Py = Tp(W+) N S si dice proiezione ortogonale di P su S.

Esempio 5.4.7. Si considerino il punto P = (1,2, 3) € E? el piano di equazione H : = —y +
3z + 1 = 0. Per determinare la proiezione ortogonale F, di P su H, calcoliamo anzitutto la
giacitura I di H e il sottospazio W+. Quest’ultimo ¢ la retta vettoriale

1
W+ =Span | -1
3

Per definizione Py = Tp(W*) N H. Poiché r : (z,y,2) = (1 +¢,2 —t,3 + 3t), bisogna
determinare ¢ in modo che

(1+t)—2-t)+33+3)+1=0 = t=-9/11.
Sostituendo nell’equazione parametrica di r si ottiene infine
Py=(1-9/11,2+9/11,3 — 27/11) = (2/11,31/11,6/11).

La nozione di proiezione ortogonale verra ora utilizzata nel trovare dei metodi per de-
terminare alcune distanze.
Il primo caso e quello di distanza di un punto da un sottospazio euclideo.

Proposizione 5.4.8. Siano S un sottospazio euclideo e () € E". Allora, posta () la proiezione
ortogonale di () su S, si ha

d(Q, 5) = d(Q, Qo).
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Dimostrazione. Basta provare che, comunque scelto un punto P € S,siha d(Q, P) > d(Q, Qo)

0, equivalentemente, che
IPGIE = 120"

Se W e la giacituradi S > P, si ha Qgﬁ € W . D’altro canto, per definizione di proiezione
ortogonale, Qoaj € W+, Per (SA2) si ha inoltre

PG = PQo + QuG.

Quindi .
IPGI? = IPQSI* + 126G > Q6™
O
Proposizione 5.4.9. Si fissi un riferimento cartesiano di E" e si considerino un punto Q) = (¢1, . . ., qn)

e un iperpiano H : a;xy + - - + a,x, + b = 0. Allora

g+ angn + b

ai+ - +a?

d(Q, H)

Dimostrazione. Si consideri un versore (cioe un vettore di norma 1) ortogonale a /, ad esem-

pio

(a1,...,ap)
1/a%+...+a721‘

Essendo anche Qoéj ortogonale a H, si ha

(@G, )| = |GG = d(Q, Qo) = d(Q, H),

dove l'ultima uguaglianza segue dalla Proposizione precedente.
Per calcolare il suddetto prodotto scalare, basta scegliere un qualunque punto P € H,
applicare la Relazione di Chasles (SA2) e la bilinearita, ottenendo

(0@, n) = (PO, 1) + (QoP,n).

Ma (Qo ﬁ, n) = 0 in quanto QOF appartiene alla giacitura di H, che & Span(n)*.
Pertanto

n =

d(Q. H) = (o0, n)| = |(QP,n)|.

55



Denotando le coordinate di P con (1, .. .,y,) e tenendo conto che P € H, vale ajy; + -+ +
anY, = —b. Quindi

d(Q H) _ ’<(q1_yla"'>qn_yn)y(alp--,@n))’
T al+ -+ a?
1 n

da cui la tesi. n

Osservazione 5.4.10. Se S e T" sono due sottospazi paralleli di E" e S N T = () allora la loro
distanza € non nulla. Vediamo come determinarla.

Sia dim(7") < dim(S). Allora, scelto un qualunque punto ) € 7" e denotando con () la
proiezione ortogonale di () su S, si ha

d(T,S) = d(@Q, S) = d(Q, Qo).
Chiaramente, se dim(7") = dim(.S), i ruoli di S e T" si possono scambiare.

Esempio 5.4.11. Si considerino la retta r e il piano 7 di E* dati da
r: (x,y,2) =(1,0,0) + \(2,-1,2), 7:x+2y+4=0.

Poiché le rispettive giaciture sono W, = ((2,—1,2)) e W, : z + 2y = 0, si vede immedia-
tamente che W, C W, e dunque r||r. Tenendo conto che dim(r) = 1 < 2 = dim(w), per
’Osservazione dispar si ha che d(r,7) = d(Q, ), dove () € un qualunque punto di . Ad
esempio, si scelga @ = (1,0, 0) e si calcoli, per la Proposizione dishy,

d(Q, ) = ‘11++4| = 5.

7

Esempio 5.4.12. Si considerino i due piani paralleli m; e m, di E* dati da
m:c+2y—z+4=0, m:x+2y—2+10=0.

Si ha
d(7T1, 7T2) = d(Q; 7T2)7

dove () € un qualunque punto di 7. Ad esempio, si scelga () = (0,0,4) e si calcoli, ancora
per la Proposizione dishy,

—4+10
1Qum) = 2 V6
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Esempio 5.4.13. Si considerino le due rette parallele 7, e r, di E* date da
i (r,y,2)=(3,—1,1) + A(2,-1,2), 7o (z,y,2) =(2,1,3) + u(2,—1,2).

In questo caso si deve procedere diversamente dai due precedenti esempi. Osserviamo per6
che per I'Osservazione 5.4.10 abbiamo

d(ri,m2) = d(Q, Qo),

dove @) € 1 e (y € la proiezione ortogonale di () su 7,. Invece di scegliere un punto su ry,
si noti che si puo procedere ancora pitt rapidamente considerando un piano 7 ortogonale
a entrambe le rette. Evidentemente 7 interseca ogni retta in un punto e questi due punti
sono uno la proiezione ortogonale dell’altro sull’altra retta. Pertanto, posti (); :== 7N r; e
QQ =7y, si ha

d(7”177"2) = d(Qsz)»

Si scelga, ad esempio, 7 : 2z — y + 2z = 0. Con facili calcoli si vede che
Qr:=7mNr=(1,0,-1), Qa:=7mNry=(0,2,1).

Pertanto

d(r1,72) = d(Q1, Q2) =[| Q1 — Q2 [|=[| (1, -2, -2) ||=3.

Concludiamo questo paragrafo con la determinazione della distanza tra due rette sghem-
be dello spazio euclideo canonico E3, assieme alle nozioni di retta e segmento di minima
distanza.

Teorema 5.4.14. Siano r e s due rette sghembe di E3. Allora si ha:

i) esiste un'unica coppia 7, e 7, di piani paralleli a entrambe le rette (e paralleli tra loro) tali che
rcmn.es Cmg,

ii) esiste un'unica retta t ortogonale e incidente r e s (detta retta di minima distanza);
iii) posti R:==tNreS:=tNs,siha
d(r,s) = d(m,,ms) = d(R, 5),

dove il segmento RS e detto segmento di minima distanza tra r e s.
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Dimostrazione. Siano r determinata da A € r e con giacitura Span(v,) e sda B € s e giacitura
Span(vy).

i) I due piani cercati sono necessariamente i piani 7, e 7y determinati, ad esempio, da
A e, e B € 7, ed entrambi di giacitura

W, = Wr, = Span(v,, vs).

Si noti che questi sono veramente due piani in quanto dimg Span(v,, vs) = 2 poiché v, e v,
non sono paralleli per ipotesi.

it) Si consideri l'unica (a meno di multipli) direzione w ortogonale sia a r che a s (e quindi
anche ortogonale a 7, e 7;), data da

Span(w) := Span(v,, v,)".

Denotiamo con p 1'unico piano del fascio di piani F, di sostegno r che contiene w nella sua
giacitura; e, analogamente, denotiamo con ¢ 1'unico piano del fascio di piani F; di sostegno
s che contiene w nella sua giacitura.
Si ha quindi
W, = Span(v,,w), W, = Span(v,w).

Per costruzione ¢t := p N o & una retta di giacitura W, N W, = Span(w), che risulta dunque
ortogonale sia a r che a s.

Inoltre, t e 7 giacciono entrambe sul piano p e sono ortogonali, quindi non parallele;
pertanto sono incidenti.

Analogamente ¢ e s sono incidenti.

Per provare l'unicita di ¢, supponiamo che esista un’altra retta ¢’ ortogonale e incidente
r e s. Per quanto osservato all’inizio, c’¢ un’unica direzione w ortogonale a r e a s, dunque
t" || t. In particolare, t e ¢ sono complanari. Per questo, denotando con R’ := t' Nr e
S":=t'Ns,sihacheipunti R, S, RS sono complanari. Il piano che li contiene, pertanto,
deve contenere r (individuata da R e R’) e analogamente s; questo & un assurdo in quanto r
e s sono sghembe per ipotesi.

i11) Si noti che

d(r,s) :=inf {d(P,Q)| P €r,Q € s} > d(m,,s).

Se si prova che d(m,, 7;) € raggiunta dalla coppia di punti R € r e S € s, allora si ha la tesi.
Per fare questo, basta osservare che la retta ¢ € ortogonale a 7, e 7, per (i) e che

R=tnr=tNmn,, S=tNs=tNm,.

Dunque S é la proiezione ortogonale di R su 7,; pertanto d(7,, 75) = d(R, S). O
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Capitolo 6

Isometrie

6.1 Isometrie e Matrici Ortogonali

Definizione 6.1.1. Sia (V. g) uno spazio vettoriale euclideo. Una isometria di (V,g) € un
endomorfismo f : V' — V tale che Vu,v € V, vale:

9(f(u), f(v)) = g(u,v).

Osservazione 6.1.2. Se f : V — V e una isometria e V ha dimensione finita, allora f e
iniettiva. Infatti, se v € ker(f), allora f(v) = 0Oy, quindi g(f(v), f(v)) = g(0v,0y) = 0.
Sfruttando ora il fatto che f € una isometria abbiamo: 0 = ¢(f(v), f(v)) = g(v,v), quindi
vV = Ov.

Infine, se dim V' = n < oo, per il Teorema di Dimensione f € un automorfismo.

Proposizione 6.1.3. Sia (V, g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione finita. Sia f € End(V).
Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. f éunaisometriadi (V,g).

2. Per una base ortonormale B = {vy,...,v,} di (V,g), anche {f(v1),..., f(v,)} é una base
ortonormale di (V, g).

3. (lf @)l = lloll, vo e V.

Dimostrazione. * (1 = 2)Se f € End(V) & una isometria, e {vy,...,v,} & una base or-
tonormale di (V,g), allora g(f(v), f(v;)) = g(vi,v;) = 0;5, Vi,j = 1,...,n. Quindi
f(v1),..., f(v,) sono tutti non nulli (perché hanno norma = 1) e sono a due a due orto-
gonali. Quindi f(vy),..., f(v,) sono linearmente indipendenti, percio { f(v1), ..., f(v,)}
€ una base ortonormale di (V g).
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* (2 = 3) Fissiamo una base ortonormale {vy, ..., v,} di (V, g). Peripotesianche { f(v1), ..., f(v,)}
€ una base ortonormale di (V) g). Siaorav € V. Scriviamo v come combinazione lineare

dei vettori vy, ..., v, v = Aoy + -+ + \v,. Allora
f(U) = )‘1f<vl) + e+ Anf(”n)
Siccome {vy, ..., v,} & una base ortonormale,

ol = g(v,0) = A+ + A
Siccome anche {f(v1),..., f(v,)} & ortonormale,

1@ = g(f(v), f(0)) = AT + - + A7

Ne segue che ||v]|? = || f(v)]|?, da cui il risultato.

* (3= 1) Siano v,w € V. Dalla formula di polarizzazione si ha:

9 (o), () = 590 (0) + F(w), f() + Fw) = g(F(0), F(0) = 9(F(w), f(w).
Si ha quindi
= %Hf(v) + f)IP = [Lf ) = 1 ()]
Per ipotesi, || f(u)|* = |Jul|?, Vu € V, quindi

1 1
@+ W) = lF @7 = 1f@)* = Sllv+wl* = ol = wl* = g(v, w),

nell’ultima uguaglianza abbiamo sfruttato la formula di polarizzazione. Ne segue che
g(f(v), f(w)) = g(v,w), Yv,w € V, quindi f & una isometria.
[l

Proposizione 6.1.4. Sia (V, g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione finita, e sia B = {vy,...,v,}
una base ortonormale di (V, g). Sia f € End(V).
Allora f e una isometria di (V, g) se e solo se

"M5(f) - M5(f) = L.

Dimostrazione. Dalla precedente proposizione segue che f € unaisometria <= g(f(v;), f(v;)) =
i, V1,7 =1,...,n. Per definizione di M B( f), se indichiamo con a;; il suo elemento di posto
(i,7), abbiamo:

f(ve) = aypvr + -+ + apevy,, YL=1,...,n.

Quindi f & una isometria <= >" agar; = d;;, Vi,j =1,...,n. Il risultato segue ora dal
fatto che Y ), ax;ax; € 'elemento di posto (i, j) della matrice *ME(f) - ME(f). O
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Definizione 6.1.5. Una matrice quadrata A € M, (R) e detta ortogonale, se vale la seguente
uguaglianza:

A A=1,.
L'insieme delle matrici n x n ortogonali si denota con O(n).

Osservazione 6.1.6. 1. A € M,(R) & ortogonale <= A e invertibileed A~' ="A.

2. Sia A € O(n), allora det(A) = +1. Infatti, dall'uguaglianza I, = ‘A - A, dal teorema di
Binet, sfruttando il fatto che det(*A) = det(A), si ha:

1 = det(I,)) = det(*A - A) = (det(A))2.

Corollario 6.1.7. Sia A € M,(R). Allora A € O(n) <= L e una isometria di (R, (,)), dove
(,) e il prodotto scalare standard di R™.

Dimostrazione. L'enunciato segue ricordando che la base canonica £ di R" & ortonormale per
(,),esiha ME(L,) = A. O

Proposizione 6.1.8. Sia (V, g) uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione finita n. Sia B una base
ortonormale di (V, g), e sia C una base di V. Allora C & ortonormale <= M§(Idy') € O(n).

Dimostrazione. Osserviamo che C & ortonormale <= M¢(g) = [,,, dove M¢(g) € la matrice
che rappresenta il prodotto scalare g rispetto alla base C. Quindi:

Me(g) = "Mg(1dy) - Mg(g) - Mg(Idy).
Siccome B ¢ ortonormale, Mp(g) = I, quindi la precedente formula diventa:
Me(g) = "Mg(Idy) - Mg(Idy),
da cui segue il risultato. O

Corollario 6.1.9. Sia A € M,(R). Allora A € O(n) se e solo se le colonne di A, AV, ... AM
formano una base ortonormale di R™ rispetto al prodotto scalare standard di R™.

6.2 Caratterizzazione delle matrici di O(2,R)

Proposizione 6.2.1. Sia A € O(2,R). Allora:
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e sedet(A) =1, 30 € R tale che
cosf —sind
A_(sinﬁ cos@)’
e sedet(A) = —1, 30 € R tale che
cosf@ sinf
A= (sin@ —cos@) :
Dimostrazione. Sia A = (a bC d). Allora, per definizione, A e ortogonale se e solo se

I, ='A- A,

10\ _(a ¢\ (a b _(a®+c ab+cd
0 1) \b d c d)  \ab+cd V+d*)°

Dalle equazioni a* + ¢ = 1 e b* + d* = 1, segue che i punti (i), (Z) € R? appartengono

cioé se e solo se

alla circonferenza di raggio 1 e centro l’origine in R
In particolare esistono ¢, € R tali che a = cos ¢, c =sin¢, b = cos) e d = sin .
Inoltre, dalla equazione ab + cd = 0 deduciamo

0 = cosfsing + sinf cos ¢ = sin(0 + ¢).

Di conseguenza, 6 4 ¢ deve essere 0 + 2kw o m + 2k,
Nel primo caso e si ottiene la matrice Ry; nel secondo caso si ottiene la matrice Sy. O

Vediamo ora che possiamo caratterizzare anche autovalori e autospazi delle matrici di
O(2,R).

Proposizione 6.2.2. Per una matrice M € O(2) ci sono le sequenti possibilita:
i) se M = Ry, essa ha autovalori reali se e solo se § = 0 oppure § = 7 se e solo se Ry = +£Is.

ii) Se M = Sy, essa ha sempre autovalori reali e precisamente £1. Inoltre i relativi autospazi V; e
V_y sono tra loro ortogonali.
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Dimostrazione. i) Si consideri il polinomio caratteristico di Ry dato da
Py(Rg) = det(Ry — M) = (cos — A)? + (sinf)* = A* — 2(cos )\ + 1.

Esso ha radici reali se e solo se il suo discriminante A /4 = (cos§)?—1 > 0. Ma tale condizione
equivale a (cosf)? — 1 = 0; questo si verifica se e solo se cos§ = 1 ovvero se e solo se § = 0
oppure § = 7. L'ultima affermazione € banale. ii) Si osservi anzitutto che Sy, essendo una
matrice 2 X 2 simmetrica reale, ha due autovalori reali e, se distinti, i suoi due autospazi sono
ortogonali. Per calcolare tali autovalori, si consideri il polinomio caratteristico di Sy dato da

P)\<Sg) = det(Sg - )\Hg) = )\2 — 1.
Esso ¢ indipendente da 0 e ha sempre come radici +1. O

Osservazione 6.2.3. Per comprendere il significato geometrico di Ry, basta considerare I'au-
tomorfismo di R? ad essa associato:

LRG : R2 —>R2

definito da
(z,y) — (zcosf — ysinf, zsin € + y cos ).

Utilizzando le coordinate polari nel dominio e nel codominio, si ha una forma esplicita piti
significativa. Infatti

r(cos,sine) — (rcost cos — rsintsind, rcos ) sin + rsin ) cos b))

e quest'ultima espressione e esattamente r(cos(¢» + 6),sin(¢) + 0)). Pertanto R, & associata
alla rotazione antioraria di angolo 6.

Vediamo ora come anche le matrici Sy abbiano una interpretazione geometrica, e preci-
samente in termini di simmetrie assiali. Vediamo prima questo concetto in generale.

Definizione 6.2.4. Sia H & un sottospazio vettoriale di R"; possiamo scrivere ogni vettore
v €R" = H @ H' in modo unico come v = vy + vy, dove vy € H evy. € H*.
Si dice simmetria rispetto a H 1’applicazione

syy: R" — R" definitada v =wvyg+vygL —vg —vgs.
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Proposizione 6.2.5. Con le notazioni precedenti, I'applicazione sy ;; € un automorfismo ortogonale
di R" ed e diagonalizzabile.
Inoltre, se H e un iperpiano, sy ; e ortogonale non speciale.

Dimostrazione. E facile verificare che sy, & un’applicazione lineare. Sia s := dim(H). Se
s = 0, la tesi segue banalmente. Sia dunque s > 1 e siaC = (vy,...,vs) una base ortonormale
di H. Si consideri il suo completamento a una base ortonormale B = (vy,...,vs,...,v,) di
R". La matrice associata alla simmetria, rispetto a B, risulta
10 --- 0
5 01 --- 0
Mg (syy) =
00 - —1

dove sulla diagonale compare 1 per s volte e —1 per n — s volte. Tale matrice & ortogonale.
Pertanto, per la Proposizione 6.1.4, 'endomorfismo sy € un automorfismo ortogonale.
Infine, se H & un iperpiano, allora s = n — 1 e dunque det(M5(sy,)) = —1, pertanto la

matrice & ortogonale non speciale. O

Esempio 6.2.6. Vediamo due esempi di matrici non speciali Sy neicasif =0ef =

1 0 ~1 0
oo 5) =0,

Nel primo caso, il corrispondente automorfismo ortogonale di R? & dato da (z,y) — (z, —y).
Nel secondo caso, il corrispondente automorfismo ortogonale e dato da (z,y) — (—=z,y).

Le matrici Sy e S, sono associate, rispettivamente, alla simmetria rispetto a Span(e; ) (asse
x) e a quella rispetto a Span(ez) (asse y).

Vediamo ora che le matrici Sy sono sempre associate a delle opportune simmetrie.

Proposizione 6.2.7. Per ogni matrice del tipo Sy, I'applicazione lineare associata Lg, e una simme-
tria rispetto al sottospazio sy, C R?, dove V; e I'autospazio di Sy associato all’autovalore 1.

Dimostrazione. Osserviamo che R? = V; & Vi* = V; @ V_;. Quindi, per ogni v € R?, si pud
scrivere v = vy, + vy ,. Da una parte, per definizione di autovettore, si ha Sy(vy;) = vy, e
Se(vy ,) = —vy_,. Pertanto, per la linearita,

56' U =Vy; — Vv,
D’altra parte, per definizione di simmetria rispetto a V3, si ha

SYv, (U> = Uy — Vv,
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Osservazione 6.2.8. Determiniamo, in generale, ’autospazio V; di

g — cosf sin6
9~ \sin® —cosh/"

Una equazione cartesiana di V; ¢ data da una riga del sistema lineare omogeneo

(Sp — 1) - (§> = 0.

Se 6 # 0, una equazione &, ad esempio,
Vit (cosf — 1)z + (sinf)y = 0.

Possiamo, inoltre, determinare 1’angolo acuto « tra V; e I’asse x data da Span(e; ). Si ha:

{(E=BYC/ T
()

Infine, usande le formule di duplicazione sin § = 2sin /2 cos /2 e cos = cos? §/2 —sin?0/2,
si trova

cosa =

cosa = |cosf/2],
quindia =6/2se0 <0 <7, einveceax =7 —6/2senw < 2.

Le seguenti semplici proprieta sono lasciate come esercizio (alcune di queste possono
essere dimostrate utilizzando note formule trigonometriche).

Proposizione 6.2.9. Comunque scelti 6 e v, valgono:
i) Sy S, = Ro_, € SO(2);
ii) Ry R, = R0 € SO(2);
iii) Ry S, = S,0 & SO(2);
iv) S, Ro = Sy & SO(2);
v) Sag = Ry Sy R_p.
In particolare, la composizione di una rotazione e di una simmetria non é commutativa.

Dalla ii) segue che SO(2) e un gruppo abeliano (pero SO(n) non e abeliano per n > 3).
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6.3 Forma normale per isometrie lineari

Vediamo in questa sezione un cenno a un teorema generale di riduzione per isometrie
lineari.

Teorema 6.3.1. Sia V un R-spazio vettoriale euclideo di dimensione finitan, esia f : V. — V una
isometria lineare.
Allora esiste una base ortonormale B di V' tale che Mp(f) sia del tipo

1

-1 (6.3.1)

cosqoy —sinag
sinaq  cos g

O cosy, — sinay
sinay  cosay

Si tratta di una matrice diagonale a blocchi: nella prima parte ci puo essere un certo numero di 1
e —1 sulla diagonale principale e 0 sul resto delle righe; nella seconda parte vi possono essere un certo
numero di matrici di rotazione.

Per esempio, se n = 3, due esempi di forma normale sono i seguenti:

1
e [0 -1 0 |.Lendomorfismo di R?® corrispondente & f tale che v = (z,y,2) —
0

Il o
|
—_

f(v) = (x,—y,—z). L'asse z e fisso, nel piano yz abbiamo una rotazione di 7; f e la
rotazione di 7 intorno all’asse z. Il piano yz & 1’autospazio di autovalore —1.

-1 0 0
* | 0 cosa —sina | .L'asse x viene riflesso intorno all’origine, il piano yz viene ruo-
0 sina cosa
tato di un angolo «. (z,y,2) = (2,0,0) + (0,y,2) — (—z,ycosa — zsina, ysina +
zcosa) = (—x,0,0) + (0,y cosa — zsina, ysina + z cos a).
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Diamo soltanto lo schema della dimostrazione del teorema, senza entrare in tutti i detta-
gli, che comunque non sono difficili.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ per induzione sun = dim V.

La base dell’'induzione consiste nei casin = 1 e n = 2. Se n = 1, una matrice ortogonale &
ugualea (1) oa (—1), quindi del tipo (6.3.1). Se n = 2, fissata una base ortonormale di V, f &
rappresentata da una matrice del tipo R, 0 S,. Nel primo caso abbiamo uno dei blocchi 2 x 2
della (6.3.1), nel secondo caso la matrice & diagonalizzabile con autovalori 1, —1; prendendo
due versori v;, v2 nei relativi autospazi, otteniamo una base ortonormale rispetto a cui la
1 0
0 -1
Per dimostrare il passo induttivo, avremo bisogno del seguente lemma.

matrice di f e

Lemma 6.3.2. Sia V' un R-spazio vettoriale di dimensione finita, e sia f : V' — V un endomorfismo.
Allora esiste un sottospazio vettoriale W C V, con dimW = 10 dim W = 2, tale che f(W) C W;
un tale sottospazio e detto invariante rispetto a f.

Idea della dimostrazione del Lemma. Se f ha un autovalore A € R, sia v un suo autovettore:
f(v) = Av. Allora W = (v) ha dimensione 1 ed ¢ invariante per f, perche f(cv) = cf(v) =
chv e W.

Altrimenti, se f non ha autovalori reali, sia B una base di V' e sia A = Mjz(f), matrice
reale n x n. Passiamo quindi all’ambiente complesso, considerando 'applicazione lineare

Ly:Ct—>C", z—>A- 2z

Ora, poiche siamo su C, 'applicazione L 4 ha almeno un autovalore (non reale) A € C; infatti,
A € una radice complessa di py,, (z) = pa(x), polinomio a coefficienti reali perché A é reale.
Si provano ora i seguenti fatti:

1. anche il numero cmplesso coniugato ) & radice di p4(r) ed & dunque autovalore di L 4;

2. fissato v un autovettore di ), allora il suo coniugato v € un autovettore di \, e v, v sono
linearmente indipendenti;

3. ivettori v + v, i(v — ¥) sono reali, linearmente indipendenti e generano un sottospazio
W' di R" invariante per L4 : R® — R", ossia L(W') C W/,

4. consideriamo l'isomorfismo x5 : V' — R™; in questo isomorfismo W’ corrisponde a un
sottospazio W di V invariante per f, di dimensione 2.

Questo conclude la dimostrazione del Lemma. O
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Torniamo a f : V' — V isometria lineare, con dim V' = n > 2. Per il Lemma precedente
esiste un sottospazio W C V invariante per f di dimensione 1 o 2, ovvero tale che f(IV) C
W. Siccome f & un isomorfismo, dim W = dim f (W), e percio f(W) = W. Da cio si dimostra
che anche f(W+) = W

Ora possiamo considerare le restrizioni

flw: W — W,uadf |yo: Wt — W,

entrambi gli endomorfismi ristretti risultano delle isometrie. Possiamo quindi prendere due
basi ortonormali B; di W come nella base dell'induzione, e B, di W+ come da ipotesi indut-
tiva; essendo V = W @ W+, 'unione di B; e B, & una base B ortonormale di V, e Mp(f) &
una matrice a blocchi della forma

Mp, (f lw) | 0

O ‘ MBQ(f ’WJ-)

come richiesto dal teorema. ]

Corollario 6.3.3 (Corollario per le matrici ortogonali). Se A & una matrice ortogonale, allora
esiste una matrice ortogonale S tale che S~ AS ='SAS e della forma descritta dal Teorema 6.3.1.

6.4 Isometrie lineari di R

Applichiamo il teorema appena visto al caso n = 3.

In questo caso il polinomio caratteristico ps(x) € R[z] ha grado 3, dunque puo avere o 3
radici reali, o una radice reale e due radici complesse coniugate.

In ogni caso f ha almeno un autovalore reale \;; affermiamo che \; ¢ ugualea 1 oa —1.
Questo vale, in generale, per gli autovalori reali di isometrie lineari per il seguente risultato.

Lemma 6.4.1. Sia A € O(n), esia A € Sp(A). Allora A\ = £1.

Dimostrazione. Sia v € R" un autovettore di A relativo all’autovalore )\, quindi v # 0 e
A-v = v. Poiché L, : R" — R" & una isometria, abbiamo le seguenti uguaglianze:

(v,v) = (A-v, A-v) = Qw, W) = \(v,v).
I”

Siccome (v, v) = ||v||* # 0, segue che A\? = 1, da cui il risultato. O
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Torniamo al caso n = 3; sia v; un versore autovettore di \;; allora
W:=S *
:= Span(v)

ha dimensione 2 ed ¢ invariante: f(1}') = W. Presa una base ortonormale B’ di W formata
da v, v, la matrice di f rispetto a B = (vy, v2, v3) € del tipo

A0 0
0
0 A

dove A’ rappresenta f | rispetto a B/, dunque A’ € O(2).
Ora distinguiamo i seguenti casi:

—1 0
0
-1

1. det(A) = 1, Ay = —1: allora det(A’) = —1 e la forma normale &

o = O

0
0
rotazione di 7 intorno all’asse y;

—_

0 0
2. det(A) = 1, Ay = 1: allora det(A’) = 1 e la forma normale e |0 cosa —sina

0 sina cosa
rotazione di « intorno all’asse z;
10 0
3. det(A) = —1, A\; = 1: alloradet(A’) = —1 elaformanormalee {0 1 0 | :riflessione
0 0 -1
rispetto al piano zy che e fisso, ed e I'autospazio di autovalore 1;
-1 0 0
4. det(A) = —1, \y = —1: allora det(A’) = 1 e la forma normalee | 0 cosa —sina

0 sina coswo

Nei due casi in cui det(A) = 1, abbiamo una rotazione intorno a un asse, in effetti il
gruppo ortogonale speciale SO(3) & detto anche gruppo delle rotazioni di R®.
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Capitolo 7

Isometrie degli spazi affini euclidei

Definizione 7.0.1. Si dice isometria affine dello spazio affine euclideo E” = E} una affinita f
la cui parte lineare ¢ : R™ — R" & una isometria lineare. L'insieme delle isometrie di E" si
denota con Iso(E").

Proposizione 7.0.2. L'insieme Iso(E™) é un gruppo rispetto alla composizione, ede un sottogruppo

di Aff(E").
Dimostrazione. Basta ricordare che le isometrie lineari di R” costituiscono un sottogruppo di
GL(n), che e infatti il gruppo ortogonale O(n). O

Si osservi che, in quanto affinita, una isometria f € Iso(E") di parte lineare ¢ in un
riferimento cartesiano (O, B) ammette un’equazione matriciale del tipo

ty = M'X +'C,
con M = ME(p) € O(n,R), "X e 'Y colonne delle coordinate del generico punto P € E" e di
f(P) € E", mentre ‘C rappresenta la colonna delle coordinate di C' = f(O).

Esempio 7.0.3. Un immediato esempio di isometria & dato dalle traslazioni.
Infatti, abbiamo osservato che un’affinita f € Aff(E") di equazione Y = M X + C & una

traslazione se e solo se M = I,. In tal caso f = t,, dove v = Of(O). Avendo I, € O(n),
I’affermazione & verificata.

Le “proprieta euclidee”, cioe quelle che vengono mantenute per isometria, sono le di-
stanze e gli angoli.

Proposizione 7.0.4. Sia f € Iso(E") di parte lineare . Allora, per ogni P, () € E" vale
d(P,Q) = d(f(P), f(Q))-
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Dimostrazione. Per definizione
d(P,Q)* = | PG

e, analogamente, tenendo conto che f € un’affinita di parte lineare ¢,

AP, HQ)F = I FPU@)IE = 0PI
Si conclude osservando che Hl@”2 = Hgo(%) | perché ¢ & un’isometria lineare. O

Vediamo ora che le isometrie affine conservano gli angoli tra rette.

Proposizione 7.0.5. Sia f € Iso(E") di parte lineare . Allora, se r e s sono due rette di E", si ha

7% = f(r)f(s).

~

Dimostrazione. Ricordiamo che 1’angolo # = 75 e individuato da

[(vr, vs)]

cosf = .
[[fve | flvs |

L'angolo & = f(r)f(s) & individuato da

[{p(vr), o (vs))]
el o (os)II

cosf =

Essendo ¢ un’isometria lineare, si ha
{o(vr), o(vs)) = (vr,vs), (o)l = lloell,  [leo(ws)l] = [los]]
e quindi cos § = cos @', O

Terminiamo con un risultato sui cambi di riferimenti cartesiani in E”.

Teorema 7.0.6. Siano ¥ = (O, B) e ¥ = (O', B') due riferimenti cartesiani di E™e siano (c1, . . ., ¢,)
le coordinate del punto O nel riferimento ¥'.
Se un punto P € E™ ha coordinate (x4, ..., x,) rispetto a X e coordinate (yi, ..., y,) rispetto a

¥, allora, posti

x1 n C1
X=\|:|, vy=|:1, ¢c=|:], A:=M5Td)
Tn Yn Cn
si ha
Y =AX +C.
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7.1 Classificazione delle isometrie del piano
Tenuto conto della Proposizione 6.2.1, abbiamo una prima suddivisione delle isometrie del
piano.

Definizione 7.1.1. Sia f € Iso(E?) data dall’equazione, rispetto a un riferimento cartesiano
(0,B),
Y=MX+C, MecO(2).

Se M = Ry € SO(2), diremo che f & una isometria diretta o rototraslazione. Se invece M = S,
diremo che f & una isometria inversa.

Vediamo alcuni casi particolari.

Esempio 7.1.2. Fissiamo un sistema di riferimento cartesiano (O; vy, ..., v,).
Se C = O, allora un’isometria affine di equazione Y = M X puo essere identificata con
una rotazione di tipo Ry o con una simmetria di tipo Sy, a seconda che M = Ry o M = Sp.

Definizione 7.1.3. Una rotazione di angolo 0 e di centro il punto F, & l'isometria
Po.py = tw o Rgoot_y

dove w = OF) e Ry o indica 'affinita che fissa 1’origine O e con parte lineare Ry.

Osservazione 7.1.4. Determiniamo la forma matriciale di py p,. Ricordiamo che dato un

—
vettore vOP,, si ha
to(P)=P+ Py, t_,(P)=P—Fh,

dove con P + P, intendiamo il punto di coordinate date dalla somma dell coordinate di P e
di quelle di F,. Pertanto 1’equazione di py p, risulta

Y = Py+ Ry(X — P)

0 anche
Y =Ry X+ (I — Ryp) P.

Dunque py, p, € una rototraslazione.

Come vedremo nel Teorema di classificazione, le traslazioni e le rotazioni di dati angolo
e centro sono le uniche isometrie dirette.
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Definizione 7.1.5. Data una retta affine » C E, la simmetria o, di asse r &
Or :twoSGOtfw

— . . . . .. .
dove w = OF), Fy € r e Sy e la matrice associata alla simmetria lineare con autospazio V;

uguale alla giacitura W, di r:
Vi=W,.

Osservazione 7.1.6. Data una simmetria assiale affine o,, la retta r risulta una retta di punti
tissi, e una qualunque retta s ortogonale a r € invariante per o,, cioé

o.(s) =s.

Infatti, fissato un sistema di riferimento cartesiano (O; vy, . .., v,), un’equazione per o, & data
da
O'T(X) = SQ(X - PQ) + P().

Se r ¢ data dalle equazioni parametriche

1 = pP1 + llt
L9 = P2 + lgt’

dove Py = (p1,p2), il suo generico punto () = (¢1, ¢2) verifica

7@ =5(Q~ R+ Bo= 15y (1) + A

Essendo W, = Span <(§1)> =V, siha
2

l l
S0 (l;) - (l;) ’
quindi 0,(Q) = Q.

Inoltre, se s L r, la giacitura di s corrisponde all’autospazio V_; corrispondente all’auto-
valore —1 di Sy, quindi delle equazioni parametriche per s sono date da

T = q — st
T2 = (2 + llt’

dove () = (¢1,¢2) = r N s e per il generico punto R = (r1,72) € ssiha

0.(R) = So(R— Ry) + Py = Sp(Q — Po) + 155 - (_lll2> + Py = 5(Q — Pp) +t (_ZZ) + P.
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Ricordiamo ora che ) — P, sono le coordinate del vettore Poé € W, = V3, quindi possiamo

ancora scrivere
aT(R):Q—Po—i-t(lQl>+P0:Q+t(lzl),
-] gt

b\ _ [l
—l)  \ )’
vediamo che o, (R) € s.

Osserviamo, infine che d(R, Q) = d(o,(R), Q). Diciamo che o, (R) € il punto simmetrico
di R rispetto all’asse 7.

ed essendo

Definizione 7.1.7. Sia r C E? una retta e v un vettore parallelo a ; si dice glissoriflessione
rispetto a r e v I'isometria definita da

glr,v ‘=1, 00;.

Teorema 7.1.8. (Classificazione delle isometrie del piano euclideo) Sia f un’isometria di E2.
Allora f é uno dei sequenti tipi:

* Se f ha almeno un punto fisso, allora
I = po.p,, uadoppureuadf = o,.

Nel primo caso f ha esattamente un punto fisso, il centro di rotazione; nel secondo caso f ha
una retta di punto fissi, I'asse r della simmetria.

* Se f non ha punti fissi, allora
[ = ty, uadoppurevadf =gl ,
dove v # Ope.
Dimostrazione. e Scriviamo f in coordinate
Y =MX+C, (7.1.1)
e supponiamo che f abbia almeno un punto fisso Fy:

POZMP0+C

Questa relazione implica che
C - (]IQ - M)PQ
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Sostituendo in (7.1.1) otteniamo
Y = MX + (I, — M)P,,

ovvero
Y = M(X — Py) + P (7.1.2)

Infine, essendo M € O(2,R), essa & del tipo M = Ry oppure M = Sy, e l'espressione (7.1.2)
rappresenta proprio py p,, rispettivamente o,.

e Supponiamo ora che f non abbia punti fissi, cioe che I'equazione X = M X + C non abbia
soluzioni in E3. Cio equivale a dire che il sistema lineare

(I, - M)X =C
non e compatibile. Dal Teorema di Rouché - Capelli questo accade se e solo se
rg(l, — M) #rg(l, — M | C).
Essendo la matrice completa (I, — M | C') di tipo 2 x 3, abbiamo solo due possibilita:
1. rg(I, — M) =0 < 1=rg(l, — M | C); questo equivale a dire che
M =1y, uadC # (0,0),
cioé f & una traslazione di un vettore non nullo;

2.rg(l, — M) =1 < 2 =rg(ly — M| C); questo implica che 1 & un autovalore di M e
dim V; = dim ker(I,— M) = 1; per la classificazione delle isometrie lineare, vediamo che
questo € possibile solo se M = Sy per un § opportuno. Inoltre, rg(I, — M | C) ci assicura
che C non e combinazione lineare delle colonne di I, — Sp; si puo verificare facilmente
che, geometricamente, cid corrisponde al fatto che il vettore !C' non appartiene a V;* =
V_y, dove V; e V_4 sono i due autospazi di Sp.

Quindi, se scriviamo
'C=v +v_q,uadvy € Vi, v i €V.q,

abbiamo v; # Oge. Inoltre, possiamo scrivere

v_ 1
Y =S X +v1 +v_1 = S X +v, + 271 = Sp(X — 51;_1) + 5”‘1 + vy,
quindi f & del tipo
f =tyo0 Or,

con r retta di giacitura W, = V; e passante per il punto %tv_l, ev = vy # Oe.
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Infine, vediamo un risultato che ci mostra che le simmetrie sono delle trasformazioni che
ci permettono di trovare tutte le isometrie affini.

Teorema 7.1.9. Ogni isometria affine del piano e una composizione finita di simmetrie affini.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima le traslazioni ¢, lungo un vettore non nullo v. Po-
niamo
c:=|v||/2.

Siano r e s due rette ortogonali a v tali che d(r, s) = c e siano o, e o, le riflessioni corrispon-
denti.
Vogliamo provare che

t, = o500, oppure t,=0,00;.
Non é restrittivo scegliere un riferimento cartesiano tale che le due rette abbiano equazione
r:x=0 s:x=c
Si osservi che, in tale riferimento, v = (£2¢, 0) e le riflessioni sono

07"<x>y> = (_xvy)7 O—S(x7y) = (20 - xvy)'

Dunque
Ur(Us(xay)> = Ur(ZC - x,y) = (iL‘ o 2C> y) = (iL‘,y) + (_20’ O)

e quindi o, o o, & la traslazione lungo il vettore (—2c, 0). Analogamente

as(0r(z,y)) = -+ = (2, 9) + (2¢,0)

e quindi o, o 0, € la traslazione lungo il vettore (2c, 0). Questo conclude la dimostrazione.
Passiamo ora alle rotazioni del tipo ps p,. Ricordiamo che per la Proposizione 6.2.9
abbiamo
Sa . S@ = Ra_g;

in particolare, possiamo scrivere Ry = Sy - Sp, da cui pp p, =ty o Rgot—w = t,, 055 - Spot—w,
e si conclude perché abbiamo gia dimostrato la tesi per le traslazioni.

Consideriamo, infine, le glissoriflessioni: sono del tipo gl, , = t, o 0,, dove r & una retta e
v un vettore direzionale di r; si conclude nuovamente perché abbiamo gia dimostrato la tesi
per le traslazioni. O
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Come nel caso delle isometrie del piano, anche lo studio delle isometrie dello spazio
euclideo si fonda sulla descrizione delle matrici ortogonali reali 3 x 3.

Enunciamo, senza dimostrarlo, ’analogo risultato di classificazione delle isometrie affini
in E® (Eulero, 1776).

Teorema 7.1.10. (Classificazione delle isometrie dello spazio affine euclideo) Sia f un’isometria di
[E3 espressa, in un riferimento cartesiano ortogonale, da’ Y = f(X) dove

Y =AX +C,

con A€ O(3)eC € B3 Allora f & uno dei sequenti tipi:

=~

. traslazione t, (diretta, senza punti fissi);

riflessione p, (inversa, con un piano fisso m che e I'asse della riflessione);

rotazione o, g (diretta, con una retta fissa r che é I'asse della rotazione di angolo 6);
glissoriflessione gl , = t, o pr (inversa senza punti fissi, con v vettore parallelo a 7);

glissorotazione t, o o, ¢ (diretta senza punti fissi, con v vettore parallelo a r);

S ok W

riflessione rotatoria p. o 0, (inversa, con un punto fisso, con r retta ortogonale al piano ).
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Capitolo 8

Geometria proiettiva

8.1 Motivazioni e considerazioni preliminari

La geometria proiettiva & la parte della geometria che modellizza i concetti intuitivi di
prospettiva e orizzonte, e si pud pensare come la geometria “vista da un occhio".

Infatti, informalmente, puo essere pensata come la geometria che nasce dal collocare il
proprio occhio in un punto dello spazio, cosi che ogni linea che intersechi I"“occhio” appaia
solo come un punto. Le grandezze degli oggetti non sono direttamente quantificabili (perché
guardando il mondo con un occhio soltanto non abbiamo informazioni sulla profondita) e
'orizzonte & considerato parte integrante dello spazio.

L'origine della geometria proiettiva e legata all’artista e matematico francese, Girard De-
sargues (1591-1661), che cercava una via alternativa per il disegno in prospettiva, che gene-
ralizzasse 1'uso dei punti di fuga e includesse il caso in cui questi sono infinitamente lon-
tani. Egli inquadro quindi la geometria euclidea all’interno di un sistema geometrico pit
generale.

Il passaggio dalla geometria analitica a quella proiettiva si effettuo sostituendo le usuali
coordinate cartesiane (ad esempio del piano cartesiano) con delle nuove coordinate, dette
coordinate omogenee. Tramite queste coordinate, lo spazio (ad esempio, il piano) si arricchi
di alcuni “punti all’infinito", che la geometria proiettiva considera punti a tutti gli effetti,
indistinguibili dai punti “propri” (da cui il carattere omogeneo del nuovo spazio, in cui tutti
i punti hanno lo stesso ruolo).

I matematici del XIX secolo si resero conto che in questo nuovo contesto “omogeneo"
molti teoremi risultavano piti semplici ed eleganti: questo grazie alla scomparsa di mol-
ti “casi eccezionali", generati da configurazioni particolari (quali ad esempio quella di due
rette parallele nel piano), proprie della geometria euclidea ma assenti nella proiettiva. In
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particolare lo studio delle curve risultava semplificato nel contesto proiettivo: tramite 1" uti-
lizzo dell’algebra lineare vennero classificate le coniche, e matematici come Julius Pliicker
iniziarono a rappresentare le curve come punti di altri spazi proiettivi, generalmente piut
grandi.

I matematici che per primi introdussero la geometria proiettiva, tra cui Poncelet e Steiner,
non intendevano inizialmente estendere la geometria analitica. Le tecniche di dimostrazione
erano inizialmente sintetiche, cioé simili a quelle di Euclide, senza 1’ausilio dell’algebra, e lo
spazio proiettivo era introdotto su base assiomatica, con assiomi simili a quelli di Euclide.

Vedremo in questo capitolo una costruzione rigorosa degli spazi proiettivi, basata sul-
I’Algebra Lineare. Prima di introdurre le definizioni in grande generalita, vediamo degli
esempi semplici che possono aiutare la comprensione delle idee di base.

Esempio 8.1.1. Consideriamo due rette affini piane parallele, quindi con la stessa giacitura;
siccome un’equazione cartesiana della giacitura di una retta piane & data dall’equazione
omogenea associata, e siccome un’equazione cartesiana di una retta piana e determinata a
meno di un fattore di proporzionalita, senza perdere in generalita, possiamo supporrre che
le due retteabbiano equazioni

r: ar+by+c=0, W,: ax+by=0
s: ar+by+d =0 Wy: ax+by=0.

v (1)

Vorremmo ampliare il piano affine A2 in modo che la direzione delle due rette Span ( (_ab) )

Abbiamo

corrispondesse a un nuovo punto, un “punto all’infinito”, o un “ punto sull’orizzonte".

Un possibile modo e dato dalla introduzione di una nuova variabile z; e di una modi-
tica delle equazioni cartesiane delle due rette, e precisamente 1‘'omogeneizzazione delle due
equazioni:

r: ary+ bry+ cxrg=0,
st awy +bry+ dxy=0.

Chiameremo questa trasformazione omogeneizzazione, in quanto abbiamo trasformato i
due polinomi lineari ax + by + c e ax + by + ¢ in due polinomi omogenei.
Osserviamo che una terna di numeri reali (Zg, 1, Z2) con Ty # 0 soddisfa azy + bz +czo =
0 se e solo se _ _
a? + b? +c=0,
Zo Zo
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[=}

quindi se e solo se (j—l, l) er.
0
Analogamente, (7,
x T
a=t + b=+ =0,
i ZTo

|H|

)65.
0

Possiamo quindi considerare una corrispondenza tra le terne (%, 71, Z2) con Zy # 0 che
verificano (??) e i punti di r; quesa corrispondenza non e iniettiva, in quanto due terne
proporzionali danno luogo a uno stesso punto di r:

quindi se e solo se (

I

1l
Zo’

(jfg,.%l,jg) = ()\i’g,/\lfl, )\i’g), i‘o # O, /\ # 0 < <@, 2) - (g, 2) .
g o o Xo
Quando, invece, 7o = 0, le terne di numeri reali (0, Z1, ) che soddisfano az; + bzs = 0 sono
del tipo
(0, Z1,Z2) = (0, A\(—b), Aa),

. e . . ) . —b
cioé sono in biiezione con i vettori della giacitura W, = Span (( a )) = W,.

Queste considerazioni ci suggeriscono che, se vogliamo identificare una direzione con un
punto in un opportuno spazio e vogliamo definire una retta ampliata in cui ci sia una biie-
zione tra i punti non corrispondenti al punto direzione e i punti di una retta affine, una scelta
naturale consiste nel considerare terne di numeri reali a meno di un fattore di proporzionalita.

Il passo successivo & quello di capire se la relazione di proporzionalita tra vettori di R?
sia una relazione di equivalenza.

Osservazione 8.1.2. Consideriamo lo spazio vettoriale R® e la relazione
veew =  dAeR : w= v

Vediamo subito che non si tratta di una relazione di equivalenza, in quanto manca la pro-
prieta riflessiva; infatti, ad esempio

1 0 0 1
1| ~1o], (o] =0 (1
2 0 0 2
ma
0 1 1 0
ol (1], AreRrR: [1]=x-]0
0 0



Se, invece, consideriamo la stessa relazione su R? \ {0gs}, si verifica facilmente che la
relazione
v,w € R*\ {0gs}, veew <= AANeRN\{0} : w=Xv

e una relazione di equivalenza.

Le considerazioni appena viste motivano le seguenti definizioni generali, che possono
essere introdotte in spazi vettoriali generali, su campi arbitrari.

8.2 Spazi proiettivi

Definizione 8.2.1. Sia V' uno spazio vettoriale non nullo su un campo K.
Nell'insieme V' \ {0y } consideriamo la relazione:

vt <= INe K\ {0}: v=\.

Si prova facilmente che ~ & una relazione d’equivalenza; le classi d’equivalenza sono le rette
vettoriali di V' private del vettore nullo.
Denoteremo l'insieme quoziente con

p(v) = YA

~Y

econm:V \ {0y} — P(V) l'applicazione suriettiva, detta proiezione canonica, definita da

L'insieme quoziente P(V') si dice spazio proiettivo su V.
Definizione 8.2.2. Se dim V' = n > 1, poniamo per definizione
dimP(V):=n—-1=dimV — 1.
Esempio 8.2.3. Se dimg (V') = 1 allora P(V') ha dimensione 0 e consiste di un solo punto.

Definizione 8.2.4. Se V = K"™!, denotiamo P(K" ') con P} che viene detto n-spazio proiettivo
standard.

In particolare, P} & detta retta proiettiva reale standard, P & detto piano proiettivo reale
standard, ecc.

I punti di P, che sono del tipo [*(xo, . .., z,)], con*(zq, ..., z,) € K"\ {Ogn+1 }, vengono
denotati semplicemente con [zg : - - - : ).
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Vediamo ora come possiamo associare delle coordinate o un punto di uno spazio proietti-
vo; l'idea e di fissare una base dello spazio vettoriale, e considerare le coordinate di un vetto-
re che rappresenta la classe di proporzionalita. Con questa scelta, le coordinate di un punto
non sono univocamente determinate, ma lo sono a meno di un fattore di proporzionalita.

Definizione 8.2.5. Un sistema di riferimento proiettivo in P(V') & la scelta di una base B =
{vo, v1,...,v,} dello spazio vettoriale V. In tal modo, per ogniv € V' \ {0y},

v =1moVo + ++ + TpUn, (To,...,x,) £ (0,...,0).

Diciamo dunque che gli n + 1 scalari xo, . .., z, sono le coordinate omogenee del punto P =
[v] € P(V) e scriviamo
P:(:po : xn)
I punti
EO: [’Uo]7«.~ ,EnI [’Un]’ U: [U0+"'+Un]

si dicono, rispettivamente, punti fondamentali e punto unita del riferimento.

Osservazione 8.2.6. Le coordinate omogenee di un punto sono definite a meno di una
costante non nulla di proporzionalita. Infatti, si considerino i vettori non nulli di V:

v=TgUg+ -+ Tp0n, V== ApgUg + -+ Arpyv,, N F#O0.
Osserviamo che se v ~ ¢/, cioe [v] = [v'] e quindi ne segue che
(o : - r1xp)=Axg: -+ Amy).

Quindi uno stesso punto ha infinite (n+1)-uple di coordinate omogenee, tutte proporzionali.
Come conseguenza, due basi proporzionali di V individuano lo stesso riferimento proiettivo
di P(V') e dunque ogni punto ha le stesse coordinate omogenee in entrambi i riferimenti.

Dalla definizione di sistema di riferimento proiettivo si ha immediatamente il seguente
risultato, che enunciamo per semplicita per gli spazi proiettivi standard.

Proposizione 8.2.7. Siano dati in P} due riferimenti proiettivi associati alle basi B = {vg, vy, ..., v,}
e B = {v},v},...,v,} dello spazio vettoriale K™*!.
Sia P € P} avente per coordinate omogenee (xq : - - - : x,,) rispettoa Be (xf, : --- : x}) rispettoa

B'. Si denotino le colonne di tali coordinate con
X =Yag,...,zn), X :="Yap,...,2) K"

Se A := ME ¢ la matrice di cambio di base avente sulle colonne le componenti dei vettori di BB rispetto
a B allora si ha
X' = MX, MeK.
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Esempio 8.2.8. Nella retta proiettiva P} ci sono due punti fondamentali £y = (1 : 0), E; =
(0:1)eilpuntounita U = (1: 1).

Nel piano P% con il riferimento proiettivo associato alla base canonica, i tre punti fon-
damentali sono £y = (1 : 0 : 0), By = (0 : 1 :0), E; = (0 : 0 : 1) e il punto unita
U=(1:1:1).

Nello spazio proiettivo P? i punti fondamentali sono quattro e precisamente Ey = (1: 0 :
0:0,E =(0:1:0:0),E,=(0:0:1:0), L =(0:0:0: 1), mentre il punto unita e
U=(1:1:1:1).

8.3 Sottospazi proiettivi

La definizione di sottospazio proiettivo e associata a quella di sottospazio vettoriale.

Definizione 8.3.1. Se IV & un sottospazio non nullo di V, diciamo che #(W \ {0y}) € un
sottospazio proiettivo di P(V') e lo denoteremo con P(W).
Diremo dimensione di P(W) il numero non negativo

dimP(W) := dimg W — 1
e codimensione di P(WW) in P(V) il numero non negativo
codimP(W) := dim P(V') — dim P(W).

In particolare, si dicono iperpiani i sottospazi proiettivi di codimensione 1, rette quelli di
dimensione 1, piani quelli di dimensione 2.

Vediamo ora che , analogamente al caso di intersezioni di sottospazi vettoriali e di sot-
tospazi affini, l'intersezione di sottospazi proiettivi, se non vuota, € ancora un sottospazio
proiettivo.

Proposizione 8.3.2. Se Ue W sono sottospazi vettoriali di V e se P(U) NP(V') #, allora
PU)NPW)=P(UNW).

Dimostrazione. Immediata, dalla costruzione dello spazio proiettivo. O
Osservazione 8.3.3. Osserviamo che

PU)NPW) =0 < UNW = {0y}
Infatti si ha
PUNP(W) #0 <= Fv] €e PO)NP(W) =P(UNW) <= FJveUnNW,v#0y <= dimUNW > 1.
Di conseguenza P(U) NP(W) =0 <= dim(UNW) = 0.
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Vediamo ora una versione proiettiva della Formula di Grassmann. Ricordiamo prima la
relazione di Grassmann per sottospazi vettoriali.

Teorema 8.3.4. Sia V' un K-spazio vettoriale e U, W suoi sottospazi vettoriali. Allora
dimg (U + W) = dimg (U) + dimg (W) — dimg (U N W).
Da tale relazione si deduce 1’analogo risultato per sottospazi proiettivi.
Teorema 8.3.5. Sia P(V') uno spazio proiettivo e P(U), P(W') suoi sottospazi proiettivi. Allora si ha
dimP(U + W) = dimP(U) + dimP(W) — dim(P(U) NP(W)).

Dimostrazione. Basta osservare che dim P(U+W) = dimg(U+W)—1, dim P(U) = dimg (U)—1,
dimP(W) = dimg (W) — 1 e, infine, che

dim(P(U) NP(W)) = dim(P(U N W)) = dimg(U N W) — 1,

e applicare la Formula di Grassmann vettoriale. Osserviamo che la formula ha senso anche
quando P(U) N P(W) =, a patto di porre, per convenzione,

dim@ = —1.
O]

Se l'intersezione di sottospazi proiettivi & ancora un sottospazio proiettivo, questo non &
vero per 'unione. La nozione corrispondente ¢ la seguente.

Definizione 8.3.6. Sia X un qualunque sottoinsieme non vuoto (finito o infinito) di P(V).
L’insieme

si dice sottospazio proiettivo generato da X .
Esercizio Provare che P(U + W) = L(P(U) UP(WW)).

Osservazione 8.3.7. Se n = dimP(V'), si ha dim L(P(U) UP(IW)) < n. Pertanto la relazione
precedente implica

dim(P(U) NP(W)) > dimP(U) 4+ dim P(W) — n.
In particolare, se dimP(U) + dim P(W) > n allora necessariamente
dim(P(U) nP(W)) > 0,

dunque i due sottospazi proiettivisono incidenti.
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Dall’Osservazione precedente discendono alcuni importanti fatti sulla posizione recipro-
ca di sottospazi proiettivi.

Esempio 8.3.8. Consideriamo due rette r e s in P%. Per quanto visto
dimr+dims=2 = dim(rns)>0.

Pertanto due rette distinte del piano proiettivo sono sempre incidenti.
Analoga considerazione vale per due piani 7 e o in P? e precisamente

dim(r N o) > dim7 + dimo — dimP? =2+2 -3 = 1.

Pertanto due piani distinti nello spazio proiettivo sono sempre incidenti in una retta proiet-
tiva.
Infine, se r & una retta e 7 & un piano in P?, applicando ancora 1'Osservazione precedente
si ha
dim(7 Nr) > dim7 + dimr —dimP?* =2 +1 -3 = 0.
Chiaramente dim (7 N7) puo essere solo 0 o 1. Nel primo caso la retta e il piano si intersecano
in un solo punto; nel secondo r C .

Un’importante fatto & che non esiste la nozione di parallelismo tra sottospazi proietti-
vi. Dunque due sottospazi proiettivi possono essere soltanto incidenti o non incidenti. Si
trattera, di volta in volta, di studiare la loro eventuale intersezione.

Riprendiamo ora il concetto di sottospazio proiettivo generato da un sottoinsieme.

Corollario 8.3.9. Siano Py, ..., P, € P(V) punti distinti, dove P, = [v;] ev; € V, peri=1,...,s.
Allora
L(Py,...,P) =P{vy,...,vs)).

In particolare, dim L(P, ..., Ps) <s— 1.

Dimostrazione. Per definizione L(P, ..., P;) € l'intersezione di tutti i sottospazi proiettivi
P(W) contenenti i punti P, ..., Ps:
L(P,....P)= [ PW).
P(W)BPL-HJDS

Chiaramente P(W) > P, ..., P;seesolose W 3 vy, ..., v,; quindi

L(P,....P)= () ]P(W)zP( N W)zlP’(m,.-.,vs))

W3wvi,...,vs W3wvi,...,vs

dove la seconda uguaglianza segue dalla Proposizione intsopr e 1'ultima dalla definizione
di sottospazio vettoriale generato da certi vettori. O
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Con le notazioni del Corollario precedente, dim L(P;, ..., P;) = s—1seesolose vy, ..., vy
sono vettori linearmente indipendenti.

Definizione 8.3.10. I punti P, ..., P; € P(V) si dicono (proiettivamente) indipendenti se

dim L(Py,...,Ps) =s— 1.

N

E’ chiaro che il massimo numero di punti indipendenti in P* & n + 1. Tuttavia si puo
richiedere un simile requisito di “indipendenza" a un numero maggiore di punti. Per questo
diamo la seguente nozione.

Definizione 8.3.11. Se dimP(V') = n, diciamo che i punti P, ..., P; € P(V) sono in posizione
generale in uno dei seguenti casi:

-ses<n+1leP,...,P,sono proiettivamente indipendenti;

-ses>n+1eP,...,P;sonoan+1an+ 1indipendenti (cioe ogni loro sottoinsieme
di n + 1 punti e costituito da punti indipendenti).

Esempio 8.3.12. In P? consideriamo s punti distinti. Se s = 2, allora i punti sono indi-
pendenti e quindi in posizione generale. Se s = 3, allora P;, P, P; sono indipendenti se
dim L(Py, P, P3) = 2, dunque se e solo se i tre punti non appartengono a una stessa retta (in
tal caso, infatti, sarebbe dim L(P;, P», P;) = 1: ). Anche in questo caso, indipendenti equi-
vale a essere in posizione generale. Se s = 4, allora P;, P, P;, Py sono in posizione generale
se mai tre di essi sono dipendenti, cioe mai tre di essi sono allineati. La stessa condizione
caratterizza gli insiemi di s punti in posizione generale, con s > 4.

Esempio 8.3.13. In P" gli n + 2 punti Ey,..., E,,U sono in posizione generale. Per veri-
ticarlo, consideriamo tutti i loro sottoinsiemi di n + 1 elementi. I punti Ey, ..., E, sono
proiettivamente indipendenti, in quanto

dim L(Ey, B, . .., E,) = dimg Span(eg, €1, . . . ,e,) — 1 = dimg K" — 1 = n,
Gli altri sottoinsiemi sono costituiti da U e da n tra gli ;. Ad esempio, calcoliamo
dim L(U, Ey, ..., E,) = dimg Span(u, €1, ..., e,) — 1.

Si vede facilmente che i vettori u, ey, . . ., e, € K"™! sono linearmente indipendenti, ad esem-
pio scrivendo le loro n+1 componenti in una matrice e osservando che essa ha determinante
non nullo. Pertanto anch’essi generano tutto K" e quindi si ha quanto affermato.
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Questo esempio ¢, in qualche senso, generalizzato dal seguente risultato.

Teorema 8.3.14. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n e siano Fy, . .., P,1 € P(V') punti
in posizione generale. Allora esiste un unico riferimento proiettivo di P(V') nel quale F, . .., P, sono
i punti fondamentali e P, ., e il punto unita.

Dimostrazione. Siano P, = [v;] peri = 0,1,...,n + 1, per opportuni vy, v1, ..., 0,41 € V. Per
ipotesi F, ..., P, sono punti proiettivamente indipendenti, quindi i vettori vy, ..., v, sono
linearmente indipendenti e dunque una base di V. Di conseguenza esistono A, ..., A\, € K
tali che

Un+1 = /\()U() + -+ )\nvn.

Si osservi che tutti i A; sono non nulli. Infatti, se uno di essi fosse nullo, e.g. Ay = 0, si

avrebbe v,11 = Avy + -+ + A\, € quindi vy, ..., v,4; sarebbero linearmente dipendenti.
Di conseguenza, i punti P, ..., P,;; sarebbero proiettivamente dipendenti, contro l'ipotesi
sulla posizione generale. Sia B = (Agvp, ..., \,U,): per quanto appena osservato, B € una

base di V' e dunque un riferimento proiettivo di P(V'). In tale riferimento i punti dati hanno
coordinate

Py = [vo] = [Aowo] = (1:0:---:0)
P,=1[v,) = vy)=(0:0:---:1)
Poiy = [vpa] =[ovo+ -+ ] =(1:1:---: 1)
Pertanto, in tale riferimento, i punti dati sono, rispettivamente, i punti fondamentali e il
punto unita. [

8.4 Equazioni cartesiane per sottospazi proiettivi

Un iperpiano proiettivo P(W) nello spazio proiettivo P(V') corrisponde a un iperpiano vet-
toriale W C V. Come abbiamo visto nell’ambito della Geometria affine, fissata una base di
V, l'iperpiano W ha una equazione cartesiana del tipo

W apxg+ -+ apr, =0

dove a; € K per ogni i.

E naturale chiedersi se tale equazione definisca anche P(TV), una volta fissato un riferi-
mento proiettivo. La risposta ¢ affermativa.

Infatti, un punto P = (7o : --- : T,,) € P(W) se e solo se (Zy,...,T,) € W se e solo se
apTo + -+ + a,T, = 0.
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Si osservi infine che tale verifica non dipende dalla scelta delle coordinate omogenee di
P.Infatti, P = (Tp: -+ : Tp) = (A\Tg : -+ : A\T,,) per ogni A # 0 e si ha

apTo+ - +apT, =0 < Aagxy+ -+ Aa,z, = 0.

Possiamo dunque dire che
P(W) : apxo+ -+ anz, =0

e una equazione cartesiana dell’iperpiano P(W).

Esempio 8.4.1. Un iperpiano in P? & una retta e dunque ha equazione
T agTo + a1x1 + asxy = 0.
Un iperpiano in P? & un piano e dunque ha equazione
T apXo + a1T1 + asxs + asrs = 0.

In P si dicono iperpiani coordinati quelli le cui equazioni, in un fissato riferimento proiettivo,
sono le seguenti:
Hy: x¢o=0, Hy:2:=0, ..., H,: z,=0.

E chiaro che ogni iperpiano coordinato H; contiene tutti i punti fondamentali eccetto E; e U
non appartiene a nessuno degli iperpiani coordinati.

Quanto visto per I'equazione cartesiana di un iperpiano si generalizza a un sottospazio
di qualunque dimensione.

Definizione 8.4.2. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n in cui si e fissato un
riferimento proiettivo e siano (z : - - - : z,,) le sue coordinate omogenee.

Se P(W) C P(V) & un sottospazio proiettivo, posta s la sua codimensione, delle equazioni
cartesiane per P(W) sono costituite da un sistema lineare omogeneo che determina W C V,
cioe del tipo

P(W): AX =0
dove A € K", rk(A) = se X = (zg,...,Tn).
Esplicitamente:
apoo -+ ap11 + -+ Aon Ty = 0
P(W): :
(s—10T0 + As—1 121 + -+ as—1,Tn = 0
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Esempio 8.4.3. L'equazione cartesiana di una retta in P} ¢, ad esempio,

3.T0 + 51‘1 — 2332 +x3 = 0
T .
£C0—1'1+4l'2 =0

Quella di un piano in P* &, ad esempio,

T 31‘0+5$1—2{L’2—|—[I)3—5L‘4 =0
" Nzo— 1 +4xe + Dy = 0
Quella di una retta in P* &, ad esempio,
3$0+5J]1—25E2+$3—ZL‘4 =0
$: K x9g— a1+ 49 + D2y = 0.
2:U0—|—x1—|—x2—x3+5x4 = 0

Ricordando la nozione di sottospazio proiettivo L(.X) generato da un insieme X, se in
particolare X = { P, ..., P} & costituito da un numero finito di punti, allora

L(P,...,P)= (] PW)

8.5 Equazioni parametriche per sottospazi proiettivi

Esprimere un sottospazio proiettivo come generato da un insieme di punti indipendenti
fornisce una ulteriore descrizione.

Sia S = P(W) un qualunque sottospazio proiettivo di P(V'), dove dimg V =n+1e W e
un sottospazio vettoriale di V.

Posta dimg W = k 4 1, con k& < n, possiamo scrivere

W = Span(wy, ..., ws),

per opportuni vettori linearmente indipendenti wy, . .., w; € V.
Infine, ponendo P, = [w;|, peri =0,...,k,siha

S=P(W)=L(P,,....P)

Pertanto
Q €S «<— Q: [’U], NS W\{Ov} < QZ [/\0w0++/\kwk] (851)
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con Ag, ..., \r € Knon tutti nulli.

Si fissi ora una base B = {vy,...,v,} di V e di conseguenza un riferimento proiettivo di
P(V). Esprimendo i vettori wy, . .., w; nella base B si individuano (k + 1) x (n + 1) scalari
(ai):

Wy = Qpolp + -+ -+ Aop¥Up
W = QroUo + -+ ArpUp

Moltiplicando ogni equazione per lo scalare \; corrispondente si ha

AWy = Aooolp + -+ + Aoon vy,

MWy = ARV + * -+ + A\pQpn Uy,

A questo punto, possiamo esprimere esplicitamente le coordinate omogenee del punto [Aqwo+
-+ + A\sw,] e, per comodita grafica, le scriviamo in verticale:

)\0&00 + -+ )\kako

AoGopn, + * -+ 4 ApQpen,

Se @ e il generico punto di P(V') di coordinate omogenee ) = (z¢ : --- : z,,), 'equivalenza
(8.5.1) diventa
xg AoGoo + * ++ + Aplgo
QeSS = |:|= :
Tn AoGop + -+ -+ Al

Questa uguaglianza tra coordinate omogenee significa 'uguaglianza delle componenti a me-
no di un fattore di proporzionalita. Tuttavia, convenzionalmente, si omette questa costante non
nulla nella scrittura che esprime le coordinate omogenee del generico punto () di S.

Infine si osservi che le componenti di w; sulla base BB sono, per definizione, le coordinate
omogenee del punto F;, per ognii =0, ..., k.

Abbiamo pertanto provato il seguente risultato.

Proposizione 8.5.1. Sia S = L(D,...,P;) C P(V) il sottospazio proiettivo generato dai pun-
ti proiettivamente indipendenti Fy, ..., P, aventi coordinate omogenee, in un fissato riferimento
proiettivo,

Po=1lago: - :aom), - ,Pe=lago: " : ]

90



Allora S é costituito da tutti e soli i punti di coordinate omogenee (x : - - - : x,,) che verificano

Ty = )\UCLOQ + -+ )\kako
(8.5.2)

Tn = >\0a0n + o Aplpn
al variare dei parametri \; € K, non tutti nulli.

Definizione 8.5.2. Le espressioni (8.5.2) si dicono equazioni parametriche del sottospazio pro-
iettivo S.

Per passare dalle equazioni cartesiane date da un sistema lineare omogeneo AX = 0, a
quelle parametriche di un sottospazio proiettivo S, & sufficiente risolvere tale sistema lineare.
La forma esplicita della sua generica soluzione dipende da alcune incognite libere che svol-

gono dunque il ruolo di parametri; tale espressione rappresenta le equazioni parametriche
diS.

8.6 Fasci di iperpiani

In analogia con quanto visto negli spazi affini, introduciamo le corrispondenti nozioni negli
spazi proiettivi. Come vedremo, la situazione e pit semplice, perché c¢’e un’unica nozione
di fascio.

Definizione 8.6.1. Nel piano proiettivo IP’%@ siano P un punto, r : aoxo + a;x; + agxrs = 0
es: byxro+ bizy + boxe = 0 due rette distinte per P. Allora il fascio di rette di centro P &
I'insieme di rette di equazione

q)p . /\((lol‘g +a1r1 + CLQIQ) + /L(bol’() + bll’l + bgl’g) =0 (861)
al variare di (\ : ) € Pg.
La dimostrazione del seguente risultato e del tutto analoga a quella vista nel piano affine.

Lemma 8.6.2. Se P € P%, il fascio di rette di centro P & costituito da tutte e sole le rette del piano
passanti per P.

Se si esprime ®p con I'equazione (8.6.1), le rette r e s si dicono generatrici del fascio. Il
loro ruolo puo essere attribuito a una qualunque coppia di rette distinte di ®p.
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Osservazione 8.6.3. Si noti che la scrittura (A : u) € P! si sarebbe potuta usare anche nel
caso di fasci di rette affini, in quanto l’equazione cartesiana di una retta piana e determinata
a meno di un fattore di proporzionalita. Non si era utilizzata in quel contesto solo perché
non si erano ancora introdotti gli spazi proiettivi.

Osservazione 8.6.4. La scrittura (A : ) € P! ha un evidente vantaggio: permette di stabilire
chiaramente una corrispondenza biunivoca tra le rette di ®p e i punti di P'.

Infatti si verifica facilmente che, posta r, , la retta di ®p di equazione \(apzo + a1z +
asxa) + p(bozo + b1z + bexy) = 0, 'applicazione

Op — P 1y (Aip)
& ben definita e biunivoca.

Esempio 8.6.5. Determiniamo il fascio di rette ®p dove P = (1 : 2 : 3) € P2 Per fare questo,
basta determinarne due generatrici. Ad esempio,

r: 3xg—x2=0, s: 3x7—219=0.

Dunque
Op: ABzg — ) + u(3v1 — 219) =0, (N :p) € PL.

Passiamo ora ai fasci di piani proiettivi in P§.

Definizione 8.6.6. In P? con coordinate (g : z1 : x5 : x3), si considerino la retta r e due piani
distinti 7 : agxrg + a1x1 + asxs + azrs = 0 e o : byxg + bix1 + baxs + b3xrs = 0 contenenti r.
Allora il fascio di piani di sostegno r e 'insieme di piani di equazione

]:r : )\(CLQJ]O + a1x1 + a9y + a3x3) + ,U/(bQZEO + bllL’l + bg[EQ + b3$3) =0
al variare di (X : p) € P,

Proposizione 8.6.7. Data una retta r C P3 il fascio di piani di sostegno r coincide con l'insieme di
tutti e soli i piani dello spazio contenenti r.

Posto , ,, il generico piano del precedente fascio, si ha che 1’applicazione
F,— P! data my,— (\:p)

& ben definita e biunivoca.
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Esempio 8.6.8. Determinare tutti i piani di P? passanti peripunti A = (1 :2:3:4)e
B = (—1:5:7:0). Chiaramente i piani richiesti sono tutti e soli quelli del fascio F, di
sostegno la retta r passante per A e B. Tale retta e

Zo + 10331 — 7$2 =0
20!)30 + 4%1 - 71‘3 =0

Quindi
Fri Mwo + 102y — 7o) + (2029 + 421 — Tx3) = 0.

Si osservi che abbiamo dato un’unica nozione di fascio (sia di rette che di piani) senza
distinguere tra “propri"” e “impropri". La ragione sara chiara nel prossimo paragrafo.

Quanto visto si pud generalizzare in uno spazio proiettivo di dimensione qualunque,
osservando che il luogo base (cioé I'insieme dei punti comuni a tutti i sottospazi del fascio)
& un punto, nel caso delle rette di P?, e una retta, nel caso dei piani di P3. In entrambe le
situazioni si tratta di un sottospazio proiettivo di codimensione 2.

Definizione 8.6.9. Nello spazio proiettivo P", si consideri un sottospazio proiettivo di di-
mensione n — 2 di equazioni cartesiane

I {a0x0+a1x1+~--+anxn = 0.
boxo + by +---+byx, = 0
Allora il fascio di iperpiani di sostegno L € 1'insieme di iperpiani di equazioni
Fr o Maowo + a1w1 + -+ + an®p) + p(bowo + b1y + - - + byzy,) = 0
al variare di (\ : p) € P,

Proposizione 8.6.10. Sia L C P" un sottospazio proiettivo di dimensione n — 2. Allora il fascio di
iperpiani di sostegno L é costituito da tutti e soli gli iperpiani di P™ contenenti L.

Esempio 8.6.11. Determinare tutti e soli gli iperpiani di P* contenenti il sottospazio proietti-
vo L =P(W), dove W ¢ il seguente sottospazio vettoriale di R:

W = Span(’(1,0,1,0,1),%0,0,0,0,1),%(1,2,0,0,0)).

Si verifica facilmente che dimgp W = 3.
Di conseguenza, dim L = 2, pertanto gli iperpiani richiesti costituiscono il fascio F7, di
iperpiani di P* avente per sostegno L.
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Troviamo le equazioni cartesiane di L imponendo che il vettore (20,21, 29, T3, 24) sia
combinazione lineare dei generatori di W, ovvero che

To X1 T2 T3 T4

10 1 0 1
klg 0 0 0 1]=%
1 2 0 0 0

Per il Teorema dei minori orlati, basta orlare un minore non degenere 3 x 3, ad esempio quello
costituito dalle colonne 1 — 3 — 5 (intersecate con le righe 2-3-4): i minori orlanti saranno
dunque costituiti, rispettivamente, dalle colonne 1-2—-3—-5e 1—-3—4—5. I loro determinanti
sono:

To T1 T2 X4 To T2 T3 T4
L0111 0
0 0 0 1] “f0~"n72 19 g o 1|°™
1 2 0 0 1 0 0 0
Quindi
I - {21’0-%1-21’2 =0
T3 =0
e dunque

.FL : )\(233’0 — X1 — 21’2) + prs = 0.

8.7 Fasci proiettivizzati

Nel Capitolo 1 abbiamo trattato i fasci di iperpiani nello spazio affine A", suddividendoli
in “propri" e “impropri": i primi avevano in comune un sottospazio affine di codimensione
2 (ad esempio, i fasci propri di rette nel piano di centro un punto) e i secondi avevano in
comune una giacitura (ad esempio, un fascio improprio di rette nel piano, tutte parallele a
una retta data). Tale distinzione viene a cessare nella Geometria Proiettiva.

Definizione 8.7.1. Sia F un fascio di iperpiani in A". Diciamo suo fascio proiettivizzato
lI'insieme di iperpiani di P" dato da

F={HCP"|HecF}.
Osservazione 8.7.2. Se F ¢ un fascio proprio di iperpiani di sostegno un sottospazio affine
L (con codim (L) = 2) allora F & un fascio di iperpiani proiettivi di sostegno L. Se invece F

¢ un fascio improprio di iperpiani di giacitura W (con W iperpiano vettoriale di K") allora
F e un fascio di iperpiani proiettivi di sostegno P(W) C Hy.
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Esempio 8.7.3. Si consideri il fascio di rette in A% dato da
F: Me+y—3)+upuzx—y)=0

e sia F il suo fascio proiettivizzato. Determinare una equazione di F (in coordinate omoge-
nee) e il suo centro. Chiaramente F ha come generatori le chiusure proiettive dei generatori
di F e dunque l'equazione di F in P? &

F o My + 29 — 320) + pu(211 — 22) = 0.
Pertanto il centro di F & il punto

{$1+I2—3m0 =0 = [33071'171‘2} = [171’2]

21]1—1'2 =0
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