Capitolo 9

Coniche

9.1 Coniche nel piano euclideo

9.1.1 Coniche come luoghi geometrici

L’ambiente in cui inizialmente studieremo le coniche & il piano euclideo E* = E2%. Successivamen-
te avremo bisogno anche di coordinate complesse, quindi “amplieremo” il nostro ambiente ad EZ:
dall’inclusione canonica R* — C?, seque l'inclusione dei piani euclidei

Ez — EZ.

Le coniche sono note fino dai tempi piit remoti come luoghi geometrici, cioé come insiemi di
punti caratterizzati da proprieta geometriche.

Definizione 9.1.1.  a) Fissata una retta § e un punto /' del piano, il luogo dei punti equi-
distanti da 0 e da F' si dice parabola e il punto F e la retta J sono detti, rispettivamente,
fuoco e direttrice della parabola.

b) Fissati due punti del piano F; ed F, il luogo dei punti tali che la somma delle loro
distanze da I ed F; e costante si dice ellisse.

c) Fissati due punti del piano F} ed F3, il luogo dei punti tali che la differenza delle loro
distanze da F} ed F; e costante si dice iperbole.
Nei casi (b) e (c), i punti F} e F;, sono detti fuochi dell’ellisse o dell’iperbole, rispettiva-
mente

Per determinare le equazioni di questi luoghi geometrici, al fine di semplificare i calcoli, scegliamo
opportunamente i punti e le rette in questione.
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a) Siano, ad esempio, in un riferimento cartesiano ortogonale (O; x,y):

0: y:_p/Zv F:(O,p/Z)

Sia P = (z,y) un generico punto del piano; il luogo geometrico in questione & caratterizzato dalla
proprieta

d(P,5) = d(P, F).
Poiché la proiezione ortogonale di P su ¢ e il punto P’ = (x,—p/2) e d(P,) = d(P,P’), la
condizione precedente diventa:

1P = P* =P = FI* cioe [(0.y+p/2)I* =l(z,y —p/2)II
quindi
(y+p/2)" =2"+(y—p/2)" dacui z*=2py.

b) Siano Fy, = (—q,0), F» = (q,0) (con ¢ > 0) e sia k un numero reale positivo tale che k > 2g;
vogliamo determinare I'equazione del luogo dei punti P = (x,y) tali che

d(P, Fy) + d(P, Fy) = k. 9.1.1)

Consideriamo le intersezioni di tale luogo geometrico con i semiassi positivi, cioe due punti del tipo
A = (a,0) e B = (0,b), con a > 0,b > 0. Dal fatto che d(A, Fy) + d(A, F3) = k, seque k = 2q;
inoltre dalla relazione d(B, Fy) + d(B, Fy) = k segue che 2\/q*> +b* = k. Quindi si hanno le
uguaglianze
k=2a, ¢°=a*—"0
(Si osservi che, in particolare, si deduce a > b). Elevando al quadrato ambo i membri di (9.1.1), si
ottiene:
I +avl* + @ —a.nl* +2 @+ .9 Iz — ¢.y)l| = 4a”

cioe

2(2° + 42+ ¢°) + 2v/(2% + y? + ¢ + 2q2) (22 + 2 + ¢* — 2qz) = 4a’

e quindi

V@ + 92+ ) —4¢%? = 20° — («° + " + ¢°).
Elevando ancora al quadrato e semplificando si ottiene
R R R

2

e quindi, operando la sostituzione ¢* = a*—b?, si ottiene I'equazione del luogo geometrico in questione

in funzione dei due parametri a e b:

vr? + a*y? = a®b.
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Dividendo ambo i membri per a*b* si ottiene

2 2
z Y
¥+b_2:1'

Se g = 0, cioe se a = b, allora i fuochi I ed F, coincidono nell’origine, 'ellisse si dice circonferenza

e la sua equazione assume la forma

2?42 =

dove r = a = b ed e detto raggio della circonferenza.
c) Fissiamo i punti Fy = (—q,0), I, = (¢,0) (con ¢ > 0) e un numero reale positivo k < 2g;
vogliamo determinare I'equazione del luogo dei punti P = (x,y) tali che

d(P,F}) — d(P,F,)| = k. (9.1.2)

Si osservi che, contrariamente al caso precedente, tale luogo geometrico non interseca I'asse y, in
quanto ogni suo punto P e equidistante da Fy e F,, mentre k # 0. Si consideri, invece, l'intersezione
A = (a,0) (a > 0) di tale luogo geometrico con il semiasse positivo delle . Anche per A vale

k= 1d(A, Fy) = d(A Fy)| = Ja+q— |a—ql|.

Se fosse |a — q| = a — q, si avrebbe k = 2q, contro l'ipotesi k < 2q. Quindi deve essere a < q e
dunque la condizione precedente implica

k=la+q+a—q|=2a.
Elevando al quadrato ambo i membri di (9.1.2), si ottiene:

Iz +a.9)I* + Iz = ¢.9)I* =2 (@ + ¢. 9l |(z — ¢. )l = 40’

cioe

2(2° +y° + ¢*) — 2/ (22 + 12 + ¢ + 2qz) (2% + y% + ¢ — 2qz) = 4d”

e quindi

V(24132 + )2 — 4202 = (2 + v* + ¢*) — 2d°.
Elevando ancora al quadrato e semplificando si ottiene dunque:

4

—frt=a —a2(x2+y2—|—q2)

e quindi
(a2 o q2)x2 +a2y2 — a2(&2 - q2)‘
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Poiché a < q, la quantita ¢* — a* e sicuramente positiva; si ponga dunque, in analogia con quanto
visto nel caso b), ¢* — a? = b*; pertanto I'equazione del luogo geometrico in questione diventa:

—b%2% + a®y? = —a®b’.
Dividendo ambo i membri per —a?b* si ottiene

LE'Q y2 .

a2
Osservazione 9.1.2. Da quanto visto in precedenza, segue che, se C' & una parabola di
equazione

z® = 2py,

allora la sua direttrice ha equazione y = —p/2 e il suo fuoco ¢ il punto (0, p/2). Con procedi-
mento del tutto analogo, se C' & una parabola di equazione y* = 2pz, allora la sua direttrice

e x = —p/2 eil suo fuoco ¢ il punto (p/2,0). Se C & una ellisse di equazione
2?2
@ e !

e a > b, allora i suoi fuochi sono i punti (£va? — b2, 0) (con procedimento del tutto analogo,
si vede che se a < b allora i suoi fuochi sono i punti (0, £v/b% — a?)). Se C' & un’iperbole di
equazione

IQ y2_1
@

allora i suoi fuochi sono i punti (£va? + 0?,0).
Ricordiamo ora le rette e i punti notevoli di una conica.

Definizione 9.1.3. i) Sia C' una parabola di fuoco F' e di direttrice ¢; - la retta ortogonale
a ¢ e passante per F'si dice asse di C; - il punto di intersezione dell’asse con la parabola
si dice vertice.

ii) Sia C un’ellisse di fuochi (distinti) F e F5; - la retta per i fuochi si dice asse maggiore;
- la retta asse del segmento F, F, si dice asse minore; - il punto di intersezione dell’asse
maggiore e dell’asse minore (ciog il punto medio del segmento F} F3) si dice centro di
C; - i quattro punti di intersezione di C' con gli assi si dicono vertici; - la misura dei
segmenti congiungenti il centro e i vertici che appartengono all’asse maggiore si dice
semiasse maggiore (analogamente si definisce il semiasse minore).

116



iii) Sia C' un’iperbole di fuochi (distinti) F; e F3; - la retta per i fuochi si dice asse trasverso;
- la retta asse del segmento F, F, si dice asse non trasverso; - il punto di intersezione
dell’asse trasverso e dell’asse non trasverso (cioe il punto medio del segmento F} F3) si
dice centro di C; - i due punti di intersezione di C' con l'asse trasverso si dicono vertici;
- la misura dei segmenti congiungenti il centro e i vertici si dice semiasse trasverso.

Esempio 9.1.4. La parabola vista sopra: 2? = 2py ha fuoco F = (0,p/2) e direttrice 6 : y =
—p/2. Dunque il suo asse & x = 0 e il suo vertice & soluzione del sistema z = 0 = 2% — 2py e
pertanto e il punto (0, 0). L'ellisse di equazione

1'2 y2

pER
ha come asse maggiore la retta per i due fuochi F} = (—q,0), F> = (q,0), cioe larettay =0 e
come asse minore la retta = 0. Il centro & quindi il punto (0, 0).

Definizione 9.1.5. Sia C' C E2 un sottoinsieme.

a) Una retta r si dice asse di simmetria per C se, per ogni punto P € C, il punto P’
simmetrico di P rispetto a r appartiene ancora a C;

b) un punto O si dice centro di simmetria per C se, per ogni punto P € C, il punto P’
simmetrico di P rispetto a O appartiene ancora a C'.

Proposizione 9.1.6.
i) Se C' é una parabola di equazione
r? = 2py
allora il suo asse e asse di simmetria; inoltre il suo vertice é equidistante dal fuoco e dalla direttrice;
ii) se C' é un’ellisse (con fuochi distinti) o un iperbole, di equazioni rispettive

2 2 2 2
CLov P
a? b2 a

allora i suoi assi sono assi di simmetria e il suo centro é centro di simmetria.

Dimostrazione. i) Come visto nell’esempio precedente, l'asse di C' & la retta x = 0 che ri-
sulta asse di simmetria per C. Infatti, se P = (z¢,y0) € C allora vale 22 = 2py,. Il punto
simmetrico di P rispetto all’asse y € P’ = (—x, o), che appartiene ancora a C' in quanto
2pyo = x3 = (—x0)?. Inoltre il vertice & 1'origine (0,0), che & chiaramente equidistante da §
e dal fuoco F'. ii) Se C' ¢ l'ellisse considerata, nel caso in cui a > b per 'Osservazione 9.1.2

117



i suoi fuochi sono i punti (£va? — b%,0), dunque 1'asse maggiore ¢ la retta y = 0. L'asse
minore & la retta x = 0, quindi il centro di C' e l'origine. Il caso a < b e analogo. Se un
punto P = (xg, yo) verifica 'equazione di C, allora anche i punti P’ = (9, —o) (simmetrico
di P rispetto all’asse =), P" = (—x0, yo) (simmetrico di P rispetto all’asse y), P" = (—x¢, —o)
(simmetrico di P rispetto all’origine), verificano la stessa equazione. Dunque gli assi del-
I'ellisse sono assi di simmetria e il centro € il centro di simmetria. Infine sia C' l'iperbole
data; ancora per I'Osservazione 9.1.2 i suoi fuochi sono i punti (+v/a? + b2, 0), dunque l'asse
trasverso e la retta y = 0. L’asse non trasverso ¢ la retta = 0, quindi il centro di C' e 'ori-
gine. Se un punto P = (z, y) Vverifica 'equazione di C, allora anche i punti P' = (zo, —0),
P" = (=0, v), P" = (—xo, —yo) verificano la stessa equazione. O

Definizione 9.1.7. Una conica si dice conica a centro se & una ellisse o una iperbole.

9.1.2 Equazione di una conica generale e sua forma matriciale

Abbiamo visto che, in un opportuno sistema di riferimento, una parabola, un’ellisse e un’iperbole
hanno una equazione del tipo

2 2 2 2
LYy Y (9.1.3)

2 _ .
T = 2py7 ? b2 i CLQ b2

Tali equazioni sono piuttosto particolari, infatti i luoghi geometrici di cui sopra sono in una posizione
particolare rispetto agli assi cartesiani (che, ad esempio, nel caso dell’ellisse e dell’iperbole, sono i loro
assi di simmetria). Cio che accomuna le tre equazioni precedenti e il fatto che sono tutte associate a
polinomi di secondo grado nelle variabili x e y.

Vediamo ora come trattare il caso generale.

Definizione 9.1.8. Si dice conica il luogo dei punti di E? aventi coordinate (z,y) che soddi-
sfano una equazione polinomiale di secondo grado a coefficienti reali in due variabili, cioe
una equazione del tipo:

a1 @® +2a122y + any’ +2a137 +2a3y + azz =0 (9.1.4)

dove a;; € R. La denominazione dei coefficienti (con due indici) come pure il fattore 2 nei
coefficienti di alcuni monomi sono dovuti a motivi pratici, che risulteranno chiari a breve.
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Tratteremo generalmente i punti reali di una conica, tuttavia in alcuni contesti considereremo
anche i punti a coordinate complesse, tenendo conto dell’inclusione E3 — EZ.

Osservazione 9.1.9. Le coniche di (9.1.3) sono casi particolari dell’equazione generale (9.1.4);
ad esempio la prima si ottiene per

ayn =1, axp=—p, a2=ax=a3=az=>~0

e analogamente le altre; si osservi che in tutte le equazioni (9.1.3) il coefficiente a2 del
monomio zy e nullo.

Ci chiediamo se ogni equazione del tipo (9.1.4) descrive uno dei luoghi geometrici precedentemente
definiti (cioe se e una parabola, un’ellisse o un’iperbole). Tale domanda, cosi formulata, ha chiaramente
risposta negativa. Infatti, ad esempio, il polinomio x* — y? si fattorizza nel prodotto (x +y)(x —y) e
quindi la conica di equazione x* —y* = 0 risulta essere I'unione delle due rette di equazione z+y = 0
ex—y=0.

Piit in generale, ogni equazione di secondo grado del tipo

(ax +by +c)(dx+by+)=0

rappresenta 'unione di due rette. Tali rette non sempre sono reali. Ad esempio si consideri l'equazione
2?2 + y* = 0. In E} tale equazione ha la sola soluzione (0,0), mentre in B2, poiché z* + y* =
(x+1iy)(x —iy), corrisponde all'unione delle due rette complesse e coniugate v +iy = 0 e x —iy = 0.

Definizione 9.1.10. Una conica si dice degenere se € unione di due rette (che possono essere
reali e distinte, reali e coincidenti, complesse e coniugate).

Nel seguito utilizzeremo ampiamente una scrittura piit sintetica ma equivalente all’equazione
(9.1.4).

Definizione 9.1.11. Sia (' la generica conica di equazione (9.1.4), cioe
2 2
C: a1 x” + 2a12xy—|—a22y + 2a13x+2a23y—1—a33 = 0.
Le matrici
aix G12 013
apn a
B = 12 Q22 Q923 e A:= 1 12
a2 G22
Q13 Q23 0Asz3

sono dette, rispettivamente, matrice dei coefficienti e matrice della parte quadratica di C.
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Osservazione 9.1.12. L'equazione (9.1.4) di una conica C' diventa dunque
x
(x Y 1) B ly]=0.
1

Inoltre la parte omogenea di secondo grado del polinomio che definisce la conica C, cioe
Fo(x,y) == an 2° + 2a 2y + axny’

e una forma quadratica, esprimibile anch’essa in termini di matrici come

Fo(z,y) = (¢ y) A (””)

Y

Esempio 9.1.13. Le matrici associate alla parabola y = 3z sono:

3 0 0
B = 0o 0 -1/2 e A:= (g 8)
0 —-1/2 0

Osservazione 9.1.14. Sinoti che i 6 coefficienti a;; che compaiono in (9.1.4) individuano una
conica, ma non viceversa; infatti per ogni £ € R \ {0}, l'equazione

k’(lll 1’2 + 2 ka12 Ty + k’CLQQ y2 + 2 k’alg T+ 2 ka23 Yy + k’CL33 =0

definisce lo stesso luogo di punti del piano, cioe la stessa conica.

9.2 Forma canonica: traslazioni

Vogliamo risolvere il sequente problema: data una conica non degenere in forma generale, esiste
un riferimento cartesiano del piano euclideo in cui tale conica assume una forma particolarmente
semplice, cioe una forma “simile” a quelle di (9.1.3)? O, piti in generale, in cui la matrice A e
diagonale? A tale scopo introduciamo la seguente importante nozione.

Definizione 9.2.1. Si dice forma canonica di una conica non degenere C' una sua equazione in
riferimento cartesiano (O; z, y) che € di una delle seguenti forme:

(P4) 2% =2py (Pii) y* = 2px
. 1'2 y2 N .Z'2 y2
. .TQ y2 N 33'2 y2
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dove p, a, b sono non nulli. La conica C viene detta, rispettivamente: - parabola, nei casi (P.)
e (P.i1); - ellisse reale, nel caso (E.i); - ellisse immaginaria, nel caso (E.ii); - iperbole, nei casi (1.i)
e (1.ii).

Risolveremo il problema iniziale in due passi successivi: dapprima, in questo paragrafo, ci limi-
teremo a coniche nella cui equazione non appare il monomio xy, cioé tali a1o = 0; vedremo che il
sistema di riferimento cercato e ottenibile mediante traslazione. Nel prossimo paragrafo vedremo che,
data una conica in forma generale, il riferimento in cui si annulla il coefficiente del monomio xy si
otterra mediante una rotazione. La procedura globale per ottenere una forma canonica di una conica
risultera essere, quindi, una rototraslazione del piano, cioe un’isometria diretta di E2.

Esempio 9.2.2. Sia I' : y = 22? una parabola in forma canonica; vediamo come varia
I'equazione di I' se operiamo la traslazione del piano

) r=X+a«
t—a,—p) : Y=Y +8"

Sostituendo si ottiene I'equazione di I' in (O"; X, Y'):
Y =2X% + 40X + 2% — f.

Esempio 9.2.3. Sia I : 2? + 2y*> = 1 un’ellisse in forma canonica; con la traslazione t(_, _g
dell’esempio precedente, I'equazione di I'" diventa:

X2 4+2Y2 420X +48Y +a? + 262 —1=0.

Si osservi che, attraverso la traslazione t(_o, gy, le coniche I e I passano dalla forma canonica a
una nuova forma nella quale il coefficiente ay, e zero. Proviamo ora il viceversa: se una conica ha una
equazione priva del monomio xy, la si puod ridurre a forma canonica operando una traslazione.

Osservazione 9.2.4 (Metodo del completamento dei quadrati). Si consideri, in un riferimento
cartesiano (O; z, y) di E?, una conica non degenere con equazione priva del monomio zy

C: aq 332 + Q22 y2 + 2 a13T + 2 ag3 Yy + as3 = 0. (921)

Si possono presentare due casi: o entrambi i coefficienti a;; e a2 sono non nulli oppure uno
dei due e nullo.
I.Casoa;; =0, ag # 0. (il caso ay; # 0, age = 0 e del tutto analogo). L'equazione (9.2.1)
diventa dunque:
a99 y2 + 2 Qo3 Y + as3 + 2 a3 T = 0. (922)
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Poiché

a as\’  dl
23
any’ +2azy = ax (’lf + 2—y) = ag (y+ —) -2

I'equazione (9.2.2) diventa:

ass\”  a?

a22<y+£) —ﬁ+a33—|—2a13x20.
Q22 22

Poiché si suppone C' non degenere, allora a;3 # 0 e quindi

2 2
a 33099 — G

a9 (y+—23) +2a3 (x+—33 22 23) =0
22 2 azai3

23 ? 2 13 33022 a2
23
22 22 2 22013

Quindi con la traslazione

da cui

2
3322 — Qa3

X = x+
2 axai3
a
Q22
e ponendo p = —ay3/ag, si ottiene la forma canonica:
Y?=2pX.

(9.2.3)

(9.2.4)

Il caso ay; # 0, ax = 0 € analogo e conduce (nellipotesi non degenere, cioe ay; # 0) alla

forma canonica
X?=2pY.

Se non richiediamo alla conica in questione di essere non degenere, dobbiamo esaminare
anche il caso a;3 = 0 (rispettivamente, a3 = 0); in questo caso I'equazione (9.2.4) diventa:

2 2
23 Qo3 — 330422
(is) -2
a2z 5P)

e con la traslazione
X = =z

a
22



assume la forma
Yi=¢q (X?=y). (9.2.5)

II. Casoajy #0, az #0. A meno di un cambio di segno nell’equazione (9.2.1), si puo
supporre a;; > 0. Tenendo conto dell'uguaglianza (9.2.3) e dell’analoga

2 2

@13 13 a
a11x2+2a13x:a11(x2+2—x>:an (x—l—— S
a11 a11 aiil

I'equazione (9.2.1) diventa:

2 2 2 2
a a a a
au(:L'—Fﬁ) +a22(y+£> +a33—ﬁ—£:0.

ai a2 a11 a2
Sesipone h = —asg + oy + a5 e si opera la traslazione
p - 33 all a2 p

a13

X = o+ —

a1

23

Y = y+—

22

nel sistema di riferimento (O’; X, Y) la conica C ha equazione

CL11X2 -+ a22Y2 = h. (926)
Se h # 0 si ha chiaramente
% X2 4 % Y2=1. (9.2.7)

I1.a) Caso a;; > 0, az > 0.

* se h > 01 coefficienti della (9.2.7) sono strettamente positivi quindi possiamo porre
ai1/h = 1/a* e agpe/h = 1/b* per opportuni a,b € R. In tal caso I'equazione (9.2.7)
diventa:

X2 Y?

* se h < 0siponga —aj/h = 1/a*> e —axn/h = 1/b* per opportuni a,b € R; quindi
I'equazione (9.2.7) diventa
X2 Y?
=L
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e se h = 0, ponendo nell’equazione (9.2.6) a;; = 1/a* e axy = 1/b? per opportuni a,b € R,
si ottiene 2y
St =0 (9.2.8)

I1.b) Caso a1 > 0, ass < 0. Con un ragionamento del tutto analogo al precedente, si hanno
1 seguenti casi.

* se h > 0, con opportune sostituzioni, si ottiene

X2 y?
@ !
* se h < 0, con opportune sostituzioni, si ottiene
X2 y?
@ o h
* se h = 0, con opportune sostituzioni, si ottiene
X2 y?

Osservazione 9.2.5. Esaminiamo geometricamente le tre coniche particolari emerse nella
costruzione precedente. -) La conica C' di equazione (9.2.5), cioe

2? =q (rispettivamente y* = q)

e l'unione delle rette x = £, /q. Se ¢ > 0, tali rette sono reali e distinte e parallele all’asse y;
se ¢ < 0 tali rette sono complesse e coniugate; infine se ¢ = 0 la conica C risulta essere 1’asse

y “contato due volte”, cioe costituita da due rette coincidenti. -) Si noti poi che 1’equazione
(9.2.8), cioe

2 2
T Y
? + E =0
e soddisfatta da un solo punto a coordinate reali: I'origine (0, 0); mentre nel piano complesso
[E2 tale conica e l'unione di due rette complesse e coniugate, in quanto si pud operare la

fattorizzazione di polinomi (in C|z, y]):



-) Infine 1’'equazione (9.2.9), cioe
22 P
532 =0
a? b2
corrisponde all’'unione di due rette reali e distinte, in quanto si puo operare la fattorizzazione

di polinomi (in Rz, y]):
2

2
]

Quanto precede conduce a provare il sequente fatto.

Osservazione 9.2.6. L'equazione (9.2.6) rappresenta una conica non degenere se e solo se
h # 0.
Infatti, col Metodo di completamento dei quadrati, si & provato che, se h # 0 allora si ottiene
una forma canonica di tipo (E.7), (E.ii), ({.7) o ({.i7), cioé una conica a centro non degenere.
Viceversa, se h = 0 si ottiene un’equazione dei tipi (9.2.8) 0 (9.2.9), le quali, come osser-
vato sopra, rappresentano coniche degeneri.

E’ naturale, dopo lo studio precedente, dare la seguente nozione.

Definizione 9.2.7. Si dice forma canonica di una conica degenere una delle equazioni del
tipo (9.2.5), (9.2.8), (9.2.9) e le corrispondenti coniche si diranno degeneri di tipo paraboli-
co, ellittico, iperbolico, rispettivamente. In analogia con la Definizione 9.2.1, le denoteremo,
rispettivamente, con le sigle (P.zii), (E.i4i), (1.4i1).

Definizione 9.2.8. Una conica si dice semplicemente degenere se € unione di due rette distinte
e doppiamente degenere se € unione di due rette coincidenti.

La procedura vista nell’ Osservazione 9.2.4 prova il sequente risultato.

Teorema 9.2.9. Sia C' una conica (degenere o non degenere) di equazione priva del monomio xy in
un riferimento cartesiano (O; x,y); allora esiste un riferimento cartesiano (O'; X,Y'), ottenuto dal
precedente mediante traslazione, in cui C' si esprime con un’equazione in forma canonica.

Esempio 9.2.10. Sia C' la conica di equazione
C: a*+4y*+22—12y+3=0.

Applicando il metodo del completamento dei quadrati, poiché

3\ 2
2= (z+1)72-1, 4y2—12y:4<y—§> -9
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si ha:

3\ 2
x2+4y2+2x—12y+3:(m+1)2+4(y—5) 7.

Pertanto, operando la traslazione:

{X =x+1
Y=y-—32
I'equazione di C' diventa
X% y?
XP+4Y?*=7 = —+_-—=1
i 7 7
Si tratta quindi di una ellisse di centro (—1,3/2), assi le rette v = —1 e y = 3/2 e semiassi /7,

VT/2.

Infine si possono determinare i 4 vertici dell’ellisse intersecandola con gli assi, sia nel
sistema di riferimento (O;x,y) che nel sistema (O’; X,Y") (si confrontino i risultati ottenuti
con i due metodi).

9.3 Forma canonica: rotazioni

Esempio 9.3.1. Nel sistema di riferimento (O;z,y), sia data la parabola I' di equazione (ca-
nonica) y = z%. Vogliamo determinare 1’equazione di I nel sistema di riferimento (O; X,Y))
ottenuto dal precedente mediante la seguente rotazione:

1 1

r= —X+-—Y
V22
.
VRV
Sostituendo nell’equazione di I', si ottiene

Axr vy leixviely o ey ey e vax - vay —o
V2 ov2 2 2

In questo esempio si vede che, per effetto della rotazione, nella ultima equazione della conica
appare il monomio XY . E’ naturale chiedersi se vale il viceversa, cioé se sia possibile, attraverso
una rotazione, passare da un’equazione che contiene il monomio XY a una che non lo contiene. In
altri termini, vogliamo determinare un riferimento in cui la matrice della forma quadratica di una
conica é diagonale. Il teorema di diagonalizzazione delle matrici reali simmetriche garantisce che cio
é possibile.

Iniziamo con un risultato che lega le equazioni di una conica in due diversi riferimenti cartesiani.
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Teorema 9.3.2. Siano (O;z,y) e (O'; X, Y) due riferimenti cartesiani di E? e siano Q e P, rispetti-
vamente, le matrici completa e quella di rotazione associate al cambio speciale di riferimento dal primo
al secondo. Sia C C E? una conica e siano B e A le matrici di C nel riferimento (O; x,y). Poste

B:='QBQ e A:='PAP=P'AP

allora B' e A’ sono matrici associate a C' nel riferimento (O'; X,Y'). In particolare, B e B’ sono
congruentie A e A’ sono simili.

bir P12 G
P = (Pn p12> e Q:=|pa p2 0|,
P21 P22 0 0 1

Siano

dove la matrice P ¢ ortogonale speciale, dunque *P = P~ e det(P) = 1. Il cambio di coordinate &
dato da

T X
y|l=0Y]. (9.3.1)
1 1
Trasponendo ambo i membri:
(x Y 1) = (X Y 1) Q. (9.3.2)

La conica C, nel sistema di riferimento (O; x,y), ha equazione
x
C: (:U Yy 1) B ly] =0
1

e quindi, operando le sostituzioni (9.3.1) e (9.3.2) si ottiene

X
C: (X Y )'QBQ|Y]|=0
1

che e l'equazione di C nel riferimento (O'; X,Y). Si osservi che B' = *QQB(Q) é ancora una matrice
simmetrica, come deve essere in quanto matrice di una conica. Con un facile calcolo, si vede che la
matrice A’ della forma quadratica di C nel riferimento (O'; X,Y"), cioé la sottomatrice 2 x 2 di B’
ottenuta intersecando le prime due righe con le prime due colonne, e esattamente

A ='PAP = P'AP

dove I'ultima uguaglianza seque dal fatto che P é ortogonale.
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Esempio 9.3.3. Riduciamo a forma canonica la conica
v —2xy+y? +dr+4y—1=0.

Le matrici associate sono:

Diagonalizziamo A come al solito, calcolandone il polinomio caratteristico, gli autovalori,
gli autospazi e quindi una base di autovettori per 'endomorfismo di R? ad essa associato:

=(1-TP?—-1=T>-2T=T(T - 2)

1-7 -1
pA(T):|A—TI|:‘ ‘

-1 1-T

da cui si ottengono gli autovalori

e gli autospazi associati:
Vo = ker(fa) = {(z,y) € R* |2 —y = 0} = ((1,1))
Vo = ker(fa-or) = {(z,y) € R* [z +y =0} = ((1,-1)).

Pertanto la matrice ortogonale speciale P che esprime 'opportuno cambiamento di base é:

P- (U e

(Sinoti che I'ordine degli autovettori € scambiato per ottenere det(P) = 1). Se non operiamo
alcuna traslazione, la matrice di rototraslazione ha la forma:

1/vV2 1/v/2 0
=|-1/v2 1/vV2 0
0 0 1

La matrice della conica C nel sistema di riferimento (O; 7, y), dove

1 1
T T r= —=T+ —F=y
yl=19| cioe \? \{5 (9.3.3)
1 1 = ——T+—=7

y=-—757+ 5V
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diventa dunque, per il Teorema 9.3.2,

=tB =

1/vV2 —1/v2 0 1 -1 2 1/vV2 1/v/2 0
=11/vV2 1/v/2 of||[-1 1 2 —1/vV2 1/vV2 0] =
0 0

o 1/ \2 2 -1 0 1
2 0 0
=0 0 2v2
0 22 -1

Quindi I'equazione di C' nel nuovo sistema di riferimento risulta:

27 +4V2 —1=0

= —-2V2 (g—%).

da cui

Operando dunque la traslazione
X=7
3.4
{Y _y_ 2 (9.3.4)
si ottiene la parabola, in forma canonica:
X?=-2V2Y.

Chiaramente si puo procedere alla rototraslazione globale mediante la matrice () che
esprima sia la precedente rotazione, sia la traslazione sopra scritta. Da (9.3.3) e (9.3.4) si
hanno le equazioni della rototraslazione

1 1 1
= ——=X+-—=Y+-
=X+ —Y +-
VSRRV R
quindi
T X 1/vV2 1/v/2 1/8
yl=Q|Y dacui Q=1|-1/v2 1/vV2 1/8
1 1 0 0 1
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Infine si puo verificare che la matrice della conica nel riferimento (O’; X,Y') diventa

'‘QBQ=
1/vV2 —1/v2 0 1 -1 2 1/vV2 1/v/2 1/8
=(1/v2 1/v2 0of|[-1 1 2 —1/vV/2 1/v2 1/8
/8 1/8 1 2 ~1 0 0 1
2 0 0
=10 0 2v2|=08B.
0 2v2 0

L’esempio precedente suggerisce un metodo generale per la riduzione di una conica a forma
canonica: e la dimostrazione (costruttiva) del sequente risultato.

Teorema 9.3.4. Sia C' una conica data in un sistema di riferimento cartesiano (O; x,y) di E?; allora
esiste un riferimento cartesiano (O'; X,Y), ottenuto dal precedente mediante rototraslazione, in cui
C' ha un’equazione in forma canonica.

Siano A e B le matrici associate a C' nel riferimento (O; x,y).

i) Diagonalizzazione di A. - Se a12 = 0 (cioe se A e diagonale) si passa al punto iii). - Se
a1 # 0, si diagonalizza A nel modo consueto, determinando una base ortonormale di autovettori:
v1 = (P11, P21), V2 = (P12, Pa2), in modo che la matrice ortogonale

pP.— (Pn p12)
P21 P22

sia speciale.

it) Posta
pii pi2 O
= | pa p2 O
0 0 1
si opera la rotazione corrispondente
T = pnx + p12y (9.3.5)
Y = paT + P2y

Nel riferimento (O;T,y) la conica ha matrice = ' B e matrice della forma quadratica A ='PAP, che
risulta dunque diagonale. Pertanto in tale riferimento la conica ha equazione

(z 3y 1) =0

— < 8

130



che é priva del monomio Ty.
i11) Si opera la traslazione da (O;Z,7y) a (O'; X,Y') indotta dal Metodo del completamento
dei quadrati
{X Tt (9.3.6)

Y=y+p5"

Per ottenere la forma canonica di C, cioe la sua equazione nel sistema (O'; X,Y"), basta operare la
sostituzione inversa di (9.3.6) nell’ equazione della conica in (O; T, 7).

iv) Infine la rototraslazione da (O; x,y) a (O"; X,Y) si ottiene sostituendo la relazione inversa di
(9.3.6) in (9.3.5).

Osservazione 9.3.5. Il precedente teorema puo essere riformulato cosi: data una conica C
esiste una rototraslazione ¢ tale che ¢(C') & espressa in forma canonica.

Corollario 9.3.6. Data un’equazione di secondo grado in x e y a coefficienti reali, il luogo degli zeri
(in B2) di tale equazione, se contiene almeno due punti reali, ¢ uno dei sequenti luoghi geometrici:
ellisse, iperbole, parabola, unione di due rette (distinte o coincidenti).

9.4 Classificazione delle coniche in E?

Utilizzando i precedenti risultati, vedremo quali sono gli invarianti di una conica e come é possibile
determinarne una forma canonica senza calcolare esplicitamente la rototraslazione.

Teorema 9.4.1. Sia C' una conica avente, come matrici completa e della forma quadratica, rispetti-
vamente, B e A, nel riferimento (O;x,y). Siano B' e A’ le matrici associate a C (la cui equazione e
ottenuta mediante cambio speciale di coordinate) nel riferimento (O'; X,Y'). Allora:

i) i polinomi caratteristicidi Aedi A', pa(T') e pa(T), coincidono;
ii) det(A) = det(A’) e rg(A) = rg(A’)
ii1) det(B) = det(B’) e rg(B) = rg(B’).

Per il Teorema 9.3.2, le matrici A e A’ sono simili e le matrici B e B’ sono congruenti (tramite
una matrice () di determinante 1). La tesi seque dalle Proposizioni ?? e ??.

Alla luce dei Teoremi 9.3.4 e 9.4.1, si puo caratterizzare una conica nel piano euclideo mediante
i determinanti delle matrici associate. Infatti, data una conica in forma generale, esiste un’isometria
diretta del piano tale che la conica trasformata sia in forma canonica. Per quest'ultima é immediato
calcolare i determinanti e i ranghi delle matrici associate; ma tali invarianti, come appena visto, si
mantengono per isometria.
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La seguente tabella contiene le possibili forme canoniche e i rispettivi invarianti numerici. Per
convenzione, le forme paraboliche (P.i) e (P.ii) restano distinte e il coefficiente di x* (risp. y*) &
esattamente I’autovalore non nullo di A. Inoltre le coniche di tipo (E) ed (I) possono essere scritte
anche entrambe nell’ unica forma

ar’ + By* =1

dove o e 3 sono gli autovalori di A.

Entrambe queste convenzioni sono utili per esprimere in modo omogeneo le rispettive matrici
complete delle coniche e per il “metodo rapido” di riduzione a forma canonica illustrato nella prossima
Osservazione 9.4.3.

tipo equazione B det(B) | det(A)
a 0 0
Pi | az?=2yy, v#0 0 0 —vy —ary? 0
0 —y 0
0 0 —v
Pii | fy? =2yz, v#0 0 g 0 — B2 0
—y 0 0
1 0 0
Piii | 22 =~ (y* =) 00 O 0 0
00 —v
1;2 y2 a 0 0
E. ¥+b_2:1 0 8 0 |x*x| —aBfy |aBf>0
0 0 —v
l’2 2 a 0 0
E.ii ——l—y— -1 0 8 0 |*x| —afy |af>0
a?  b? 0 0
i
.’,CQ y2 a 0 0
a b2
0 00
2 y2 a 0 0
1. E_ﬁ:1 0 8 0 |x*x4| —afy |af <0
0 0 —vy
22 2 a 0 0
1.1 ——y—:—l 0 8 0 |x*x| —afy |af<0
a’>  b? 0 0
i
2 2 a 0 0
L Y
a b?
0 00
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Tabella delle forme canoniche in E
dove si sono posti:

* =02 [B=da, v=ad’
*2a:b7 5:a27 72—&262

x3 a =0 [ =ad

x, =02 [B=—a* v=ab?
x5 a=0%, B=-ada% ~v=—a?l?
x¢ a=0%, [=—ad’

Teorema 9.4.2. Sia C' una conica e siano A e B le matrici associate in un qualunque sistema di
riferimento cartesiano. Allora:

a) C edegenere se e solo se |B| = 0, in particolare, e doppiamente degenere se e solo se rg(B) = 1;
b) se C e non degenere allora:

— C ¢ una parabola se e solo se |A| = 0;
— Ceun’ellisse se e solo se |A| > 0;

— C e un’iperbole se e solo se |A| < 0.

Seque dal Teorema 9.3.4, dal Teorema 9.4.1 e dalla precedente tabella.
La discussione precedente fornisce un metodo per ottenere la forma canonica di una conica non
degenere senza utilizzare le matrici di rototraslazione.

Osservazione 9.4.3 (Metodo rapido di riduzione a forma canonica). Sia C' una conica e siano A e
B le matrici associate in un certo sistema di riferimento cartesiano.

i) Si determinano gli autovalori « e 3 della matrice A (cioe le radici, sicuramente reali,
del polinomio caratteristico p(T)).

i1) Caso det(A) = 0.

* Poiché det(A) = af3, si pud supporre a # 0 e 5 = 0.
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e Se det(B) = —ay* # 0, la conica & una parabola e si ha

(0%

e quindi una forma canonica & aX? = 27Y.

* Se det(B) = 0, la conica & degenere e una sua forma canonica & X? = ~. Se vy = 0 allora
C & unione di due rette reali e coincidenti; se v > 0, C' € unione di due rette reali e
distinte, se v < 0, C' € unione di due rette complesse e coniugate. Si noti che, in questo
caso, non si riesce a determinare y partendo solo dalle matrici A e B.

i7i) Caso det(A) # 0.
e Poiché det(A) = af, allora a # 0 e § # 0. Inoltre det(B) = —a/37.
* Se det(B) # 0, la conica & un’ellisse o un’iperbole e si ha

__IBl
|A]

e quindi una forma canonica della conica & aX? + fY? = ~.

* Se det(B) = 0, la conica & degenere e di forma canonica « X? + Y2 = 0.

Esempio 9.4.4. Determiniamo una forma canonica della conica vista nell’Esempio 9.3.3
C:a?—2zy+y’+4x+4y—1=0

con il metodo ora descritto. Abbiamo gia visto che le matrici associate a C' sono:
B=|-1 1 2], A:(_ll _11)
2 2 -1

|IBl=—16 e |A|=0

Poiché

la conica e non degenere ed & una parabola, infatti gli autovalori di A calcolati in precedenza
sono: \; =0, Ay = 2. Scegliendo dunque la forma (P.7):

aX?=2~Y
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poiché a = 2 e det(B) = —an?, si ha 7? = §; scegliendo ad esempio 7y = —21/2, si ottiene
2X? = —4v/2Y

cioe
X?=-2V2YV.

L'altra scelta v = 2+/2 significa riferirsi ad un altro sistema di riferimento (O’; X,Y) nel
quale la parabola ha equazione:

X =2V2Y.
Esempio 9.4.5. Determiniamo una forma canonica della conica
C: 32 =22y +y*>— 20 —5=0.
Le matrici associate sono:
B = —31 11 01 , A:(3 _1)
-1 0 =5
di determinanti, rispettivamente:
|B| = —11, |A|=2.

Quindi C' e non degenere ed e una ellisse (reale). Determiniamone una forma canonica del
tipo:
aX? 4 BY? =7,

dove a e  sono gli autovalori di 4, |A| = af e |B| = —a/y. Poiché
pa(T) = |A—TI| =T? — AT + 2

gli autovalori di A sono

a=2-V2, B=2+V2

Inoltre v = —|B|/|A| = 11/2. Da cui segue che una forma canonica di C' &
11
2-V2) X2+ (2+V2)Y? = 5

Si noti che anche in questo caso non e unica la forma canonica: infatti, scambiando gli
autovalori « e 3, la forma canonica risulta

2+ VX 4 (2- V2T = %
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Concludiamo col risultato piti importante di questa sezione. Se richiediamo che una conica sia un
insieme non vuoto di punti, oltre che soddisfare un’equazione del tipo (9.1.4), dobbiamo eliminare il
caso (E.ii) dalla tabella precedente.

Teorema 9.4.6 (Classificazione delle coniche nel piano euclideo reale). Ogni conica C' in EZ (costi-
tuita da almeno un punto reale) e definita, a meno di isometrie dirette, da un’equazione di una delle
seguenti famiglie

(P) famiglie paraboliche:
v =qy, q#0

B =q%, q#0

(E) famiglie ellittiche:
2 +p'y=¢% pg#0
P+ p’y’ =0, p#0

(I) famiglie iperboliche:
o =yt =¢' pq#0
2 —p'y? =0, p#0

(D) conica doppiamente degenere:
2 =0

descritte dai parametrip,q € R\ {0}.
Inoltre le famiglie precedenti sono distinte, a meno di isometrie.

Per i Teoremi 9.3.2 e 9.3.4, e sufficiente mostrare che ogni conica in forma canonica puo essere
trasformata in una conica delle precedenti famiglie attraverso un’isometria diretta. Le forme cano-
niche delle coniche sono elencate nella Tabella precedente, ma bisogna tenere conto della limitazione
dell’ipotesi: la conica deve contenere almeno un punto reale. Questo esclude alcune coniche degeneri
paraboliche e precisamente quelle di tipo (P.iii) di equazione x* = ~ con v < 0 e le ellissi immagina-
rie (E.ii): entrambe, come osservato, non hanno punti reali. Prendiamo dunque in esame le restanti
forme canoniche della Tnbella precedente.

(P.t) Per tali coniche e immediato: basta dividere I'equazione per « e si ottiene la prima famiglia
parabolica. (P.ii) L'equazione e By?* = 2vx associata alla matrice B come nella Tabella. Si ponga

0 0
Q=11 0 0
0 0 1



Si vede facilmente che
g 00
‘QBQ=(0 0 ~
0 v O

quindi é una conica di tipo (P.i) e dunque riconducibile alla prima famiglia parabolica. (P.iii) Una
conica di equazione 2?2 = v ha punti reali se e solo se v > 0. Quindi, nel caso v > 0, possiamo
scrivere la sua equazione come x* = q?, ottenendo la seconda famiglia parabolica. Se invece v = 0,
otteniamo la conica doppiamente degenere denotata con (D) nell’ enunciato. (E.i) Tali coniche hanno
equazione
b2$2 +a2y2 — a2b2

e quindi, dividendo per b* si ottiene la prima famiglia ellittica. (E.iii) Per tali coniche si procede come
in (E.i), ottenendo la seconda famiglia ellittica. (1.i) Tali coniche hanno equazione

22 — a%y? = a2b?

e quindi, dividendo per V? si ottiene la prima famiglia iperbolica. (I.ii) Basta applicare 'isometria
associata alla matrice () definita sopra e si ottiene una conica di tipo (I.i) e quindi riconducibile
alla prima famiglia iperbolica. (I.iit) Per tali coniche si procede come in (1.i), ottenendo la seconda
famiglia iperbolica.

Per provare I'ultima affermazione, e sufficiente confrontare i determinanti delle matrici associate
a ogni famiglia dell’enunciato e applicare “in negativo” il Teorema 9.4.1.

famiglia | det(B) | det(A)
(P)—1| <0 0
(P)—2 0 0
(E)—1] <0 >0
(E) —2 0 >0
(I)—1 >0 <0
(I)—2 0 <0
(D) 0 0

Chiaramente le righe di questa tabella sono tutte distinte, eccetto la seconda famiglia parabolica e
la conica (unica) doppiamente degenere. In tal caso, pero, il rango di B e diverso: vale 2 nel primo
caso e 1 nel secondo. Questo conclude la dimostrazione.

Osservazione 9.4.7. Come notato nella dimostrazione del precedente Teorema di classificazio-
ne, sono escluse le coniche di tipo (P.i4¢) di equazione 2 = v cony < 0 e quelle di tipo (E.i7)
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di equazione bv*z? + a®y? = —a?b*: infatti entrambe non hanno punti reali. La prima & unione
di due rette complesse e coniugate = +,/7 e la seconda & un’ellisse immaginaria.

Nell’analogo risultato di Classificazione delle coniche nel piano euclideo complesso (che qui
omettiamo), entrambe vengono recuperate nelle famiglie elencate nel Teorema di classificazio-
ne visto sopra.

9.5 Studio di una conica in forma generale

Lo scopo di questo paragrafo e determinare i punti e le rette notevoli di una conica in forma generale.
Strumento fondamentale sara il Teorema 9.3.4 che qui ricordiamo:

Sia C' C E? una conica data in un sistema di riferimento cartesiano (O, B) con coordinate
(x,y). Allora esiste un riferimento cartesiano (O’, B') con coordinate (X,Y), ottenuto dal precedente
mediante rototraslazione (isometria diretta), in cui C' ha un’equazione in forma canonica.

Utilizzeremo la consueta notazione, introdotta nel Teorema 9.3.2, dove () e P denotano, rispetti-
vamente, le matrici completa e quella di rotazione associate al cambio (speciale) di riferimento

P11 D12 / Pu bz
P = ( ) = Méf e Q= |pa pr b, (9.5.1)
P21 P22 0 0 1

con P € SO(2) e valela (9.3.1):
x X
yl=QY]. (9.5.2)
1 1

Chiaramente non e restrittivo supporre che BB sia la base canonica, quindi P e la matrice le cui
colonne sono i vettori della base (ortonormale) BB'.

Osservazione 9.5.1. I punti e le rette notevoli di una conica in forma canonica sono stati
definiti e studiati nel Paragrafo 4.1: gli assi di una conica a centro sono gli assi coordinati
X eV, il suo centro e l'origine O, i suoi vertici sono le intersezioni della conica con gli assi.
Nel caso della parabola, il suo asse e I'asse Y e il vertice I'origine O'.

E’ chiaro che basta applicare a tali punti e rette il cambio di coordinate inverso a quello
descritto sopra per ottenerli nel riferimento (O;z,y). Cercheremo invece strade alternative
piu brevi.

Iniziamo stabilendo alcune proprieta generali
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Lemma 9.5.2. Gli assi di simmetria e i centri di simmetria di un sottoinsieme di E? si mantengono
per isometrie. Piit precisamente, se f & un’isometria del piano, X un sottoinsieme di E? e r & una
retta asse di simmetria per X, allora f(r) e asse di simmetria per f(X). Inoltre, se M e centro di
simmetria per X, allora f(M) e centro di simmetria per f(X).

Per esercizio.
Proposizione 9.5.3. Sia C una conica nel piano euclideo E?.

i) Se C e una parabola allora il suo asse e asse di simmetria; inoltre il suo vertice e equidistante
dal fuoco e dalla direttrice;

ii) se C e un’ellisse (con fuochi distinti) o un’iperbole, allora i suoi assi sono assi di simmetria e il
suo centro e (I'unico) centro di simmetria.

Seque dal Lemma precedente e dal fatto che I'enunciato vale per coniche in forma canonica grazie
alla Proposizione 9.1.6.

Vediamo ora come risolvere il problema iniziale: determinare gli assi e il centro di una conica a cen-
tro e l'asse e il vertice di una parabola, quando queste siano date in forma generale (senza trasformarla
in forma canonica).

Proposizione 9.5.4. Sia (O; z, y) un riferimento cartesiano di E? e sia C una conica a centro. Allora
C' ha per centro il punto O se e solo se nella sua equazione non compaiono i termini di primo grado.

Supponiamo dapprima che C' sia non degenere e abbia equazione generale
a1 [E2 + 2 a2 1Y + @99 y2 + 2 a13 T + 2 ag3 Y + asz = 0. (953)

Per la Proposizione 9.5.3, e sufficiente provare che O e suo centro di simmetria se e solo se a;3 = 0 =
a923.

Sia Py = (o, o) un punto di C' e Qy = (—x0, —Yyo) il suo simmetrico rispettoa O. Se a;3 =0 =
aqg e chiaro che anche le coordinate di ), soddisfano I'equazione (9.5.3) e dunque Q) € C. Pertanto
O e centro di simmetria della conica.

Viceversa, supponiamo che O sia il centro di simmetria della conica e si consideri un altro punto
P, = (z1,11) € C in modo che O, Py, P, non siano allineati (tale punto esiste perché C' e non
degenere). Dunque anche il punto Q1 = (—x1, —y1), simmetrico di P, rispetto a O, appartiene alla
conica. In conclusione:

a1 &4 + 2 a1z ToYo + a2 Y§ + 2 a13 To + 2 a3 Yo + azs = 0
a1y &+ 2 a1z ToYo + a2 Yg — 2 a13 T — 2 a3 Yo + asz =0

PO,QOGC:>{
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e dal sistema precedente (ad esempio, sottraendo un’equazione dall’altra) segue a3 o + a3 yo = 0.
In modo del tutto analogo, da Py, ()1 € C segue ai3x1 + assy1 = 0. Abbiamo quindi provato che, se
O e centro di simmetria della conica, allora (a3, as3) e soluzione del sistema lineare nelle incognite u

e v:
u:co—l—vyon
U.T1+Uy1:0'

Ma il determinante della matrice dei coefficienti e non nullo perché, per costruzione O, Fy, P, non
sono allineati. Pertanto il sistema ha solo la soluzione nulla e quindi (a13,a23) = (0,0) come
volevamo.

Esempio 9.5.5. Sia data la conica ' : 322 +4zy — y? + 3 = 0; vogliamo vedere se ¢ a centro e,
in tal caso, determinarlo. Poiché |A| = —7 e |B| = —21, I" e non degenere ed ¢ un’iperbole. Il
suo centro € nell’origine per la Proposizione 9.5.4, in quanto la sua equazione non contiene
i monomi di primo grado.

Teorema 9.5.6. Sia C' una conica a centro di equazione
2 2
an x” +2a190y + azny’ +2a3x +2a3y +azz = 0.
11 suo centro e il punto le cui coordinate (u,v) sono l'unica soluzione del sistema lineare

a11U + a2 + a3 = 0
A12U + G220V + Qo3 = 0

avente come matrice completa quella costituita dalle prime due righe della matrice B associata alla
conica.

La conica C ha per centro M = (u,v) nel sistema di riferimento (O; x,y) se e solo se, operando la
traslazione
{Y =y—v
nel sistema di coordinate X e'Y ha per centro l'origine. Si operi dunque la sostituzione v = X+u,y =
Y + v nell’equazione di C, che diventa:

ary (X +u)? +2a10 (X +u)(Y +0) + ag (Y +v)*+
+2a13(X +u)+2ah (Y +v)+azs=0
ovvero, con un calcolo immediato e denotando con y il termine costante, si ottiene I'equazione
a1 X2+ 2a15 XY + a9 Y+
+ 2(a11u + a12v + a13) X + 2(apu + agv + as)Y +v =0

Dalla Proposizione 9.5.4, tale conica ha per centro I’origine se e solo se i coefficienti dei monomi X e
Y sono entrambi nulli.
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Esempio 9.5.7. Sia data la conica I' : 3z? + 42y — y* + 62 — 2y + 1 = 0; vogliamo vedere se &
a centro e, in tal caso, determinarlo. Consideriamo le matrici associate

3 2 3
B=[2 -1 -1, A:(;’ _21>
3 -1 1

Poiché |A| = —7 e |B] = —13, I" @ non degenere ed & un’iperbole. Il suo centro si ottiene dal
sistema i cui coefficienti sono le prime due righe di B:

3r+2y+3=0
2c— y—1=0"

La soluzione ¢ (z,y) = (—1/7,—9/7), che sono le coordinate del centro di I".

Per determinare gli assi di una conica a centro (e I'asse di una parabola) occorre un fatto pre-
liminare di algebra lineare. Valgono le notazioni ricordate all’inizio del paragrafo, in particolare si
considerino due basi ortonormali B e B’ di R? e il cambio di riferimento di E? da (O, B) a (O',B')
associato alla (9.5.2).

Lemma 9.5.8. Sia r C E? una retta di giacitura ro. Serq = ((a, 8)) in (0'; X,Y'), allora la giacitura

dirin (O;z,y)ery=((v,9)), dove
() =+ ()

Si osservi anzitutto che si puo riportare il problema in R? in quanto la giacitura ro & un suo
sottospazio vettoriale. Il generico vettore di ro sulla base B' é quindi (X,Y) = A «, 5). Poiché la

matrice di cambio base é P e vale

T\ p X

y) Y
il generico vettore di r sulla base BB é

T «a ¥
=P\ =\
() =7 (5)=~()

come volevamo.

Tenendo conto dell’Osservazione 9.5.1 si prova il sequente risultato.

Proposizione 9.5.9. Sia C' una conica non degenere e siano B ed A le matrici ad essa associate in
un qualunque sistema di riferimento (O; xz,y).
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i) Se C' e una conica a centro (non circonferenza), allora i suoi assi sono le due rette passanti per
il centro e aventi come giaciture i due autospazi della matrice A;

ii) se C' e una parabola, allora il suo asse e la retta per il vertice e di giacitura I'autospazio della
matrice A associato al suo autovalore nullo.

Con le notazioni iniziali, indichiamo con (O'; X,Y) il riferimento in cui C ha forma canonica e
matrici B e A', dove B' = 'QBQ, A’ = P~YAP e le matrici P e () sono come in (9.5.1) e (9.5.2).
i) Gli assi di C' sono gli assi coordinati X e Y. Vogliamo determinare la loro giacitura in (O;z,y).
A tal fine, utilizziamo il Lemma 9.5.8, osservando che in (O'; X,Y") le loro giaciture sono {(1,0)) e

((0,1)), quindi in (O; z,y) sono, rispettivamente:
0)-6)
1 D22

P(o)= ()

Tenendo conto della costruzione della matrice P, ricordiamo che le sue colonne sono una base orto-
normale di autovettori e quindi ognuna di esse genera un autospazio di A.

i1) Del tutto analogo, tenendo con che l'asse di C & 'asse Y (come nella forma canonica 2* = qy
nel Teorema di classificazione delle coniche nel piano euclideo reale) e quindi I'autovalore nullo é il
secondo nella matrice A'.

Esempio 9.5.10. Sia I' l'iperbole dell’'Esempio 9.5.7. Abbiamo determinato il suo centro
M = (-1/7,-9/7). Per la Proposizione 9.5.9, gli assi di I" sono le rette per M paralle-
le agli autospazi di A. Per determinare tali autospazi, cosideriamo la matrice della forma

quadratica di I':
A= (;’ _21> .
Si verifica che pa(T) = |A — TI| = T? — 2T — 7 e dunque )\, » = 1 + 2v/2 sono gli autovalori
di A. Ne segue che gli autospazi, dati dalle formule
Vi, (e — M)z +apy=0, i=1,2
risultano essere
Va: 1+V2)z+y=0, Vi: (1—V2az+y=0.
Pertanto gli assi hanno una equazione del tipo
ar: (1+Vz+y+h =0 ay: (1—V2)z+y+hy=0.
Infine, imponendo il passaggio per M, si ottiene: h; = (10 ++/2)/7 e hy = (10 — v/2)/7.
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Si noti che il Teorema 9.5.6 assieme alla Proposizione 9.5.9- (i), permettono di determinare assi e
centro di una conica a centro; mentre dalla Proposizione 9.5.9-(it) si pud determinare I'asse di una
parabola solo se é noto il vertice. Per calcolare quest’ultimo dovremo usare la nozione di retta tangente
che verra introdotta nel Paragrafo 4.6.

9.6 Coniche nel piano affine

In questo paragrafo, studieremo una generica conica C' del piano affine reale A%. La sua equazione
e sempre data da (9.1.4), ma qui la ripetiamo (con sua propria numerazione) in quanto I'ambiente
geometrico non e piit il piano euclideo. Sia dunque

C: a11x2—|—2a12a:y—|—a22y2+2a13x+2a23y+a33:0 (961)

dove a;; € R.
Affrontiamo lo studio delle possibili intersezioni di una retta e una conica in A% (rispettivamente,
in AZ).
Consideriamo una retta del piano affine che, per comodita di calcolo, assumiamo non parallela
all’asse y
T y=mx-+q.

I punti comuni a C ed r sono quelli le cui coordinate (x,y) soddisfano il sistema:

ann 2?4+ 2a122y + any® +2a13¢ + 2 a3y + azs =0
Yy =mx+q

0, equivalentemente,
anz? + 2apx(mx + q) + ax(mx + q)*+
+ 2a137 + 2a93(mx +q) + az3 =0 . (9.6.2)
Yy=mz-+q

La prima equazione di tale sistema e (in generale) di secondo grado nella sola variabile x, quindi ha al
piit due radici reali x, x, (distinte o no) che, sostituite nella seconda, forniscono le coordinate (o, yo)
e (x1,y1) (ove y; = mx; + q) dei puntidi C Nr.

Si osservi che, nel caso in cui la prima equazione abbia due soluzioni complesse (e coniugate in
quanto i coefficienti sono reali) x, Ty, si puo procedere equalmente con la sostituzione e si determi-
nano due punti di coordinate complesse (xq,yo) € (To, o), 0ve yo = mxg + q. Chiaramente, se r é
parallela all’asse y, cioe di equazione x = k, si opera in modo del tutto analogo.

E’ possibile che la prima equazione di (9.6.2) non sia di secondo grado: vedremo negli esempi
sequenti che puo essere di primo grado: in tal caso r e C' si incontrano in un solo punto di A% (e
anche di AZ).
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Tuttavia la prima equazione di (9.6.2) puo risultare anche di grado zero. Se e un’identita, e quindi
0 = 0, significa che tutti i punti della retta soddisfano il sistema e dunque r C C; tale situazione si
verifica solo se C' e degenere ed r e una delle due rette che costituiscono C'

Infine si puo verificare il caso in cui l'equazione (di grado zero) non ha soluzioni: questo accade se
rNC = 0in Af (e anche in AZ).

Abbiamo dunque provato la sequente:

Proposizione 9.6.1. Una conica non degenere e una retta (reali) hanno al piit due punti di interse-
zione in AL.

Esempio 9.6.2. Sia I la conica di equazione 2% + y* = lesiar larettaz = 1/2. Alloral'Nr e
data dalle soluzioni del sistema

P e O i e

cioe T'Nr = {(1/2,v3/2),(1/2,—v/3/2)}.
Esempio 9.6.3. Siano date la conica e la retta

':zy—1=0 e r: xz=3
Chiaramente T Nr = {P = (3,1/3)} siain A% che in A%.

Esempio 9.6.4. Siano
I': 2°4+¢y*=1 e r: 2z=3.

Allora I' N r si ottiene risolvendo il sistema

2 .2 _ 2 _ _ _ -
r+y =1 N Y- = -8 N y—:|:22\/§'
x=3 r=3 =3

Quindi I'Nr = {(3,2i v/2), (3, =24 v/2)} in A2, mentre ' Nr = () in A2.

Osservazione 9.6.5. Dalla dimostrazione della Proposizione 9.6.1 segue comunque che non
si pu0 presentare il caso che una conica I' e una retta r reali abbiano due punti in comune in
A%, di cui solo uno a coordinate reali; infatti se (z¢,4) € I' N, allora anche (Zg,%) € T Nr.

Dalla Proposizione 9.6.1 e dall’Osservazione 9.6.5 seque immediatamente la descrizione della
posizione reciproca di una retta e una conica che si incontrano in 2 punti.
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Proposizione 9.6.6. Siano C'ed r una conica e una retta reali aventi due punti in comune in AZ;
allora tali punti sono di uno e uno solo dei sequenti tipi:

i) complessi e coniugati;
i1) reali e distinti;
iii) reali e coincidenti.
Definizione 9.6.7. Siano C' ed r una conica e una retta reali come nella Proposizione prece-
dente. In corrispondenza dei 3 casi, introduciamo le seguenti nozioni:
i) diciamo che r e esterna a C;
ii) diciamo che r & secante C nei due punti reali e distinti;
iii) diciamo che la retta r & tangente C' nel punto di intersezione.
Esempio 9.6.8. La conica e la retta dell’Esempio 9.6.2 sono secanti nei punti (1/2,v/3/2) e

(1/2,—+/3/2); quelle dell’Esempio 9.6.4 sono esterne. Infine, la conical' : 2% +y*> = lela
retta r : x = 1 sono tangenti nel punto (1, 0). Infatti dal calcolo

2, .2 2 _
{x +9y2 =1 N {y =0

si vede che 'equazione di secondo grado in una variabile nel sistema (9.6.2) non si abbassa
di grado, come nell’Esempio 9.6.3, ma ha una radice di molteplicita 2. Diciamo in tal caso
che si ottiene il punto (1,0) “contato due volte” o che tale punto & intersezione doppia (o di
molteplicita 2) della conica e della retta.

Definizione 9.6.9. Per denotare la molteplicita di intersezione di una conica non degenere C' e
di una retta  in un punto Fj scriveremo

mp,(C,7) =0 <= Cernon siincontrano in F

mp,(C,r) =1 <= reésecante C'in B

mp,(C,r) =2 <= retangentea Cin F.
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Proposizione 9.6.10. Sia C' una conica non degenere passante per 'origine, dunque di equazione
a1 2° +2a12 2y + any’ +2a137 + 2a3 y = 0.
Allora esiste ed é unica la retta tangente a C'in (0,0) ed e data da:

To(C) ©oa3T +asy =0.

Consideriamo una generica retta per I'origine di giacitura ((m,n)), con (m,n) # (0,0), cioe di
equazioni cartesiana e parametrica date rispettivamente da

T =mA

Tmm: nNr—my=0 |, {y—n)\'

Vogliamo provare che esiste un’unica (a meno di coefficiente di proporzionalita) coppia (m,n) tale che
T'm.n Sia tangente a C in (0, 0). Chiaramente l'intersezione r,, , N C' e data dall’equazione
(a1 m? + 2 a1 mn + agn*)A* 4+ 2 (a13m + ax n)A = 0

e A = 0 ¢ soluzione doppia se e solo se a;3m + axsn = 0. Si osservi che non puo essere a3 =
0 = ag altrimenti C avrebbe equazione ay; x° + 2 ayp vy + age y? = 0 e quindi sarebbe degenere, in
quanto il determinante della matrice associata risulta nullo. Dungue il polinomio a,3 x + a3 y non é
identicamente nullo. Pertanto r,, ,, e tangente a C'in (0, 0) se e solo se

aizm+asn =0 << (m, n) = p(agg, —alg).

Tali coppie (m, n), proporzionali tra loro, determinano dunque un’unica retta che e la retta tangente
richiesta, avente equazione cartesiana data da a,3x + agsy = 0.

Osservazione 9.6.11. Dalla proposizione precedente si ha immediatamente che, se C' € una
conica non degenere passante per 1’origine, allora la retta 75(C') € definita dalla parte di
primo grado dell’equazione di C.

Esempio 9.6.12. Sia C' la conica di equazione
2?4+ 22y — Ty  —x + 3y = 0.
Per la Proposizione 9.6.10, la retta tangente a C nell’origine e
To(C): z—3y=0.

11 precedente risultato viene ora utilizzato per provare il caso generale.
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Teorema 9.6.13. Se C' ¢ una conica non degenere di equazione (9.6.1) e Py = (z0,y0) € C, allora
esiste ed e unica la retta tangente a C'in F, ed ha equazione

Tp,(C) : (a11 o + a12 Yo + ar3)(z — o) + (@12 Zo + a2 Yo + a23)(y — yo) = 0
Ci riconduciamo al caso della Proposizione 9.6.10 operando la traslazione che manda F, nell ori-
gine:

y=Y +uo
Nel sistema di riferimento (O'; X,Y') la conica ha equazione:

{ZC’ZX—FSIZ‘O

ar (X + ZE())Q + 2 aq (X + Io)(Y + yo) + a99 (Y + y0)2+
+2a13 (X+x0) +2a23 (Y+y0) ~|—a33 =0.

e dunque, per la Proposizione 9.6.10, la retta tangentea C'in O’ = Fy e
(@11 20 + @12 Yo + a13) X + (a12 7o + azz Yo + azs)Y = 0.
La tesi segque tenendo conto della traslazione precedente.

Osservazione 9.6.14. Ricordando le regole di derivazione, la retta tangente 77, (C') a una
conica non degenere C' di equazione f(z,y) = 0 in un suo punto P, = (o, y,) € data da:

Of (z,y) af(z,y) -
<T> (z0.40) (x — o) + (a—y> - (y — o) = 0. (9.6.3)

Definizione 9.6.15. Si dice vettore tangente a C'in P, e si denota con ¢ p,(C), il vettore (paral-

lelo alla retta 75, (C))
_( 9f(z,y) Of(z,y)
tPO(O) - ( oy = Ox (xo,yo)'

Chiaramente tp(C') é definito a meno di un fattore di proporzionalita.

Esempio 9.6.16. Si calcoli I’equazione della retta Tp,(C) tangente alla conica C' : 2% — 2zy +
3y? —x — 1 = 0 nel suo punto By = (2,1). Per I'Osservazione 9.6.14 la retta richiesta &
individuata da

of(z,y) of(z,y)
( o A ( xr Y )Po ) ay . ( T+ 63/)P0
dunque Tp,(C) : (x —2)+2(y—1) =0,cioe x +2y —4 =0.
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Esempio 9.6.17. Determinare le rette tangenti alla conica C' : y — 2 = 0 passanti per punto
Py = (2,3) (si noti che Py & C).

La generica retta per P, ha equazione r : y—3 = m(z — 2); basta imporre che r intersechi
C'in due punti reali e coincidenti:

_ y=m(z—2)+3 y=m(zr—2)+3
rno: { y—a2=0 \2?—mr+2m-3=0

Dobbiamo richiedere che il discriminante della seconda equazione sia nullo:
A=m?>—8m+12=0 = m3 =2, my=6.
Pertando le due rette tangenti richieste sono:
2c —y—1=0, 6x—y—9=0.

Esempio 9.6.18. Si determinino le rette tangenti alla conica C' C E? (si osservi che in questo
esercizio 'ambiente ¢ il piano euclideo) di equazione y* — 6z + 2y — 1 = 0 e ortogonali alla
rettar :  — 3y + 5 = 0; si determinino inoltre i corrispondenti punti di tangenza. La generica
retta ortogonale ad r ha un’equazione del tipo:

s 3dr+y+k=0, conkeR

Cerchiamo per quali k la retta s;, € tangente a C:

_ _—y—k
spNC {3x+y+k—0 = {x—

y? =61 4+2y —1=0 y2+4y?—12k—1:0‘
La seconda equazione ha due radici coincidenti se e solo se
AJd=4—(2k—1)=0 < k=5/2.
Dunque esiste un’unica retta tangente a C' e ortogonale ad 7 ed &
s: 6x+2y+5=0.
Inoltre il suo punto di tangenza P := s N C si calcola sostituendo k£ = 5/2:

_ —y—5/2 _ —2y—5
{5’3— 3 ;»{5"_ 6 = P=(-1/6,-2).
Y44y +4=0 y=—2

Resta da studiare il caso della tangenza a una conica degenere: lo vedremo nel prossimo paragrafo.
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9.7 Punti singolari di una conica

Esempio 9.7.1. Vogliamo determinare la retta tangente (se esiste) alla conica degenere C :
(z +y)(x —y) = 0 nel suo punto (1, 1). Proviamo a utilizzare la formula (9.6.3). Poiché

(81”(96,@/)) _y (W(m,y)) _
Or  Jayy %  Jay

2 -1)—-2y—1)=0 = z—y=0

si ottiene la retta

che & proprio la retta, componente di C, cui appartiene il punto in questione. Si vede che, per
ogni punto P # O appartenente alla retta v — y = 0, la formula (9.6.3) fornisce la retta stessa;
lo stesso accade per i punti della retta « + y = 0 diversi dall’origine. Se invece si applica tale
formula nel punto O = (0, 0) (che ¢ il punto di intersezione delle due rette componenti di C),
si vede che entrambe le derivate parziali si annullano; dunque bisogna procedere al calcolo
in modo alternativo. Ad esempio, si consideri la generica retta per 1'origine (z,y) = A\(m,n)
e si intersechi con C" si ottiene 1’equazione

M (m? —n?) = 0.

Quindi quasi ogni retta per O interseca C' con molteplicita due. Si noti che per [m,n| =
[1, £1], le rette corrispondenti (cioe le componenti della conica) intersecano C' con molteplici-
ta di intersezione “infinita". Cid accade (con un calcolo analogo) per ogni punto P # O della

N AL

conica: la molteplicita di intersezione tra C' e la retta componente contenente P ¢ “infinita".
Occorre quindi estendere la definizione di retta tangente in modo da includere le coniche degeneri.

Definizione 9.7.2. Diciamo che una retta r ¢ tangente a una conica C' in un suo punto F, se
mp,(C,r) > 2.

Si osservi che, se C' é non degenere, allora in ogni suo punto esiste un’unica retta tangente (vedi
Teorema 9.6.13), che abbiamo denotato con T (C) e mp,(C, Tp,(C)) = 2 (vedi Proposizione 9.6.1).

Definizione 9.7.3. Diremo che un punto P = (z, ) di una conica C di equazione f(z,y) =

0 e singolare per C' se
(6f(9c,y) af(w)) —~ (0,0).
ox 7 ay (z0,y0) ’

Altrimenti il punto P € C si dira semplice o non singolare.
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Proposizione 9.7.4. Sia C' C A% una conica degenere.
a) Se C e unione di due rette distinte passanti per un punto F,, allora:
- By e il solo punto singolare di C;
— ogni retta per P, e tangente a C'in tale punto;
— se P # Py, la retta tangente a C'in P ¢ la retta componente di C' passante per P.

b) Se C é unione di due rette parallele e distinte allora C non ha punti singolari.

c) Se C é doppiamente degenere allora ogni punto di C' e singolare e ogni retta per esso e tangente
aC.

a) Possiamo assumere (a meno di rototraslazione) che Py sia I'origine O = (0,0) e che C abbia
equazione
f(x,y) = x(ax +by) = 0

con b # 0, in quanto per ipotesi C' é costituita da due rette distinte. -) Sia P = (Z,7) € C; allora

(&f(ﬂf,y)) P <5f(w,y)) .
It )y Y )@z

Il punto P ¢ singolare se e solo se (T,7y) é una una soluzione del sistema

2ax +by =0
bx =0

quindi se e solo se P = (0,0). -) Se 7, : (2,y) = A(m, n) é una qualungue retta per I'origine,

T =m
Tmn N C Sy =2An = Xm(am +bn) = 0.
z(ax +by) =0

Quindi, per ogni [m,n| # [0, 1] e [m,n]| # [b, —a] si ha
mo(C,rmn) =2

elergy er,_q che sono esattamente le due componenti di C, intersecano C' in O infinite volte.
Pertanto ogni retta per O e tangente a C' in O. -) Per concludere, calcoliamo Tp(C) dove P # PF.
Ora, invece, supponiamo che P = (0, 0) e che C' abbia equazione:

flz,y) =z(az+by+c)=0
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con ¢ # 0, in quanto P e non singolare, per ipotesi. Una rettar : (x,y) = A(m,n) é tangente a C se
e solo se A = 0 ¢ soluzione (almeno) doppia dell’equazione:

dm(Aam+Xbn+c¢) =0 = (am?® 4+ bmn)\* + meA = 0

e cio accade se e solo se mc = 0; tenendo conto che ¢ # 0, deve essere m = 0 e quindi r e la retta
x =0, da cui la tesi.

b) Analoga all’ultima parte del caso (a).

c) Sia ora C l'unione di due rette coincidenti. Possiamo supporre che C abbia equazione

flz,y) :=2>=0.

Poiché
of(x,y) 9f (. y)
ox Jy

le due derivate parziali sono entrambe nulle in tutti i punti della retta x = 0 e quindi in tutti i punti
di C, che risultano dunque singolari. Infine si verifica facilmente che ogni retta che incontra C' e
tangente a C.

Valgono anche i viceversa della prima e della terza proprieta enunciate nella precedente proposi-
zione.

= 2z, =0

Proposizione 9.7.5. Se C ¢ una conica con un punto singolare allora é degenere. In particolare,

a) se C ha un solo punto singolare Py, allora C' é semplicemente degenere e precisamente e I'unione
di due rette passanti per Py (eventualmente complesse e coniugate);

b) se C ha due punti singolari, allora ogni suo punto é singolare e in tal caso C' e doppiamente
degenere.

Proviamo dapprima che, se C' e una conica con (almeno) un punto singolare, allora C' e degenere.
Possiamo supporre (a meno di una traslazione) che C, avente equazione (9.6.1), sia singolare in
Py = (0,0). Allora, per definizione, entrambe le derivate parziali si annullano in Py, cioe il sistema

(O
w = 2anxr+2apy+2a3 = 0
T
(9.7.1)
0
M = 2a12x+2a22y+2a23 = 0
L Oy
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ha per soluzione (xq,yo) = (0,0); pertanto a15 = aq3 = 0. Sostituendo tali relazioni nell equazione
(9.6.1) di C e tenendo conto del fatto che ass = 0, in quanto la conica passa per I’origine, si ha:

C: ana’>+2apry+axny? =0.

Chiaramente tale equazione rappresenta I'unione delle due rette

. _ 2

rTIoany = (—a12 + 1/ ajy — a11a22> x
. _ 2

S anny = (—a12 — ais — anagg) xT.

a) Se I'origine é il solo punto singolare di C, allora il sistema (9.7.1) ha come unica soluzione (0, 0),
dunque il determinante della matrice dei coefficienti ay1ass — a3, ¢ non nullo. Pertanto le rette r ed
s, determinate prima, sono distinte.
b) Se C ha due punti singolari, e degenere per quanto visto sopra, ma non puo essere semplicemente
degenere per la Proposizione 9.7.4-(a) — (b); pertanto deve essere doppiamente degenere e quindi ogni
suo punto e singolare per la Proposizione 9.7.4-(c).

I risultati della Proposizione 9.7.4 e Proposizione 9.7.5 si possono riassumere immediatamente nel
seguente:

Teorema 9.7.6. Sia C' C A? una conica. Valgono i sequenti fatti:
a) se C e non degenere allora non ha punti singolari;
b) C e unione di due rette incidenti se e solo se ha un solo punto singolare;

c) C' e doppiamente degenere se e solo se ha due (o, equivalentemente, infinti) punti singolari.

Vedremo che nel piano proiettivo vale anche il viceversa dell’ implicazione (a) e che il caso (b)
comprendera anche la configurazione di due rette parallele (e quindi descrivera tutte le coniche sem-
plicemente degeneri).

Concludiamo questo paragrafo tornando nel piano euclideo per risolvere una questione posta alla
fine del Paragrafo 4.5, cioe determinare asse e vertice di una parabola.

Precedentemente abbiamo osservato come e possibile determinare la direzione dell’asse di una
parabola in forma generale (vedi Proposizione 9.5.9). Per determinare il vertice di una parabola
e necessario tuttavia applicare la nozione di retta tangente, osservando preliminarmente che una
parabola é una conica non degenere e quindi ammette un’unica retta tangente in ogni suo punto (vedi
Teorema 9.7.6 e Teorema 9.6.13).
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Lemma 9.7.7. Si consideri una parabola C' C E? di vertice V. Allora V' & 'unico punto di C' in cui
la retta tangente e ortogonale all’asse della parabola.

Poiché si tratta di provare proprieta geometriche (euclidee), come al solito possiamo dimostrarle
per una parabola in forma canonica. Sia dunque

C: f(z,y) =2 —2py =0.

E chiaro che il verticedi C' ¢ V = (0,0) e che x = 0 & l'asse. La retta tangente a C' in un suo punto
Py = (0, yo) & parallela al vettore

)= (0 20) gy

Si ha che (2p, 2x,) e ortogonale all’asse x = 0 se e solo se

(2p,220), (0,1)) =0 <= 29 =0 <= Py =(0,0) = V.

Osservazione 9.7.8 (Metodo per la determinazione dell’asse e del vertice di una parabola). Sia C
una parabola e siano B ed A le matrici ad essa associate in un sistema di riferimento (O; z, y).
Ricordiamo che la matrice A ha un autovalore nullo e I’altro non nullo; sia questo «. Deno-
tando i rispettivi autospazi con Wy e W, essi sono ortogonali in quanto A & simmetrica reale.
Abbiamo visto che 'asse di C' ha per giacitura W, (per la Proposizione 9.5.9), dunque W, &
la giacitura della retta tangente a C nel vertice, per il Lemma 9.7.7.

Procedura

i) Si determinano gli autospazi W, e W,,;
i1) siary, la generica retta di giacitura W, con
T ax +by+ h =0.
Si impone che r, sia tangente a C' e si determina il valore h, per cui cio accade.

i17) Per il Lemma 9.7.7, la retta r,, € la tangente a C nel vertice. Dunque V := C' Ny, el
vertice di C.

iv) L'asse di C' & dunque laretta L =V + W,,.

Osservazione 9.7.9 (Metodo alternativo).  i') Come ).
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i1") Si calcola il vettore tangente ¢ p(C') a C' in un suo generico punto P.

i7i") Siimpone che tp(C) sia ortogonale a Wj; in tal modo si determina il punto in cui cio
accade: tale punto e il vertice.

iv") Infine si determina l’asse come prima.
Esempio 9.7.10. Vogliamo determinare 1’asse e il vertice della parabola
C: 4r* +doy+9y* —22+4y—1=0.
Poiché le matrici associate a C' sono
po(2 1 2] as (i)
-1 2 -1

si ha: det(B) = —25 # 0 e det(A) = 0; quindi C e proprio una parabola.

Calcoliamo l'autospazio W, di A, cioe lo spazio delle soluzioni del sistema AX = 0;
poiché tale sistema ha rango 1, in quanto det(A) = 0, esso risulta equivalente ad una sola
delle due equazioni, ad esempio: 2z + y = 0. Pertanto W, = ((1,—2)). Consideriamo la
generica retta ortogonale a (1, —2) (e quindi parallela alla tangente nel vertice):

rn: x—2y+h=0.

La retta ), € tangente a C' se e solo se i due punti che costituiscono 7, N C coincidono se e
solo se il sistema

Thﬂ02 {x:2y_h

42y —h)?* +4Q2y —h)y+y* =22y —h)+4y—1=0

ha due soluzioni coincidenti. Si impone tale condizione alla seconda equazione (in y):
25y% — 20hy + 4h* +2h —1=0 = A/4 =25(1 —2h).

Quindi A = 0 se e solo se hy = 1/2; otteniamo dunque la retta tangente nel vertice:

cx =2y —1/2.

Tho

Pertanto il vertice V' & dato da

B _ r=2y—1/2 x=2y—1/2
Vi=raNC: {25y2—10y—|—1:0 = {(5y—1)2:0

e quindi il vertice e il punto V' = (—1/10,1/5). Infine l’asse & la retta per V' parallela
all’autospazio Wy = ((1, —2)):
2z +y = 0.
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Esempio 9.7.11. Vogliamo determinare 1’asse e il vertice della parabola nell’esempio prece-
dente
C: 42 +d4oy+y* —20+4y—1=0

usando il secondo metodo proposto nell’Osservazione 9.7.8. Come prima, si determina
Wy = ((1,—2)). Si calcola poi il vettore tangente a C nel suo generico punto Py = (o, yo):

b (C) = (_ngy,y)’ 3f(09;, y)>PO _

= (—4r —2y — 4,8z + 4y — 2)p, =
= 2(—21’0 — Yo — 2,4%0 + 2y0 - 1)

Imponiamo la condizione tp, (C) L W, cioe
(=20 —yo — 2,4z0 + 2yo — 1), (1,-2)) =0 = 2z +yo=0.

Inoltre F, deve appartenere a C, quindi essere soluzione del sistema:

2r0 +yo =10
4x3+4x0y0+y§—2x0+4y0—120
da cui
Yo = —2T¢ _ _
{_10%_1:0 = 1x9=-1/10, yo=1/5.

L’asse si determina come nell’esempio precedente.

9.8 C(lassificazione delle coniche affini

Al fine di classificare le coniche del piano affine (reale o complesso), dobbiamo usare alcuni risultati
analoghi a quelli visti per le coniche del piano euclideo. Qui denotiamo con A? il piano affine A3,
dove K =Ro C.

Ricordiamo brevemente il Teorema ??, Capitolo 1, dove viene descritta la variazione delle coor-
dinate di un punto di A? rispetto a 2 sistemi di riferimento (O,B) e (O',B'). Se X = ‘(z,y),
X'=4a',y), P = ME eC ="*(c1,c) ¢ la colonna delle coordinate di O rispetto a (O, B'), allora
si ha

X'=PX +C.
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Si osservi che, in questo caso, P non e necessariamente una matrice ortogonale (come nel caso del pia-
no euclideo B?) ma semplicemente invertibile. Denotiamo i suoi elementi con P = (p;;). Utilizzando
la notazione — introdotta in (2.1.4), Capitolo 1 — si ponga

_ b1 P12 G
Q= |pa p2 c
0 0 1

Come ricordato, P € GL(2, K) e quindi Q € GL(3,K).

Con tali notazioni, vale I'analogo del Teorema 9.3.2, dove veniva descritto come varia I’equazione
di una conica rispetto a 2 riferimenti cartesiani di E*. Omettiamo la dimostrazione in quanto identica
a quella del teorema citato.

Teorema 9.8.1. Siano (O;x,y) e (O';2',y') due riferimenti affini di A* e siano P e @ come sopra.
Sia C' C A? una conica e siano B e A le matrici di C nel riferimento (O;x,y). Poste

B :='QBQ e A :='PAP

allora B' e A’ sono matrici associate a C' nel riferimento (O";2',y’). In particolare A e A’ sono
congruenti e B e B' sono congruenti.

Corollario 9.8.2. Il rango della matrice completa B di una conica é un invariante affine. Se K = R,
anche il segno di det(A) e un’invariante affine.

Dimostrazione. Immediata conseguenza della Proposizione ??. O
Possiamo dimostrare il risultato fondamentale di questa sezione.

Teorema 9.8.3 (Classificazione delle coniche nel piano affine reale). Ogni conica del piano affine
reale A2 (costituita da almeno un punto) e affinemente equivalente a una delle seguenti:

1r =y parabola

2r 2t =1 parabola degenere
3 2rP+y*=1 ellisse

4g 2*+y*=0  ellisse degenere

bp a?—yt= iperbole
6g  2?—y*=0  iperbole degenere
R =0 conica doppiamente degenere

Inoltre le precedenti coniche sono, a due a due, non affinemente equivalenti.
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Utilizziamo il Teorema 9.4.6 di classificazione delle coniche in B e mostriamo che le famiglie ivi
elencate sono equivalenti a una delle coniche di questo enunciato. Come al solito, denoteremo con B
la matrice associata a una conica della lista del Teorema 9.4.6. Per ognuna di esse, individueremo una

matrice @ € GL(3,R) tale che t@B@ risulti la matrice associata a una conica nella lista 1g, . . ., Tg.
(P) Vediamo in dettaglio la prima famiglia parabolica cioe

7’ =qy, q#0

la cui matrice associata é

1 0 0
B=\|0 0 —q/2
0 —¢/2 0
Sia
N 1 0 0
Q=10 1/q O
0 0 1
Si ha
L 1 0 0
QB =10 0 1/2
0 1/2 0

che e associata alla conica x* = y.
Per le prossime famiglie, citiamo solo la matrice
occorre considerare la matrice

. La seconda famiglia parabolica e x* = ¢*; qui

Q:=

o o
oo O
— o o

Con un semplice calcolo si vede che t@B@ e associata alla conica x* = 1.
(E) La prima famiglia ellittica & x> + p*y? = ¢*. Usando la matrice

Q:=

S O

0 0
q/p O
0 1

si vede che 'QBQ & associata alla conica 22 + y? = 1. La seconda famiglia ellittica & x> + p*y® =
Usando la matrice

Q:=

O O =

0 0
I/p 0
0 1
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si vede che t@B@ e associata alla conica x* + y* = 0.

(I) Le matrici () necessarie sono le stesse del caso (E) e trasformano le coniche delle famiglie
2 — p*y? = ¢? e x* — p*y? = 0, rispettivamente, nelle coniche 5y e 6.

(D) La conica doppiamente degenere é esattamente Tg.

Per provare che le coniche dell’enunciato sono a due a due non affinemente equivalenti, conside-
riamo la sequente tabella

r3(B) det(A)

Ir 2=y 3 0
2]R LE221 2 0
3R l‘2+y2:1 3 +
4R 2+ =0 2 +
bt -yt = 3 -
6  22—9y2=0 2 -
R 2% = 1 0

Per il Corollario 9.8.2 si ha la tesi.
Vediamo I'analogo risultato nel caso complesso.

Teorema 9.8.4 (Classificazione delle coniche nel piano affine complesso). Ogni conica del
piano AL ¢ affinemente equivalente a una delle seguenti:

Ic =y parabola

Ilc ?=1 parabola degenere

IIlc 2*4+y?>=1  conica a centro

IV > +y*=0  conica a centro degenere

Ve =0 conica doppiamente degenere

Inoltre le precedenti coniche sono, a due a due, non affinemente equivalenti.

Basta mostrare che le seguenti coniche sono affinemente equivalenti a una di questo enunciato:

(a) quelle elencate nel Teorema 9.8.3: 1g, ..., Tg;
(b) quelle considerate nell’Osservazione 9.4.7, cioe le famiglie
2 >y
=7 <0 e E—i_b_?:_l'

(a) Chiaramente basta esaminare le coniche bg e 6g. La prima ha equazione 2> — y* = 1 e sia B
la matrice associata. Basta scegliere come matrice () € GL(3,C) la sequente

Q=

o O =
O = O
_ o O
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In tal modo, t@B@ ¢ associata alla conica x* + y* = 1. Del tutto analogo il caso della conica 6.
(b) La famiglia x* = ~, ~ < 0 va trattata come la seconda famiglia (P) nella dimostrazione del
Teorema 9.8.3: basta scegliere la matrice

(0
Q=10 1 0] e GL(3,C)
0 01

e si prova che é affinemente equivalente alla conica IIc.
Infine Iellisse immaginaria é affinemente equivalente alla conica 111 attraverso la matrice

B wia 0 O
Q=0 i 0] eGL(3,C).
0 0 1

L’ultima affermazione si prova come nel Teorema 9.8.3: qui é sufficiente esaminare il rango di B e la
nullita di det(A).

Dallo studio precedente, si ha il sequente risultato che caratterizza le coniche affini degeneri e non
degeneri e che é analogo a quello visto per le coniche euclidee (Teorema 9.4.2).

Corollario 9.8.5. Sian C' C A% con K = Ro C. Allora - C ¢ non degenere se e solo se rg(B) = 3; - C
e semplicemente degenere se e solo se rg(B) = 2; - C' e doppiamente degenere se e solo se rg(B) = 1.

Per il Corollario 9.8.2, il rango di B e un invariante affine. Quindi basta provare la tesi per le
coniche dell’enunciato del Teorema 9.8.3 (nel caso reale) o del Teorema 9.8.4 (nel caso complesso). La
tesi seque immediatamente dal calcolo dei ranghi nella parte finale delle rispettive dimostrazioni dei
due teoremi citati.

In analogia a quanto visto nel Capitolo 3 sulla chiusura proiettiva di un sottospazio affine di A",
introduciamo I'analoga nozione per le coniche del piano affine.

Definizione 9.8.6. Si consideri un polinomio in due variabili a coefficienti in un campo K e
di grado d:

f(xy) € Klz,yl.
Diciamo polinomio omogeneizzato di f rispetto a x, e lo denotiamo con F =" f, quello definito
da
F($0,$1,.T2) = ng (ﬂ7 ﬁ) .
Lo Lo

Esempio 9.8.7. Se f(z,y) = 2> +y—1le F ="f, allora

2
T T

2 1 2 2 2

F(xo,x1,02) =25 | 5+ — — 1| = 2] + 2029 — 23
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Ricordiamo I'immersione del piano affine nel piano proiettivo (vedi Paragrafo 3.5)
jo : AQ — ]P)Q
definita da

(:E,y) = [vay] = [ZIZ’(),$1,ZB2], dove r=—Yy=—

E chiaro dunque che, se C C A? & una conica di equazione f(x,y) = 0, allora

Jo(C) = {[xovxlaxQ] { hf(ffo,%,@) = $3f (ﬂ, 2) =0, xg # 0} .

o o
Se togliamo la limitazione xq # 0, otteniamo il seguente sottoinsieme di P2.

Definizione 9.8.8. Se C' C A? ¢ una conica di equazione f(r,y) = 0, diciamo chiusura
proiettiva di C, e la indichiamo con C, il sottoinsieme di P? definito da

F(xzg,x1,29) = x%f (ﬂ, E) =0.

To To

Inoltre, diciamo punti impropri di C' i punti del piano proiettivo dati da C N {zy = 0}, cioe
quelli le cui coordinate omogenee soddisfano il sistema

Come vedremo nel prossimo risultato, i punti impropri di una conica affine sono utili per classi-

ficarla facilmente. Prima di procedere, cambiamo la notazione (vedi (9.6.1)) usata fino ad ora per la
generica conica affine.

Definizione 9.8.9. La generica conica di A% & data da

f($, y) = a11 $2 + 2a12 Y + Qo2 y2 + 2&01 T + 2@02?/ “+ agp = 0 (981)
dove a;; € K, e dunque la sua matrice completa e la sua matrice della forma quadratica risultano,
rispettivamente,

Qoo Qo1 QAp2
B=lan an an|, A= i)
a1z Q2

Qo2 A1z (22
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Teorema 9.8.10 (Classificazione delle coniche affini via i punti impropri). Sia C C AZ una
conica non degenere. Allora

- C e una parabola <= ha 2 punti impropri reali e coincidenti;

- C eun’ellisse <= ha 2 punti impropri complessi e coniugati;

- C e una iperbole <= ha 2 punti impropri reali e distinti.

Per definizione, i punti impropri di C' sono soluzioni del sistema

a1 .Z'% + 2 A12 T1T2 + Q29 $§ + 2 Qg1 Tox1 + 2 Qo2 ToTa + aool'g =0
Ty = 0

0, equivalentemente, del sistema

a1 l’% -+ 2&12 T1To + A99 Z'g =0
To = 0 '

Poiché la prima equazione ha come discriminante — det(A), si conclude con il Teorema 9.4.2.
Concludiamo con una nota nozione sulle iperboli nel piano euclideo.

Definizione 9.8.11. Sia C' C E? un’iperbole. Si dicono asintoti di C' le due rette (reali e
distinte) passanti per il centro di C' e per i suoi punti impropri.

Osservazione 9.8.12. Se I'iperbole C' é data in forma canonica

2 2

T C . . Ty Ty 2

— - = = cioé in coordinate omogenee — — — = 1z
a? b2

i suoi punti impropri sono Py, = [0, a,b] e Qs = [0, a, —b] e il centro & I'origine ovvero [1, 0, 0].
Pertanto gli asintoti sono

rp. 1 bry —axe =0, 1o bry +ary =0.
Esercizio C2. Gli asintoti sono le rette tangenti all’iperbole nei suoi punti impropri (estenden-

do in modo naturale la Definizione 4.6.1 di retta tangente a una conica in un suo punto al piano
proiettivo...).

9.9 Coniche proiettive

Quanto visto alla fine del precedente paragrafo induce a introdurre la sequente nozione.
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Definizione 9.9.1. Si dice conica del piano proiettivo P% il luogo C dei punti le cui coordinate
omogenee soddisfano un’equazione di secondo grado omogenea del tipo

2 2 2
C: a1l Iy + 2 A12 T1T2 + Q99 Ty + 2&01 ToX1 + 2@02 ToTo + QooLy = 0

dove a;; € K o, sinteticamente,

2
C: Z a;jriz; =0, a;; = aj, Vi,j.
i,j=0
Si dice matrice associata a C'
Qoo  Go1 Qo2
B=1apn a ap
Qp2 Q12 G22

e quindi si dice equazione matriciale di C' quella espressa come
Lo

(aso 1 :vg) Blxz | =0.
T2

In analogia con quanto visto per le coniche affini, si prova in modo del tutto simile il sequente
risultato.

Teorema 9.9.2. Siano [xg, x1, x2] € [}, 2}, ¥h] due sistemi di coordinate omogenee di P3; e sia « :
P2 — P% il cambio di coordinate omogenee associato a una matrice Q € GL(3, K) dove

/
| =Q | 7}
To xh

Sia C' C P% una conica di matrice B rispetto alle coordinate [z, x1, xo] e matrice B' rispetto alle
coordinate [z(, z, x]. Allora

B ='QBQ.

Definizione 9.9.3. Due coniche C e C’ di P% si dicono proiettivamente equivalenti se esiste una
proiettivita a : P53, — P% tale che o(C) = C".

Corollario 9.9.4. Le matrici associate a due coniche proiettivamente equivalenti sono congruenti.

Ricordando che matrici congruenti hanno lo stesso rango (vedi Proposizione ??), si ottiene imme-
diatamente il sequente fatto.
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Corollario 9.9.5. 1l rango di una matrice associata a una conica e un invariante proiettivo.
Per questo, se C' e una conica proiettiva di matrice B, denoteremo il rango di B anche con rg(C).

Definizione 9.9.6. Una conica C' C P si dice semplicemente degenere se & unione di due rette
distinte e doppiamente degenere se & unione di due rette coincidenti. Altrimenti, diremo che C
€ non degenere.

1l sequente risultato, che caratterizza le coniche proiettive degeneri e non degeneri, é analogo a
quello visto per le coniche euclidee (Teorema 9.4.2) e a quello relativo alle coniche affini (Corolla-
ri0 9.8.5).

Partiamo da un semplice fatto.

Osservazione 9.9.7. La matrice completa B di una conica C' C A%, con la notazione intro-
dotta in (9.8.1), & esattamente la stessa della sua chiusura proiettiva C' C P%.

Teorema 9.9.8. Sia C' C P% una conica di matrice associata B. Allora:

1. rg(B) =3 <= C ¢ non degenere;

2. 1¢(B) =2 <= C e semplicemente degenere;

3. 1g(B) =1 <= C e doppiamente degenere.

Ci sono due possibilita: o C' e la chiusura proiettiva di una conica affine o C' é degenere e una
sua componente e la retta impropria. Nel primo caso, per I’Osservazione precedente, si conclude con

il Corollario 9.8.5 che stabilisce I'analogo risultato per le coniche affini. Nel secondo caso, la conica
C C P% deve essere di uno dei sequenti tipi:

zo(axg +bry +cra) =0 o x5 =0.

Con un calcolo immediato, si vede che nel primo caso rg(B) = 2 e nel secondo rg(B) = 1.
Ricordiamo il sequente importante risultato di Algebra lineare.

Teorema 9.9.9 (Teorema di Sylvester). Sia K il campo complesso o quello reale e si consideri una
forma bilineare simmetrica
p:K"x K" — K.

Allora esiste una base C di K" tale che la matrice M¢ () e diagonale. Equivalentemente, ogni
matrice simmetrica e congruente a una diagonale.

Vediamo le conseguenze nei casi complesso e reale, rispettivamente.
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Teorema 9.9.10 (Trasformazione ad assi principali su C). Si consideri una forma bilineare simme-

trica
G:C"xC"— C.

Allora esiste una base B di C" tale che la matrice Mg (3) e

(3 o)

(dove gli zeri rappresentano matrici nulle di ordini opportuni). Equivalentemente, per ogni matrice
simmetrica B € M™"(C) esiste una matrice () € GL,,(C) tale che

e (5 1)

Per il Teorema 9.9.9, sia C = {vy,...,v,} una base di C" tale che M (/3) e diagonale. A meno
di riordinare i vettori di C, possiamo supporre

A O ... 0 ... 0
0O X ... 0 ... O
MeeB) =10 0 ... A ... 0
0O 0 ... 0 0
O o0 ... 0 ... 0
dove \; # O peri =1,...,r. Si considerino ora gli scalari (che esistono in C)
Qi,...,q, taliche o =X, Vi=1,...,r
e i vettori
U1 Uy
Wy 1= —, ..y Wy i= —, Wpy1 := Upg1, .., Wy 1= Up.
(03] (7%
E’ immediato calcolare, per i = 1,...,r:
Vi Uy B(vi, v
a; O s
Mentre,peri =r+1,...,nsiha
B(wi, w;) = B(vs,v;) = 0.
Dungue, posta B = {wy, ..., w,}, si ha che Mg g(/3) e come richiesta nell’enunciato.
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Teorema 9.9.11 (Trasformazione ad assi principali su R). Si consideri una forma bilineare simme-
trica
B :R" xR" — R.

Allora esiste una base B di R™ tale che la matrice Mp (3) e

0
—I,
0

o OS5
o oo

(dove gli zeri rappresentano matrici nulle di ordini opportuni). Equivalentemente, per ogni matrice
simmetrica B € M™"(R) esiste una matrice () € GL,(R) tale che

I, 0 0
‘QBQ=10 -1, 0
0 0 O
Analoga alla precedente, ma in questo caso si riordinano gli elementi della diagonale Ay, . .., Ay, A\pi1,

in modo che
AN>0, 1=1,....p; N<0, 72=p+1,....,p+q.

Infine, si scelgono gli o; in modo che o? = \;, peri=1,...,p,eal = -\, peri=p+1,...,p+q.

Definizione 9.9.12. Se B € M™"(R) € una matrice simmetrica congruente alla matrice

0
—I,
0

O OG5
o oo

diciamo che la coppia di interi (p, ¢) e la segnatura di B.

Definizione 9.9.13. Diciamo segnatura di una conica C' C P2 la segnatura (p, ¢) di una sua
matrice associata B, supponendo p > ¢ (non é restrittivo, in quanto anche —B & associata
alla stessa conica).

Osservazione 9.9.14. Per il Teorema 9.9.11, la segnatura (p, ¢) di una conica C' C P§ & un
invariante proiettivo (con p > ¢). Inoltre p + ¢ = rg(C).

Osservazione 9.9.15. Si noti che un cambio di nome delle coordinate omogenee nell’equa-
zione di una conica C corrisponde ad applicare un cambio () di riferimento proiettivo, e
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quindi non si influenza né il rango né la segnatura di C. Ad esempio, lo scambio zy <> x5
corrisponde alla matrice

o = O

00 1
Q=10 1 0] € GLy(R).
100

Osservazione 9.9.16. Il Corollario 9.9.5 e i Teoremi 9.9.10 (nel caso complesso) e 9.9.11 (nel
caso reale) di Trasformazione ad assi principali forniscono immediatamente la lista delle pos-
sibili equazioni delle coniche del piano proiettivo e quindi la classificazione delle coniche
proiettive.

Tuttavia, nelle dimostrazioni dei prossimi teoremi, si costruiscono esplicitamente i cambi
di coordinate proiettive che “unificano” alcuni tipi di coniche affini. Le dimostrazioni risul-
tano in tal modo costruttive (anche se ridondanti). Inoltre si verifica, nel caso reale, che due
coniche sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno la stessa segnatura.

Teorema 9.9.17 (Classificazione delle coniche proiettive reali). Ogni conica di P% ¢ proiettivamente
equivalente a una delle sequenti:

(Dr xg+ i+ a3 =0

(IDg a4+t —2i=0

(I11g w+a?=0
(IV)r x5 —x; =0
(V)r =0

Utilizziamo la tabella compilata alla fine della dimostrazione del Teorema 9.8.3 sulla classificazio-
ne delle coniche di A2, riscrivendo (i polinomi che definiscono) le coniche in coordinate omogenee e
aggiungendo due coniche degeneri (che denotiamo con S e D, semplicemente e doppiamente) aventi
la retta impropria come componente. Inoltre aggiungiamo I'ellisse immaginaria (che denotiamo con
E) che si era omessa nella classificazione affine in quanto priva di punti reali. Invece della colonna
che riportava il determinante di A, consideriamo la colonna della segnatura (p, q), avendo osservato
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chep+q=1r3(C)ep>q.

r8(C)  (p,q)
1]R I% — XoT2 3 (2, 1)
2r r? — 2l 2 (1,1)
3 2P+ xi—ad 3 (2,1)
4 T3+ a3 2 (2,0)
Sbp x¥— 13—} 3 (2,1)
6r x? — a3 2 (1,1)
7R Z‘% 1 (1)
E i+ ai+1} 3 (3,0)
D T3 1 (1)
S oI 2 (1, 1)

Proviamo ora che le sequenti coniche sono proiettivamente equivalenti:

-) 1g ~ 3g ~ Bg ~ (II)r Cambiando segno e nome alle variabili (zy <> x1), Sg diventa 3g.
A sua volta, quest'ultima e congruente a (11)g, cambiando nome alle variabili. Infine, il cambio di
coordinate () applicato alla conica 1g, dove

1 0 1 0 0 —1/2
o=(0o 10|, B=( 0o 1 o0
10 1 ~1/2 0 0
si ottiene la matrice
1 0 0
'QBQ=10 1 0
00 —1

associata alla conica (11)g.
-) 2g ~ 6g ~ S ~ (IV)g: analogo.
-) Tg ~ D ~ (V)g: immediato.
-) Infine si osservi che E ¢ la conica (I)g e che 4g ~ (I11)g con un semplice cambio di variabili.

Teorema 9.9.18 (Classificazione delle coniche proiettive complesse). Ogni conica di P e proiettiva-
mente equivalente a una delle sequenti:

(ND)e ai+zi+23=0
(SD)c w2+a?=0
(DD)e 22 =0
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dove le precedenti sigle significano, rispettivamente, non degenere, semplicemente degenere,
doppiamente degenere.

Per il Teorema 9.9.17, é sufficiente mostrare che:
-) (I)gr ~ (I1)g attraverso una matrice () € GL(3,C);
-) (I11)g ~ (IV)g attraverso una matrice ' € GL(3,C). Immediatamente si verifica che

).
1 00 1 0 0
Q=101 0 e Q=1[0 4 0
0 0 =2 0 01

soddisfano i precedenti requisiti.

Concludiamo questo paragrafo sulle coniche nel piano proiettivo studiando le intersezioni di una
conica e una retta in P5., quando K = R o K = C, completando e generalizzando i risultati riguardo
alle coniche affini (vedi Proposizione 9.6.1, Proposizione 9.6.6 e Definizione 9.6.7).

Proposizione 9.9.19. Una conica non degenere e una retta hanno esattamente due punti di interse-
zione in P2, eventualmente coincidenti.

Siano C' la generica conica e r la generica retta di P? di equazioni

2
C: Z Qi T T5 = 0, T b()$0 + b1$1 + bgﬂ?g = 0.
i,j=0
Non e restrittivo supporre by # 0; posti ¢; := —by /by e co := —ba/by, sihar : xy = 121 + CaTa.
Quindi
2
Cmr:{ZMﬂ‘%%% = 0

Zo = 11+ Caxy

e sostituendo si ottiene, con opportuno cambio di nomi dei coefficienti,

Cr: @111‘% —+ 20&121’11’2 + 0422(%% = 0
' Zo = C1X1 + C2Z2

Se la prima equazione é di secondo grado, avendo i coefficienti complessi ed essendo omogenea, am-
mette 2 radici in C* (e tutte quelle proporzionali), che denotiamo con (yy,ys) e (21, 22). Tali soluzioni
possono essere coincidenti. Sostituendole, rispettivamente, nella seconda equazione, otteniamo i due
punti di intersezione di C e r:

[c1y1 + Yo, Y1, Ya),  [C121 + c220, 21, 22].

Altrimenti I'equazione suddetta diventa l'identita 0 = 0 e quindi sono soluzioni del sistema tutti i
punti tali che xy = cyx1+ coxo. In altre parole, CNr = r, quindi C sarebbe degenere, contro 'ipotesi.
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Definizione 9.9.20. In P2 siano C' una conica non degenere, r una retta e C Nr = {P,Q}.
Se P # (), diciamo che C' e r sono secanti in P e () e che la molteplicita di intersezione di C' e
rin P (rispettivamente, in @) & 1; scriveremo mp(C,r) = 1 (rispettivamente, mq(C,r) = 1).
Invece, se P = (), diciamo che C' e r sono tangenti in P e scriveremo mp(C,r) = 2 0 anche
Cnr={P?*}.

Osservazione 9.9.21. Si puo provare che, se P € C sono una conica non degenere e un
suo punto del piano affine A? e t = Tp(C) & la retta tangente a C' in P, allora (attraverso
I'immersione j, : A? — P?) la chiusura proiettiva f ¢ la retta tangente a C' in P, nel senso
della definizione precedente.

Esempio 9.9.22. Nel piano euclideo complesso una parabola e il suo asse si incontrano in
un solo punto (il vertice). Nel piano proiettivo, hanno invece due punti in comune, secondo
quanto visto nella precedente Proposizione. Vediamo un caso numerico. Siano C : y = z? e
r: 2 = 0. La loro intersezione in P? ¢ data da

9 _ _
C’ﬂr:{xl Tory = 0 = {xl =0 = [2’8’

(@n)
o =
]
<

T =0 Toly =

Il primo dei due & un punto improprio (non rilevabile in E?), e precisamente ¢ il punto
improprio dell’asse r.

9.10 Dualita e sistemi lineari

Nel Capitolo 3 abbiamo introdotto I'equazione cartesiana di un iperpiano H : aoxo+ - - -+ apx, =0
nello spazio proiettivo P},. Chiaramente questa non é unica: piit precisamente, i suoi coefficienti sono
determinati a meno di una costante moltiplicativa non nulla. Dunque un iperpiano non individua
una (n + 1)-upla di K" bensi infinite (n + 1)-uple proporzionali, cioe un punto di ;.

Ad esempio, se r & una retta di P? di equazione cartesiana

T agTo + a1x1 + asre = 0,

essa individua univocamente il punto di P? dato da |ag, ay, as).

E chiaro, inoltre, che le coordinate omogenee del punto [ao, a1, as] dipendono dall’equazione di r e
dunque dal riferimento proiettivo che si e fissato nel piano contenente r.

Per evitare confusione, useremo una notazione e una denominazione diversa per lo spazio proiet-
tivo di dimensione 2 a cui appartiene [ag, a1, az).

Definizione 9.10.1. Il piano proiettivo i cui punti rappresentano, come sopra, tutte le rette
di P% si dice piano proiettivo duale e si denota con (P%)* (equivalentemente, si puo definire
come P((K3)*)).
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Esplicitamente: se IP%{ é dotato di coordinate omogenee |xg, x1, x2), a una retta r di IP’fK corrisponde
il punto r* di (P%)* secondo la seguente corrispondenza biunivoca

§: ArettediP%} «+— (P%)*

definita da

rioapTo+ a1y + agro =0 <— " =ag, ay, as).

Scambiando i ruoli di P% e (P%)* (o, equivalentemente, di punti e rette), & naturale definire un’altra
corrispondenza, anch’essa biunivoca,

5 PL «—  {rettedi (P3)*}
definita da (rispetto alle coordinate omogenee [z, 21, 22| di (P%)*)
P =|ag,aq,00] +—  P*: apzo+ a1z + aeze =0

Definizione 9.10.2. Le due corrispondenze 4 e 0* sopra definite costituiscono la relazione di
dualita fra P, e (P%)*.

Esempio 9.10.3. Il punto che rappresenta la retta r : 2z9g—x1+5ze = 0&1r* = [2,—1,5] € (P?)*.
La retta che rappresenta il punto P = [3,0, 1] & la retta di (P?)* di equazione P* : 3zy+ 2z = 0.

Nella relazione di dualita si mantengono la relazione di appartenenza e quella di inclusione, ma
i “soggetti” vengono scambiati. Lasciamo per esercizio la dimostrazione delle semplici proprieta
elencate qui di seguito.

Proposizione 9.10.4. Se P ¢ un punto e r una retta di % allora
Per < r*e P
Se A e B sono due punti distinti e r e una retta di P allora
A Ber < r"=A"NB"
Se P & un punto e r e s sono due rette distinte di 3. allora
P=rnNs < r* s € P".

Dalla prima proprieta segue immediatamente che le rette di un fascio di rette di centro P sono
rappresentate da tutti e soli i punti della retta P* di (P?)*.
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Osservazione 9.10.5. Dalla terza proprieta segue che le rette del fascio Fp, generato da r e
s, corrispondono ai punti della retta P* di (P?)* passante per i punti r* e s*. Esplicitamente:
si consideri il fascio di rette di centro P in P?

.Fp : )\(aol'o +aixy + CLQ.%Q) + ,U(bol'o + bll'l + bz%g) =0.

Allora tutte e sole le rette di Fp sono rappresentate dai punti di (P?)* appartenenti alla
retta P* passante per i punti [ag, a1, az] € [by, b1, bo]. Pilt precisamente, se r) , € Fp il punto
corrispondente nel piano duale & A[ag, a1, as] + p[bo, b1, ba).

Esempio 9.10.6. Vogliamo rappresentare in (P?)* le rette del fascio di centro P = [1,2, 3], sia
in forma cartesiana che in forma parametrica. Come visto, I'insieme richiesto € una retta del
piano duale. Per ottenere la sua equazione cartesiana basta osservare che tale retta e

P 2o+ 22 + 32 =0.

D’altro canto, due rette passanti per P sono, ad esempio 1 — 229 = 0 e 9 — 3z9 = 0.
Prendendo tali rette come generatori del fascio, abbiamo

Fp: Mxy — 2x0) + p(xe — 3x0) = 0.
Quindi P* e la retta passante per [-2,1,0] e [-3,0, 1], cioe
P* 1 (20,21, 22] = A[-2,1,0] + pu[-3,0,1]
e questa e l'equazione parametrica richiesta.

Infine osserviamo che le rette di Fp si ottengono da tutte le rette di P? imponendo la condizione
lineare di passaggio per P. Nell’esempio precedente P = 1,2, 3] e si impone alla generica retta del
piano

T 20T + 2171 + 2009 = 0

la condizione lineare
20 + 221 + 322 = 0,

che, come visto, e l'equazione cartesiana di P*. Quindi i parametri omogenei [z, z1, z2] devono
soddisfare un’equazione lineare omogenea. Risolvendo tale equazione, ad esempio ricavando z, =
—221 — 32y, si ottiene la generica retta del fascio di centro P (avendo posto X := z; e j1 1= 2):

(W (—2>\ — 3u)xo + )\1’1 + pro = 0.
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*

In modo del tutto analogo, si definisce lo spazio proiettivo duale di P}, e si denota con (P} )*.
Come prima, si pone la relazione di dualita fra P} e (P;)* stabilita da é e 6*, dove

§: Aiperpiani di Py} +—  (PR)*

e definita da
H: azo+ - +ax,=0 <+— H" =]lag,...,a,.
e
0 Py «—  {iperpiani di (P})*}
e definita da (rispetto alle coordinate omogenee [z, . . ., z,| di (P}%)*)

P=lag,...,;0n] — P": apzo+--+apz, =0

Anche in questo caso, vale la proprieta analoga a quella vista prima: se P e un punto e H un iperpiano
di P%. allora
PeH < H"ecP".

Pertanto l'insieme degli iperpiani di P}, passanti per un fissato punto P é parametrizzato dai punti
dell'iperpiano P* di (P})*. Come nel caso precedente, il passaggio per un punto e un esempio di
condizione lineare.

Definizione 9.10.7. Si dice sistema lineare di iperpiani di dimensione r una famiglia di iper-
piani di P} i cui coefficienti sono parametrizzati da un sottospazio proiettivo di (P} )* di
dimensione r.

Esempio 9.10.8. Consideriamo il sistema lineare dei piani di P*:
S agro + a1y + asxs + azry =0
e imponiamo la condizione lineare di passaggio per il punto P = [—1, 2, 3, 4]. Quest’ultima &
—ag + 2a1 + 3as + 4a3 = 0.
Pertanto ag = 2a; + 3ay + 4as e il sistema lineare dei piani passanti per P risulta dunque
Sp: (2a1 4 3as + 4as)zg + ayx1 + asws + azxs = 0

ed & di dimensione 2: infatti & parametrizzato dal piano di (P?)* di equazione —z + 221 +
32y + 423 = 0. Richiedendo anche il passaggio per @ = [0, 2, 1, 1], si ha l'ulteriore condizione
lineare

2&1 +as + a3 = 0
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quindi, complessivamente, si ottiene un sistema lineare omogeneo di rango 2:

—a0+2a1+3a2—|—4a3 =0 — apg = —6a1—a2
2061 +as+a3 =0 a3 = —2a1—ay’

Il sistema lineare dei piani passanti per P e () risulta dunque
SP,Q . (—6&1 — ag)JTo + 121 + a2 + (—2(11 — GQ)ZEg =0

e chiaramente ha dimensione 1: € un fascio di piani. Infine, imponendo il passaggio per un
terzo punto R = [1,0,0, 0] si ottiene un sistema lineare omogeneo di rango 3 e, di conse-
guenza, un sistema lineare di piani di dimensione 0, cioé un unico piano. Determinarlo per
esercizio.

Definizione 9.10.9. Diciamo che p condizioni lineari omogenee sui coefficienti degli iperpia-
ni di P”?, con 1 < p < n, sono indipendenti se il rango del sistema lineare omogeneo costituito
da tali equazioni e uguale a p.

Osservazione 9.10.10. Il sistema lineare degli iperpiani di P" che soddisfano p condizioni
lineari indipendenti ha dimensione n — p. Infatti & parametrizzato dal sottospazio proiettivo
di (P")* che e intersezione dei p iperpiani indipendenti corrispondenti ciascuno a una delle
condizioni lineari.

Abbiamo visto prima che un esempio di condizione lineare é il passaggio per un punto fissato.
Dall’Osservazione precedente seque dunque immediatamente il sequente risultato.

Proposizione 9.10.11. Sia 1 < p < nesiano Py, ..., P, punti proiettivamente indipendenti di
P, Allora il passaggio per tali punti impone agli iperpiani di P™ esattamente p condizioni lineari
indipendenti. Dunque il sistema lineare degli iperpiani passanti per P, ..., P, ha dimensione n — p.

Si considerino le coordinate omogenee dei punti
Pi:[a’i()?ail?"'uain]; Zzl,,p

Per ipotesi, tali punti sono indipendenti e quindi (vedi il Corollario 7.3.9 e la Definizione 7.3.10) la
matrice A € KP"*1, avente per righe le loro coordinate, ha rango p. D’altra parte, il passaggio per
P, ..., P, impone ai coefficienti z; del generico iperpiano zoxo + - - - + 2,2, = 0 di P" di soddisfare
il sistema lineare omogeneo

AZ =0, dove Z:="20,...,2).

Pertanto AZ = 0 e costituito da p equazioni indipendenti e il suo spazio delle soluzioni é un sot-
tospazio vettoriale di K™*' di dimensione n + 1 — p. Il suo proiettivizzato e quindi un sottospazio
proiettivo di (P™)* di dimensione n — p, come volevamo.
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9.11 Fasci di coniche

Introduciamo ora una costruzione come quella precedente, ma nell’ambito delle coniche del piano
proiettivo. A una conica di P? := P% (con K = R o C) di equazione

C: aooxg + 2 ag1 Ty + 2 gy ToTy + 11 T2 + 2419 129 + agy 25 = 0 (9.11.1)
si puo associare l'insieme dei suoi possibili coefficienti
{& (aco, aor, avz, a1, arz, az) | k € K}
che ¢ un punto dello spazio proiettivo P°. In tal modo, si individua una corrispondenza biunivoca:
¢ {conichediP?} +— P°

definita da

¢ = [aoo,a01,a02,a11,a12,a22].

Tale applicazione é ben definita. Nel sequito denoteremo quindi, i coefficienti [ago, ao1, Goz, @11, G12, A22]
della generica conica anche con le coordinate omogenee [z, . . . , 25| di P°.

Esempio 9.11.1. Il punto di P° associato alla conica y = 3z2, secondo la corrispondenza v
sopra definita, € (0,0, —1/2,3,0,0].

Diciamo dunque che le coniche del piano sono parametrizzate da P°.

Definizione 9.11.2. Si dice sistema lineare di coniche di dimensione r una famiglia di coniche di
PP? i cui coefficienti sono parametrizzati da un sottospazio proiettivo di P° di dimensione r,
con0 <r <5,

In particolare, le coniche del piano costituiscono un sistema lineare di dimensione 5, che e l'intero
P°. E una sola conica ¢ un sistema lineare di dimensione 0.
In analogia con quanto visto nel paragrafo precedente, introduciamo la seguente nozione.

Definizione 9.11.3. Si dice condizione lineare sulle coniche di P? un’equazione lineare omo-
genea nei coefficienti della generica conica. In altri termini, & ’equazione di un iperpiano di
P°, dove quest’ultimo parametrizza (tramite ¢) le coniche di P?, dunque & della forma

Mmozo + -+ + mszs = 0,

dove m; € K per ogni i.
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Esempio 9.11.4. Sono condizioni lineari sulle coniche di P? le equazioni aj; + az2 = 0 (o,
equivalentemente, 23 + 25 = 0), 2a12 — 3ap2 = 0 (0, equivalentemente, 224 — 32, = 0), ecc.

Definizione 9.11.5. Diciamo che s condizioni lineari sulle coniche sono indipendenti se il
sistema lineare omogeneo costituito da tali equazioni ha rango s, i.e. e del tipo

MZ =0, dove M€ K*® rg(M)=s

avendo posto
7 =" =t
= [20721722, 33724725] = [a()(]a a01,a02,a11,a12,a22].

In altri termini, se il sistema lineare omogeneo MZ = 0 ¢ 'equazione cartesiana di un
sottospazio proiettivo di P> avente codimensione s.

Da questa definizione seque che il numero s di condizioni indipendenti deve verificare 1 < s <'5.
Si ha immediatamente il sequente fatto.

Proposizione 9.11.6. Le coniche di P* che soddisfano s condizioni lineari indipendenti costituiscono
un sistema lineare di coniche di dimensione 5 — s.

L’esempio piit semplice di condizione lineare e il passaggio per un punto.

Esempio 9.11.7. Determinare la condizione lineare che esprime il passaggio per P = [1, 0, 0]
e 'equazione del sistema lineare Sp (di dimensione 4) di tutte le coniche per P.
Imponiamo il passaggio per P alla generica conica di equazione (9.11.1), ottenendo ag =
0. Pertanto
Sp : 2 aop1 Tor1 + 2 Aoz ToTo + a1 SL’% + 2 A19 T1T2 + Qo2 Z‘% =0.

Si noti che ha dimensione 4 in quanto parametrizzato dall’iperpiano di P° di equazione
2y = 0. Infatti, nell’equazione di Sp compaiono 5 parametri omogenei indipendenti.

Vogliamo trovare un risultato analogo a quello della Proposizione 9.10.11, cioe determinare il
numero e la posizione reciproca di punti che impongano condizioni indipendenti al sistema lineare
delle coniche.

Ricordiamo che, in P? il numero massimo di punti proiettivamente indipendenti & 3 (vedi Defini-
zione 7.3.10), quindi dovremo utilizzare la nozione pitt ampia di punti in posizione generale.

Lemma 9.11.8. Si consideri un sistema di s condizioni lineari indipendenti sui coefficienti (con
1<s5<4)
MZ =0, M= (my)ec K" (9.11.2)

e si consideri una ulteriore condizione lineare

hoZ() + -+ h5Z5 = 0. (9113)
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Allora le s + 1 condizioni

5. MZ = 0
' h020+"'+h525 =0

sono indipendenti se e solo se esiste almeno una conica che soddisfa (9.11.2) ma non soddisfa (9.11.3).

Per ipotesi rg(M) = s o, equivalentemente, per la Proposizione 9.11.6, dim Sy; = 5 — s, dove Sy
e il sistema lineare delle coniche che soddisfano la (9.11.2) .
Inoltre, per lo stesso motivo, le s + 1 condizioni in ¥ sono indipendenti se e solo se

rg M =s5+1
ho hy hy hs hy hs

e questo equivale a dim Sy, = 5 — (s + 1). Poiché si hanno le inclusioni di sottospazi proiettivi
Sz - SM C ]P)5

é chiaro che dim Sy, = 5 — (s + 1) se e solo se la precedente inclusione é stretta se e solo se se esiste
almeno una conica che soddisfa (9.11.2) ma non soddisfa (9.11.3).

Teorema 9.11.9. Si consideri il sistema lineare di equazione (9.11.1) costituito da tutte le coniche di
P? e si imponga ad esso il passaggio per i punti Py, ..., P, dove 1 < s < 5. Se tali punti sono in
posizione generale, allora le s condizioni lineari corrispondenti sono indipendenti.

Proviamo I'affermazione nei vari casi.

(a) Se s = 1, l'affermazione e immediata.

(b) Se s = 2 e Py, P, sono distinti, allora le 2 condizioni lineari corrispondenti sono indipendenti.
Infatti, per il Lemma 9.11.8, basta trovare una conica che contiene P, ma non Ps. Poiché i punti sono
distinti, esiste una retta r per Py e non per Py; basta considerare la conica doppiamente degenere 1.

(c) Se s = 3 e P, P, Py non sono allineati (e in particolare sono distinti), allora le 3 condizioni
lineari corrispondenti sono indipendenti. Infatti, per il punto (b) le 2 condizioni di passaggio per P
e P, sono indipendenti. Dunque, per il Lemma 9.11.8, basta trovare una conica che contiene Py e P,
ma non Py. Poiché i 3 punti non sono allineati, se r & la retta per Py e Py, allora Py & r. Dungue r? &
una conica che prova la tesi.

(d) Se s = 4 e Py, P5, P5, P, sono in posizione generale (e in particolare sono distinti), allora
le 4 condizioni lineari corrispondenti sono indipendenti. Infatti, per il punto (c) le 3 condizioni di
passaggio per Py, P», P sono indipendenti. Dunque, per il Lemma 9.11.8, basta trovare una conica
che contiene Py, Py, P; ma non Py. Sia r & la retta per Py e P, e s é la retta per P e Ps, dall’ipotesi si
ha che Py & (r U s) e quindi r U s é una conica che prova la tesi.

(e) Analogo: concludere per esercizio.

Tale risultato, con la Proposizione 9.11.6, ha due immediate conseguenze.
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Corollario 9.11.10. Per 5 punti in posizione generale passa una ed una sola conica.

Esercizio C3. Si provi che per 5 punti, dei quali al massimo 3 sono allineati, passa una ed una
sola conica.

Corollario 9.11.11. Le coniche del piano passanti per 4 punti in posizione generale costituiscono un
sistema lineare di dimensione 1.

Tali sistemi lineari saranno I'oggetto di studio di quest’ultima parte del corso: vedremo come
descriverli e come classificarli.

Definizione 9.11.12. Un sistema lineare di coniche di dimensione 1 si dice fascio di coniche.

Un fascio & parametrizzato da una retta di P° del tipo

(20, -, 25 = Mo, ..., a5] + pl[Bo, - - -, B5)-

Mediante la corrispondenza biunivoca 1, al punto [z, . . ., z5| corrisponde la conica } , ; a;;z;x; = 0,
mentre ai punti [, . .., as) e [Bo, . . ., B5) corrispondono, rispettivamente, due specifiche coniche C' e
D di equazioni

C: f(xo,z1,22) =0 e D: g(xo,z1,22) = 0.

Pertanto ogni conica del fascio e descritta da un polinomio omogeneo di secondo grado del tipo
Zazjwi%‘ = M (2o, ¥1, 2) + pg (20, 71, 72).
i7j

Definizione 9.11.13. L'equazione

F /\f($07$17372) +N9($0,5E1,$2) =0, (9.11.4)

con [\, u] € P, si dice equazione cartesiana del fascio F. Inoltre le coniche C' : f(xg, z1,22) =0
eD: g(xg,x1,22) = 0sidicono generatori di F.

Anche in questo contesto (come accadeva per i fasci di rette nel piano o i fasci di piani nello spazio),
i generatori di un fascio di coniche non sono univocamente individuati. Anzi, una qualunque coppia
di coniche distinte del fascio puo generare il fascio stesso. Inoltre, dall’equazione (9.11.4) e chiaro che
un punto é comune a tutte le coniche di un fascio se e solo se appartiene a entrambi i generatori.

Definizione 9.11.14. Un punto P del piano si dice punto base di un fascio F se appartiene a
tutte le coniche di F.
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Esempio 9.11.15. Calcoliamo i punti base del fascio
F i Az +y* —1) + pzy = 0.

Come osservato, sono i punti comuni ai due generatori e quindi corrispondono alle soluzioni
del sistema

24,2 1 _
{x Te=l =00 041, (+1,0).

Y = 0

Nel prossimo paragrafo classificheremo i vari tipi di fasci a seconda dei loro punti base. Iniziamo
qui con una prima suddivisione relativa alle coniche degeneri e non degeneri.

Proposizione 9.11.16. Sia F un fascio di coniche in P2. Allora si presenta uno e uno solo dei due
casi:

i) F contiene esattamente 3 coniche degeneri, eventualmente coincidenti;

it) JF e costituito solo da coniche degeneri.
Sia C) , la generica conica di F della forma
Capt M (o, w1, 22) + pg(wo, 21, 22) = 0
dove

f($0,$1,$2) = Zaiﬂi%’, 9(1'079617372) = Zbijxix]‘
,J ,J

sono due polinomi omogenei di secondo grado che definiscono i due generatori di F, rispettivamente.
La matrice associata alla conica C) ,, &

Aago + pboo  Aaor + prbor  Aagz + bz
By, = | Ao + pbor  Aaiy + pbin Aaig + pbio
Aagz + ptboz  Aaiz + pbia Aaga + pubag

Per il Teorema 9.9.8, la conica C) ,, é degenere se e solo se det(B) ) = 0. Chiaramente, det(B, )
é un polinomio omogeneo in X e p. Se é non nullo, tale polinomio ha grado 3 e quindi ha 3 radici (e
tutte quelle proporzionali), non necessariamente distinte, che denotiamo con

Al Aoy pa),  [As, )

Dunque C\y, ,,,, per i = 1,2, 3, sono tutte e sole le coniche degeneri di F. Se invece det(B) ) € il
polinomio nullo allora ogni conica C' ,, e degenere.
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Definizione 9.11.17. Un fascio di coniche si dice degenere se tutte le sue coniche sono dege-
neri. Si dice non degenere altrimenti.

Nella ricerca dei punti base di un fascio si puo procedere determinando i punti comuni a due
generatori del fascio stesso. E naturale dunque chiedersi in quanti punti si incontrano due coniche.

Teorema 9.11.18. Due coniche in P% senza componenti comuni si intersecano esattamente in 4
punti, eventualmente coincidenti.

Siano C'e D due coniche di P?. Ci sono 3 possibilita: I') entrambe sono degeneri; in tal caso, poiché
non hanno componenti in comune, la tesi segue banalmente. 11) Una é degenere e I'altra no. In tal
caso, sia C' non degenere e D = r U s (con r e s coincidenti o meno). Allora CND =CN(rys) =
(CNr)u(Cns) esiconclude con la Proposizione 9.9.19. 111) Entrambe sono non degeneri. I punti
di intersezione di C' e D sono i punti base del fascio (non degenere) F generato da C' e D. Ma, per la
Proposizione 9.11.16, F contiene almeno una conica degenere D'; si ha C N D = C'N D’ e si conclude
con quanto visto nella parte (11).

Definizione 9.11.19. Siano C' e D due coniche di P senza componenti comuni. Definiamo
la molteplicita di intersezione di C' e D in un punto comune P, e la denotiamo con mp(C, D),
come segue:

i)Se CND ={P,, P, P;, P,} alloramp,(C,D) = 1 perognii = 1,2,3,4;

ii)Se C N D = {P, P, P3} e Tp (C) = Tp (D) allora mp,(C,D) = 2 (e mp,(C,D) =1 =
mp,(C, D)). Scriveremo anche C' N D = {P?, P, P3}. In tal caso, diremo che C' e D sono
tangenti in P;.

iii) Se C N D = {P, P} e Tp(C) = Tp(D), peri = 1,2, allora mp,(C,D) = 2, peri = 1,2.
Scriveremo anche C'N D = {P}, P?}. In tal caso, diremo che C' e D sono tangenti sia in P,
che in P,.
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iv)Se CND = {P, P} eTp(C) = Tp (D), ma Tp,(C) # Tp,(D) allora mp, (C,D) = 3.
Scriveremo anche C' N D = { P}, P,}. In tal caso, diremo che C' e D sono osculanti in P;.

v) Se C N D = {P} allora mp,(C, D) = 4. Scriveremo anche C N D = {P{'}. In tal caso,
diremo che C e D sono iperosculanti in P;.

Corollario 9.11.20. Un fascio non degenere di coniche ha esattamente 4 punti base in P%, eventual-
mente coincidenti.

Per definizione, in un un fascio non degenere F c’é (almeno) una conica non degenere C. Se D
e un’ulteriore conica di F, possiamo considerarle come generatori del fascio. Pertanto i punti base
di F, come osservato in precedenza, sono esattamente i punti di C' " D. Essendo C' non degenere,
non ha componenti in comune con D e quindi, per il Teorema 9.11.18, C' N D e costituita da 4 punti,
eventualmente coincidenti.

Tale risultato e il Corollario 9.11.11 suggeriscono che la “configurazione” dei punti base di un
fascio di coniche ne determina la struttura.

Quanto visto finora per i fasci di coniche proiettive, puo essere espresso in modo analogo nel piano
affine o euclideo, come mostra il seguente esempio.

Esempio 9.11.21. Determinare il fascio F generato dalla circonferenza di centro 1’origine e
raggio 1 e dall’'unione degli assi cartesiani di E?. 1l fascio richiesto ha equazione, in E?,

F:Ma?+9* — 1)+ pry = 0.
Lo stesso fascio & descritto in P? dall’equazione

F o Mad + a5 — x3) + pryry = 0.

9.12 Classificazione dei fasci di coniche

Abbiamo visto nel Paragrafo 11 che I'esempio piu semplice di condizione lineare sulle coniche é il
passaggio per un punto. Ma non e l'unico. Infatti, anche se la tangenza a una retta data impone una
condizione quadratica sui coefficienti della generica conica, la tangenza a una retta in un suo punto
equivale a due condizioni lineari, come mostra il sequente risultato.

Lemma 9.12.1. In PZ la tangenza a una retta t in un suo punto P impone al sistema lineare delle
coniche due condizioni lineari indipendenti.
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Si verifica (per esercizio) che non é restrittivo supporre chet : x5 = 0e P = [1,0,0]. Come al
solito, consideriamo 'equazione (9.11.1)

C: (1001'3 + 2 g1 Tox1 + 2 Qo2 ToTo + A1 .’L'% + 2&12 T1ZT9 + a9o .ng = 0.
Imponiamo il passaggio per P, ottenendo aoy = 0. Intersecando C' e t si ha

2&01 Tox1 + aqq 1’% =0 $1<2 Qg1 To + a1 1’1) =0
=
i) =0 i) =0

e quest’ultimo sistema ha per soluzione P? se e solo se agy = 0. Si osservi, infine, che le condizioni
ago = 0 e agy = 0 sono indipendenti.

Nel seguito, siano Py, Py, P3, Py € P% e r;; la retta per P, e P;, per i,j = 1,2,3,4. Si prova
(usando il Teorema fondamentale delle proiettivita) che non é restrittivo fissare i punti e le rette in
gioco e operare nel piano euclideo.

Proposizione 9.12.2. Siano Py, P, P, P, punti distinti e in posizione generale e sia F la famiglia
delle coniche avente tali punti come punti base. Allora F é un fascio non degenere e le sue 3 coniche
degeneri SOmo Cl =T Uy, CQ =193 U1y, Cg = Toq UTys.

La famiglia F e un fascio per il Corollario 9.11.11. Inoltre Cy,C5,C5 € F e sono le uniche
degeneri contenenti i 4 punti.

Proposizione 9.12.3. Siano Py, P,, P; punti distinti e in posizione generale (cioé non allineati) e sia
t una retta contenente Py ma non Py e P,. Sia F la famiglia delle coniche passanti per i 3 punti e
tangentia t in Ps. Allora F e un fascio non degenere, le sue 3 coniche degeneri sono ri3Urys (contata
due volte) e t U 115 e i suoi punti base sono Py, Py, P3.
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Possiamo scegliere Py = (1,0), P, = (0,1), P = (0,0) et : x4y = 0. La generica conica
tangente a t in Py ha equazione

az? + Bry +yy* — d(x +y) = 0.

Imponendo il passaggio per Py e P, si ottengono, rispettivamente, le condizioni § = a ey = . La
famiglia richiesta é dunque
F:ra@@+y —z—y)+Bry=0

che risulta un fascio di coniche. La generica conica di F e
Cop: 20(2* +y* —x—y)+ 282y =0

e la sua matrice associata e

0 —ao —«a
Byg=|—-a 2a S
—a [ 2«
Essendo det(B, 5) = —2a%(2ac — f3), si deduce che F contiene esattamente 3 coniche degeneri (dun-

que & un fascio non degenere) ottenute per o> = 0 e per 3 = 2a. Esse sono xy = 0 (contata 2 volte),
cioe r13 U re3, € la conica

Py —y+22y=0 = (v+y)(z+y—1)=0
che risulta essere t U 9. Infine, i punti base di F si ottengono intersecando, ad esempio, le due
coniche degeneri:

{(x+y)(l’+y—1) — 0 7 y=0=a(z—1

ottenendo (0,0)2, (0, 1), (1,0).

xy =0 x:():y(y—lg
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Proposizione 9.12.4. Siano P, e P, due punti distinti e s e t due rette distinte tali che P, € s,
P &t P,et, Py, ¢ s SiaF la famiglia delle coniche tangentia s in Py ea t in P,. Allora F é un
fascio non degenere, le sue 3 coniche degeneri sono ri, (contata due volte) e s U t e i suoi punti base
sono P?, P.

Come prima, si possono scegliere (nel piano euclideo) i punti P, = (0,0), P, = (1,0) e le rette
s: x=0,t: o —1=0. La generica conica tangente a s in P, ha equazione

az? + Bry +yy* — dx = 0.

Imponendo la tangenza a t in P, si ottengono le ulteriori condizioni § = o e = 0. La famiglia
richiesta e dunque
F:a@®—z)+vy°=0.

che e chiaramente un fascio di coniche. I generatori sono coniche degeneri e precisamente x(x — 1) =
0 ¢ l'equazione di s U t, mentre y* = 0 ¢ la conica doppiamente degenere r3,. Per verificare che
quest’ultima e contata due volte, basta calcolare il determinante della matrice della generica conica
Cl del fascio F, come nella Proposizione precedente. Analogamente, per il calcolo dei punti base si
possono intersecare le due coniche degeneri ottenendo

{x<xy; D _ 8 = (0,0)% (1,0)

come volevamo.
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Proposizione 9.12.5. Siano C' una conica non degenere, P, e P» due punti distinti di C e t :=
Tp, (C) la retta tangente a C'in Py. Sia F la famiglia di coniche I' tangenti a t in Py, passanti per P,
e tali che mp, (I',C') = 3. Allora:

i) JF e un fascio non degenere;
ii) "unica conica degenere di F e r12 Ut (contata 3 volte);
iii) i punti base di F sono P} e Py;
iv) comunque scelte due coniche I'y, I’y € F, si ha mp, (I',I'y) = 3.
i) — 4i) Si possono scegliere, come al solito, P, = (0,0), P, = (1,0) et : x = 0. Si osservi

anzitutto che le 3 condizioni (tangenza a t in P, e passaggio per P) determinano un sistema lineare
di coniche di dimensione 2. Si vede facilmente che il suo elemento generale e del tipo

I': a2’ + 2Bzy + vy — ax = 0.
Una di esse e la conica C, la cui equazione si ottiene scegliendo opportuni valori dei parametri:
C: azx®+2bxy + cy* — ax = 0.

Si verifica facilmente che C' e non degenere se e solo se ac # 0. Ora imponiamo che I sia osculante
Cin Py: posti C N T = {P?, P, Q}, imponiamo cioé che Q coincida con P;. Ponendo a sistema le
equazioni di C'e I, questo e equivalente al sistema tra I'equazione di C' e

y(az? + 2bzy + ¢y — ax) — c(az® + 282y + yy* — ax) =0

da cui

zl[(va — ac)x + 2(yb — pe)y — (ya — ac)] = 0.
Si ottengono dunque due sistemi: dal primo si ha C' N {x = 0} e quindi P?. Il secondo fornisce le due
intersezioni fra C' e la retta

r: (ya—ac)r 4+ 2(yb— Be)y — (ya—ac) =0

cioe il punto Py = (1,0) e 'ulteriore punto Q). E evidente che Q = P, se e solo se P, € r se e solo se
va — ac = 0. Imponendo tale condizione a I' si ottiene dunque un’equazione per la famiglia F che
risulta essere

F:  az® +2Bry+ alc/a)y® —ax =0

o anche, denotando con h il coefficiente numerico c/a,
F: a(x*+hy* —z)+ 282y = 0.
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Quindi F e un fascio. Considerando la matrice della generica conica di F, il suo determinante risulta
—ha? /2, che risulta nullo se e solo se a = 0. Infatti h = c/a # 0 in quanto C' & non degenere per
ipotesi. Pertanto I'unica conica degenere di F é xy = 0 contata 3 volte. Le affermazioni successive
sono lasciate per esercizio.

Proposizione 9.12.6. Siano C' una conica non degenere, P, € C' et := Tp, (C) la retta tangente a
C'in Py. Sia F la famiglia di coniche I tangenti a t in P e tali che mp, (I', C') = 4. Allora:

i) JF e un fascio non degenere;
it) 'unica conica degenere di F e t* (contata 3 volte);
iii) F ha P} come unico punto base;

iv) comunque scelte due coniche I'y,I'y € F, si ha

mp, (Fl, FQ) =4.

i) — it) Per il Teorema 9.9.18 (Classificazione delle coniche proiettive complesse), la conica
C e proiettivamente equivalente a x% + x3 — x2 = 0, che puod essere ricondotta, nel piano affine, alla
circonferenza x> + y* = 1. Con una opportuna rototraslazione possiamo dunque supporre che

C:2*+y*—20=0, P =(0,0).

Dunquet : x = 0. Imponendo le due condizioni lineari di tangenza a t in P, alle coniche del piano
si ottiene la famiglia
I':  ax®+2Bzy + vy + 6x = 0.

Consideriamo T’ N C:
ax?® + 2Bzy + yy? + o = 0
y? = —2242
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da cui

y? = —2?+ 2
(@ =) +2Bzy + (0 +27)x = 0
Le soluzioni sono date dall'unione delle soluzioni dei seguenti sistemi:
2 2
) y© = —a°+2z 2
T L
2 2
Y = -2+ 2
1) :
(Z1) {(a—fy)x+26y+5+2’y - 0

Affinché (x,y) = (0,0) sia soluzione, deve essere 6 + 2y = 0. Supponiamo [ # 0; allora il sistema e
equivalente a

v = -2+ 2
{ y = (y—a)z/28
da cui
(v — a)’z® = —43%2* + 83%w.
Tale equazione ha x = 0 come radice doppia se § = 0. Dunque, sostituendo nel sistema (11), si ha
2

(II) : {(a g 7)1. z —x20+ 2x - <0,0)2

Sostituendo le condizioni trovate (§ + 2y = 0 e 8 = 0) nell’equazione di I, si determina infine la
famiglia richiesta

F: ar®*+yy° —2yr =0
che risulta chiaramente un fascio. Considerando la matrice della generica conica di F, il suo deter-

minante risulta v3, che e nullo se e solo se v = 0. Pertanto 'unica conica degenere di F ¢ x* = 0
(contata 3 volte). Le affermazioni successive sono lasciate per esercizio.
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Teorema 9.12.7 (Classificazione dei fasci non degeneri di coniche). Sia F un fascio non dege-
nere di coniche di punti base Py, P, Ps, Py.
Allora F e di uno dei seguenti tipi:

i) fascio generale di coniche se Py, I, Ps, P, sono distinti e in posizione generale;

ii) fascio tangente di coniche se P, = P, Ps, P, sono distinti e non allineati; in tal caso le
coniche di F hanno la stessa tangente in P;

iii) fascio bitangente di coniche se P, = P, e P; = P, sono distinti; in tal caso le coniche di F
hanno le stesse rette tangenti in P, e in Ps;

iv) fascio osculante di coniche se P, = P, = P; e P, sono distinti; in tal caso due coniche di F
hanno molteplicita di intersezione 3 in P;

v) fascio iperosculante di coniche se P, = P, = P = P; in tal caso due coniche di F hanno
molteplicita di intersezione 4 in P,.

Dalle Proposizioni 9.12.2, 9.12.3, 9.12.4, 9.12.5, 9.12.6 segue la descrizione dei tipi di fasci
(¢),...,(v). Resta da provare che ogni fascio non degenere F é di uno di questi tipi. Per la Proposi-
zione 9.11.16, F contiene necessariamente una conica non degenere e una degenere, che indichiamo,
rispettivamente, con C' e D. Esaminiamo tutte le possibilita.

1. D=ruUs,conr #s. PostoQ :=rnNs,

1.1. Q ¢ C. La posizione reciproca di C' e delle componenti di D puo essere:
-1 e s sono secanti C; - r e secante e s e tangente a C. - r e s sono tangentia C;
Tali possibilita sono illustrate dalle Figure 1, 2, 3 e implicano, rispettivamente, che F e
un fascio generale, tangente o bitangente.
1.2. Q € C. La posizione reciproca di C' e delle componenti di D puo essere:
- r e s sono secanti C; - r e secante e s e tangente a C.

Tali possibilita sono illustrate dalle Figure 4 e 5 e implicano, rispettivamente, che F e un
fascio tangente o osculante.

2. D = r? La posizione reciproca di C e di r puo essere:
- r esecante C; - r e tangente a C.

Tali possibilita sono illustrate dalle Figure 6 e 7 e implicano, rispettivamente, che F e un fascio
bitangente o iperosculante.
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Esempio 9.12.8. Determinare 1’equazione della famiglia F delle coniche di A? per P, Py, Ps, Py,
specificando se F e un fascio e, in tal caso, di che tipo, dove

P =(1,0), P=(0,0), Py=(0,1), P =(22).

Per vedere se i 4 punti sono in posizione generale, occorre considerare le loro coordinate
omogenee attraverso I'immersione j, : A> — P? e quindi

P =[1,1,0, P, =][1,0,0], Py=1[1,0,1], Py=1[1,2,2].

Tali punti sono in posizione generale se e solo se tutti i minori 3 x 3 della matrice M sono
non degeneri, dove

I
— = =
O O =
_ o O

2 2

Questo accade, come si verifica facilmente. Dunque F € un fascio generale di coniche. In
particolare, € un fascio non degenere e contiene esattamente 3 coniche degeneri distinte.
Possiamo sceglierne 2 come generatori; ad esempio

C = 7“12U7"34, D = 7”13U7’24.
Si calcolano immediatamente:
C:ylx—2y+2)=0, D: (z+y—1)(z—y)=0

dunque
Fi dyle—2y+2)+pe+y—1)(z—y)=0.

Esempio 9.12.9. Determinare l'equazione in A? della famiglia F delle coniche osculanti C' in
P, e passanti per P, specificando se F & un fascio e, in tal caso, di che tipo, dove P, = (0, 2),
P,=(-1,0)e

C: 4> +y* +8x —4y+4=0.

Poiché P, € C (e C e osculante se stessa in ogni punto), allora C' € F. Questo risulta
quindi un fascio osculante di coniche generato, ad esempio, da C' e dalla conica degenere
D :=riUt,dovet =Tp (C).
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Posto f(x,y) il polinomio che definisce C, si calcola

of of
8_:1:}131 =8z + 8‘P1 =8, a_y|P1 =2y - 4’P1

quindi ¢ : x = 0. D’altra parte rj5 : 2e —y+2=0edunque D : (22 —y +2) =0, da cui
F: AM42® +y* +8x — 4y +4) + pr(2x —y +2) = 0.
Per descrivere i fasci degeneri di coniche, iniziamo con due semplici fatti.

Osservazione 9.12.10. Se un fascio F ha, tra i suoi punti base, 3 punti distinti allineati, allora
e un fascio degenere. Infatti, supponiamo che C' € F sia una conica non degenere e sia r la
retta contenente 3 punti base distinti P, %, P5. Allora (C' Nr) 2 {P, P>, P;}, ma questo &
impossibile per la Proposizione 9.9.19. Dunque non esiste una conica non degenere in F.

Osservazione 9.12.11. Non ¢ sufficiente che i generatori di F siano due coniche degeneri
affinche F sia un fascio degenere. Ad esempio, un fascio generale di coniche ha 3 coniche
degeneri distinte, dunque si possono scegliere 2 di queste per generarlo. Tuttavia ¢ una
condizione necessaria. Vedremo che due coniche degeneri generano un fascio degenere o
non degenere a seconda della posizione dei loro punti doppi.

Nel successivo Teorema, denotiamo con Gp il fascio di rette di sostegno P.

Teorema 9.12.12. Sia F un fascio degenere di coniche generato da due coniche semplicemente dege-
neri
Cl = T1U31, Cg = ’I“QUSQ

e siano
Pl::rlﬂsl, P2::T2m<92

i rispettivi punti doppi. Allora si ha uno e uno solo dei sequenti casi:

i) Cy e Cy hanno una componente in comune, per esempio vy = 1. In tal caso, I' € F se e solo se
I'=r Utdovet € GgeQ = s1 N sy. Inoltre i punti base di F sono tutti e soli i puntidinr e
il punto Q.

ii) Cy e Cy non hanno componenti in comune e Py = P,. In tal caso, se I' € F allora I' é unione
di due rette appartenenti a Gp,. Inoltre F ha come unico punto base Py, contato 4 volte.
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Si presentano i seguenti casi:

(a) Py € Cy e Py ¢ Cy. In questo caso Cy e Cy si intersecano in 4 punti in posizione generale,
pertanto F é un fascio generale di coniche; in particolare é non degenere, contro l'ipotesi.

(b) P, ¢ Cye Py € Cy. In questo caso P, appartiene a una sola delle componenti di Cy, ad
esempio Py € r1. In questo caso Cy e Cy si intersecano in 3 punti non allineati dei quali P, é contato
due volte, pertanto F é un fascio tangente di coniche, tutte aventi comune tangente ry nel punto P,
(vedi Proposizione 9.12.3). In particolare F é non degenere, contro l'ipotesi.

(c) PL € Cye Py € Cy, ma Py # P,. In questo caso la retta per P, e P, e una componente comune
di Cy e Cy (retta base). Pertanto Cy, = r U sy e Cy = 1 U s9. In un opportuno sistema di riferimento
si ha dunque

Ci: z(ax+biy+c) =0, Cy: x(agxr+by+c) =0

e quindi
F i dx(ax + by + 1) + px(agr + boy + ¢3) = 0.

Dunque la generica conica di F ha equazione
T [(AMarx + by + ¢1) + plase + boy + ¢2)] =0

e quindi e I'unione della retta base x = 0 e di una retta che varia nel fascio di rette generato da s, e
59, 0vvero in Gg.

(d) P, = P,. Consideriamo un sistema di riferimento in cui P, = O = (0,0), 7 : = =0e
ry: y = 0. Allora F ha equazione

F o Az(az + by) + py(asx + bay) = 0.
La sua generica conica e
Chp: a1z + \b1xy + pasxy + pboy® = 0

la cui matrice associata é

0 0 0
B)\,,u = 0 )\al (/\bl + M(lg)/?
0 (Aby + pay)/2 b

Pertanto C) , é degenere per ogni [\, p]. Con un semplice calcolo, si verifica che O = (0,0) é punto
doppio per ogni conica C) ,, dunque le sue componenti variano nel fascio di rette di centro O, come
volevamo.
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1=P3 S1

R / P2

S1 S2

Esempio 9.12.13. Determinare I’equazione della famiglia F delle coniche di A? per P, Py, Ps, Py,
specificando se F e un fascio e, in tal caso, di che tipo, dove

P = (1,0, Py=(0,0), Py=(0,1), Py=(-2,0).

Si procede come nell’Esempio 9.12.8, considerando la matrice le cui righe sono le coordi-
nate omogenee dei 4 punti e osservando che tali punti sono in posizione generale se e solo
se tutti i minori 3 x 3 della matrice M sono non degeneri, dove

1 1 0
1 0 0
M= 1 0 1
1 =2 0

In questo caso, invece, il minore costituito dalle righe diverse dalla terza ¢ degenere. Questo
significa che i punti Py, P», P, sono allineati: infatti appartengono tutti alla retta r : y = 0.
Pertanto ogni conica C' contenente tali punti deve contenere la retta 7. Quindi C' = r U s,
dove s & una qualunque retta per P;. Le coniche richieste costituiscono dunque un fascio
degenere avente r come retta base e P; come punto base.

A questo punto si scrive 'equazione del fascio di rette di sostegno Ps:

Fp,: A +pu(ly—1)=0
da cui il fascio di coniche richiesto ha equazione

y(Ar +u(y — 1)) =0.
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Teorema 9.12.14. Sia F un fascio degenere di coniche generato da due coniche degeneri C' e D delle
quali almeno D = t* e doppiamente degenere. Allora si ha uno e uno solo dei sequenti casi:

i) C = r U s e semplicemente degenere e P := r N s. Allora P € D. Inoltre - se C'e D non
hanno componenti comuni allora ogni conica I' € F e unione di due rette appartenenti a Gp e
F ha come unico punto base P, contato 4 volte. - se C' e D hanno una componente comune, ad
esempio C' = r U t, allora ogni conica I' € F é unione t e di una retta appartenente a Gp. In
particolare, F ha t come retta base.

ii) Anche C' = r? ¢ doppiamente degenere. Allora, posto QQ :=tNr,se ' € F allora T ¢ unione di
due rette appartenenti a Gg e F ha come unico punto base (), contato 4 volte.

Per esercizio (analogo al precedente teorema).
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