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Parte I - continuita e limiti

1 Premesse: lo spazio RV

Consideriamo 'insieme RY, costituito dalle N—uple (1,9, ...,zy), dove 1, xs,
...,z sono numeri reali. Indicheremo i suoi elementi con i simboli

., x", ...

Cominciamo con I'introdurre un’operazione di addizione in RY: dati due elementi
T = (z1,22,...,2N) e &’ = (2],2,...,2)), si definisce  + &’ in questo modo:

/ / / /
r+x = (r)+2], 22+ 2,...,any + ).

Valgono le seguenti proprieta:
a) (associativa) (x + ') + " =x + (2’ + ") ;

b) esiste un “elemento neutro” 0 = (0,0,...,0): sithaxz+0=x =0+ x;
c¢) ogni elemento = (r1,z2,...,xy) ha un “opposto”
(—x) = (—x1,—x2, ...,—xN): sithax+ (—x)=0=(—x) + x;

d) (commutativa) x + ' =’ + x .

Pertanto, (R, 4) ¢ un “gruppo abeliano”. Normalmente, si usa scrivere & — &’ per
indicare x + (—a’).

Definiamo ora la moltiplicazione di un elemento di RY per un numero reale: con-
siderati € = (x1,22,...,2N) € RY e un numero reale o € R, si definisce ax in
questo modo:

ax = (axy, e, ..., QLN).

Valgono le seguenti proprieta:

a) a(fz) = (af)z;



b) (a+ B)x = (ax) + (Bx);

c) a(x+x') = (ax) + (ax’);

d)lz==x.
Pertanto, con le operazioni introdotte, RV & uno “spazio vettoriale”. Chiameremo i
suoi elementi “vettori”; i numeri reali, in questo ambito, verranno chiamati “scalari”.

E utile introdurre il “prodotto scalare” tra due vettori: dati € = (z1,x2,...,2N)
ex = (x},xh,...,2), si definisce il numero reale - ’ in questo modo:

N
- x= Z T, .
k=1
Il prodotto scalare e spesso indicato con simboli diversi, quali ad esempio
(lx'), (), (zla'), (v,a).
Valgono le seguenti proprieta:
a)x-x >0;
b)rx-x=0 <& x=0;
o) (@+a) ' = (x-2")+ (@ - 2");
d) (ax) ' =a(x-);
e)x-x'=a - x;
A partire dal prodotto scalare, possiamo definire la “norma” di un vettore & =
(1'1,1'2, NN ,l‘N) :

=] = va -z =

Valgono le seguenti proprieta:

) [l > 0;
b) 2| =0 & z=0;
o) oz = |l |z ;

d) [l + 2’| < [l + [l='] -
Per dimostrare la d), abbiamo bisogno della seguente disuguaglianza di Schwarz.
Teorema 1 Presi due vettori x,x’, si ha
-2’ < || [|lz']].
Dimostrazione. La disuguaglianza ¢ sicuramente verificata se &’ = 0, essendo in tal

caso -’ =0 e ||&|| = 0. Supponiamo quindi &’ # 0. Per ogni « € R, si ha

0< ||z —ax'|?> = (- ax') - (x — ax’) = ||z|* — 20z - T’ + 2 ||2'|*.



Prendendo o = W x - x', si ottiene
2 1 ) 1 N2l 12 2 1 )
0 < [l —2w(w'$) +W($‘$)H$H = ||| _W(w'm)a
da cul la tesi. ]

Nota. La disuguaglianza di Schwarz diventa un’uguaglianza se e solo se i due vettori
sono linearmente dipendenti. Infatti, vale sicuramente I'uguaglianza se uno dei due
vettori ¢ nullo. Se sono non nulli e @ ¢ del tipo ax’, si ha

(o) - @'| = |allz’ - @'| = |of |2']|* = [laz'|[|’]] .

Viceversa, se sono non nulli e vale I'uguaglianza @ - &’ = ||z|| ||x'|, allora
2
T x x-x
— =1-2——0+1=0,
el [l e ]
per cui % = % I due vettori hanno la stessa direzione, per cui sono linearmente
dipendenti. Analogamente, se - @’ = —||x|| ||2’||, allora succede che II%H = —%.

Dimostriamo ora la proprieta d) della norma, usando la disuguaglianza di Schwarz:

lz+Z'|? = (x+2) (x+2)
= ||| + 2z - &' + |||
< lee)l® + 2l '] + |’
= (llll + [l='])?,

da cui la disuguaglianza cercata.

Notiamo ancora la seguente identita del parallelogramma, di semplice veri-
fica:
-+ 2| + |z — 2| = 2(]|z||* + ||2']|*) -

Definiamo ora, a partire dalla norma, la “distanza euclidea” tra due vettori
— !/ __ / / / .
T=(x1,22,...,2n) e X = (2],25,...,20):

d(x,z') = [l - z'|| =

D (g — ).

k=1

Valgono le seguenti proprieta:



a) d(x, ') > 0;
b)dx,')=0 < xz=2a,
c) dlx, ') = d(x', x);

Quest’ultima viene spesso chiamata “disuguaglianza triangolare”; la dimostriamo:

d(z, z") = |z — ="

= (@ —2)+ @@ -z
<z — || + [|=" — =]
=d(x, ') +d(x', x").

2 Spazi metrici

Dato un insieme non vuoto E, una funzione d : £ x E — R si chiama “distanza”
(su E) se soddisfa alle seguenti proprieta:

a) d(z,2') >0;

b) d(z,2') =0 < x=2a;

¢) d(xz,2") =d(2',x);

d) d(z,2") < d(xz,z') + d(z', 2")
(la disuguaglianza triangolare). L’insieme F, dotato della distanza d, si dice “spazio
metrico”. I suoi elementi verranno spesso chiamati “punti”.

Abbiamo visto che R, dotato della distanza euclidea, ¢ uno spazio metrico (nel
seguito, parlando dello spazio metrico RY, se non altrimenti specificato sottinten-
deremo che la distanza sia sempre quella euclidea). Nel caso N = 1, abbiamo la
distanza usuale su R : d(a, 8) = |a — 3.

E pero possibile considerare diverse distanze su uno stesso insieme. Ad esempio,
presi due vettori © = (z1,x2,...,zn5) e ' = (2], 25, ...,2), la funzione

N
do(x, @) = |og — |
k=1

rappresenta anch’essa una distanza in RY. Lo stesso dicasi per la funzione
des(x, ') = max{|zy — 2} | : k=1,2,...,N}.
Oppure, si puo definire la seguente:

- 0 sex=a,
d(x’xl):{ 1 sex #ax.

Anche questa € una distanza, per quanto strana possa sembrare.



Dati g € E e un numero p > 0, definiamo la palla aperta di centro zg e raggio

B(xo,p) = {z € E:d(z,20) < p};

analogamente definiamo la palla chiusa

B(xo,p) ={x € E: d(z,30) < p},
e la sfera
S(a0.p) = {x € E: d(w,x0) = p}.

In R, ogni intervallo! ]a, b[ & una palla aperta e ogni intervallo [a, b] & una palla
chiusa: si ha

]a’b[:B<a+b b—a>7 [a’b]:B(ame b—a)‘

2 72 2 72
Una sfera in R & quindi costituita da due soli punti.

In R2, con la distanza euclidea, una palla & un cerchio: la palla aperta non
comprende i punti della circonferenza esterna, la palla chiusa si. Una sfera & sem-
plicemente una circonferenza.

Se in R? consideriamo la distanza d, definita in precedenza, una palla sara un
quadrato, con i lati inclinati di 45 gradi, avente xy come punto centrale. Una sfera
sara il perimetro di tale quadrato. Se invece consideriamo la distanza d,., la palla
sara ancora un quadrato, ma con i lati paralleli agli assi cartesiani.

Se invece prendiamo la distanza d, su un qualsiasi insieme FE, allora

_ {.Io} sep<1, o) _ {:EU} sep<l,
B(x()?p)_{ E se p>1, B('anp)_ E sep>1,

per cui

Stanp) = { FASH 2ot

Un insieme U C FE si dice “intorno” di un punto zq se esiste un p > 0 tale che
B(zg,p) C U; in tal caso, il punto zg si dice “interno” ad U. L’insieme dei punti
interni ad U si chiama “I’interno” di U e si denota con U. Chiaramente, si ha sempre
(:] C U. Si dice che U ¢ un “insieme aperto” se coincide con il suo interno, ossia se
U=U.

Teorema 2 Una palla aperta € un insieme aperto.

'Usiamo qui le notazioni Ja,b[={r €ER:a <z <b}ea,b]={z €R:a <z < b}



Dimostrazione. Sia B(xg,p) la palla in questione; prendiamo un z1 € B(xg,p).
Scelto r > 0 tale che r < p — d(xp,21), si ha che B(z1,7) C B(xo,p); infatti, se
x € B(x1,r), allora

d(z,zo) < d(x,z1) + d(x1,20) <7+ d(21,20) < p,

per cui x € B(xg,p). Abbiamo quindi dimostrato che ogni punto x; di B(xg,p) &
interno a B(xg, p). |

Consideriamo ora tre esempi particolari: nel primo, I'insieme U coincide con F;
nel secondo, U e l'insieme vuoto; nel terzo, esso e costituito da un unico punto.

Ogni punto di E ¢ interno all’insieme E stesso, in quanto ogni palla & per
definizione contenuta in £. Quindi, 'interno di E coincide con tutto E, ossia F = E.
Questo significa che £ & un insieme aperto.

L’insieme vuoto non puo avere punti interni. Quindi, I'interno di @, non avendo
elementi, ¢ vuoto. In altri termini, @ = @, il che significa che @ ¢ anch’esso un
insieme aperto.

L’insieme U = {z¢}, costituito da un unico punto, in generale non & un insieme
aperto (ad esempio in RY con la distanza euclidea), ma puo esserlo in casi particolari,
quando xg € un “punto isolato” di E. Ad esempio, se si considera la distanza a?,
oppure in N, tutti i punti sono isolati.

Teorema 3 L’interno di un insieme e un insieme aperto.

Dimostrazione. Se U ¢ vuoto, la tesi € sicuramente vera. Supponiamo allora che U
sia non vuoto. Sia z; € U. Allora esiste un p > 0 tale che B(z1,p) C U. Se proviamo
che B(z1,p) C U la dimostrazione sard completa, in quanto avremo dimostrato che
ogni punto x; di U ¢ interno a U.

Per dimostrare che B(xz1, p) C U, sia 2 un elemento di B(z1, p). Siccome B(z1, p)
¢ un insieme aperto, esiste un r > 0 tale che B(z,r) C B(x1,p). Allora B(z,r) C U,
per cui x appartiene a U. La dimostrazione & completa. [

Si puo dimostrare la seguente implicazione:
U, CU, = (?1 - (}2 .

Da essa segue che Ueil piu grande insieme aperto contenuto in U: se A & un aperto
e ACU, allora ACU.

Diremo che il punto zg ¢ “aderente” all’insieme U se per ogni p > 0 si ha che
B(xo,p) NU # O. L’insieme dei punti aderenti ad U si chiama “la chiusura” di U
e si denota con U. Chiaramente, si ha sempre U C U. Si dice che U & un “insieme
chiuso” se coincide con la sua chiusura, ossia se U = U.



Teorema 4 Una palla chiusa é un insieme chiuso.

Dimostrazione. Sia U = B(zo, p) la palla in questione; voglio dimostrare che U C U.
A tal fine vedremo che CU C CU. ? Prendiamo un z; € CU, ossia 21 & B(x,p).
Scelto r > 0 tale che r < d(z9,71) — p, si ha che B(z1,r) N B(xg, p) = O; infatti, se
per assurdo esistesse un x € B(x1,7) N B(zo, p), allora si avrebbe

d(xo,z1) < d(zo,x) +d(x,21) < p+71,

in contrasto con la scelta fatta per r. Quindi, z1 ¢ U, ossia x1 € CU. [

Essendo E linsieme universo, ogni punto aderente ad E deve comunque ap-
partenere ad E stesso. Quindi, la chiusura di F coincide con F, ossia £ = FE.
Questo significa che E & un insieme chiuso.

Notiamo che non esiste alcun punto aderente all’insieme ). Infatti, qualsiasi sia
il punto zp, per ogni p > 0 si ha che B(xzg,p) N O = @. Quindi, la chiusura di O,
non avendo elementi, & vuota. In altri termini, @ = @, il che significa che @ & un
insieme chiuso.

L’insieme U = {z¢}, costituito da un unico punto, & sempre un insieme chiuso.
Infatti, preso un x1 ¢ U, scegliendo p > 0 tale che p < d(x,x1) si ha che B(z1,p)N
U = @, per cui 1 non & aderente ad U.

Teorema 5 La chiusura di un insieme ¢ un insieme chiuso.

Dimostrazione. Poniamo V = U. Se V = E, la tesi ¢ verificata. Supponiamo quindi
chesiaV # E. Siax; ¢ V. Allora esiste un p > 0 tale che B(z1, p)NU = . Vediamo
che anche B(z1,p) NV = . Infatti, se per assurdo ci fosse un € B(x1,p) NV,
essendo B(x1, p) un insieme aperto, esisterebbe un r > 0 tale che B(x,r) C B(x1, p).
Siccome z € V = U, dovrebbe essere B(x,7) U # @ e quindi anche B(x1,p)NU #
@, in contraddizione con quanto sopra. Quindi, nessun punto x; al di fuori di V'
puo essere aderente a V. In altri termini, V' contiene tutti i punti ad esso aderenti,
pertanto ¢ chiuso. [

Si puo dimostrare che
UyCUy; = U;CU,.

Da questa implicazione segue che U ¢ il piu piccolo insieme chiuso che contiene U:
se C' ¢ un chiuso e C D U, allora C D U.

?Denotiamo con CU il complementare di U in E, ossia I'insieme E \ U.



Si puo dimostrare che 'unione e I'intersezione di due insiemi aperti [chiusi] sono
insiemi aperti [chiusi]. Lo stesso vale per un numero finito di insiemi aperti [chiusi]:
lo si dimostra per induzione. Se invece si considera un numero infinito di insiemi, la
cosa cambia. L’unione di un numero infinito di insiemi aperti ¢ un insieme aperto,
I'intersezione in generale non lo €. Ad esempio, in R, prendendo gli aperti

1 1
An = | ) ’
n+1 n+1
con n € N, la loro intersezione ¢ {0}, che non & un aperto. Analogamente, I'interse-

zione di un numero infinito di insiemi chiusi € un insieme chiuso, mentre I'unione in
generale non lo . Ad esempio, considerando i chiusi

1 1
C,=|-1 , 1= ,
" [ +n—i—l n—i—l}

con n € N, la loro unione ¢ l'intervallo | — 1,1, che non ¢ un chiuso.
Cercheremo ora di capire le analogie incontrate tra le nozioni di interno e chiusura

di un insieme, e quelle di insieme aperto e chiuso.

Teorema 6 Valgono le sequenti relazioni:
CU=CU, (CU)=CU.

Dimostrazione. Vediamo la prima uguaghanza Se U = E, allora CU = O, per cui
CU = @; d’altra parte, U= E, per cui cU=0. L uguaglianza e cosl verificata in
questo caso. Supponiamo ora che sia U # F, per cui CU # . Si ha:

reCU <& Vp>0 B(z,p)NCU#Q
& Vp>0 B(x,p)ZU
& ngl?
& zecU.

Questo dimostra la prima uguaglianza. Possiamo ora usarla per dedurne la seguente:
C(CU)=C(CU)=T.

Passando ai complementari, si ottiene la seconda uguaglianza. ]

Abbiamo quindi che

U=cU), U=c(U).

Come immediato corollario, abbiamo il seguente.



Teorema 7 Un insieme é aperto [chiuso] se e solo se il suo complementare é chiuso
[aperto].

Dimostrazione. Se U ¢ aperto, U = Ue quindi
CU =CU =CU,

per cui CU & chiuso.

Se U & chiuso, U = U e quindi
(CU)=CU =cU,
per cui CU e aperto. [

Si definisce la “frontiera” di un insieme U come differenza tra la sua chiusura e
il suo interno:

U =U\U.
Ad esempio, in R abbiamo:
Q=R, Q=0, Q=R.

E bene essere prudenti su alcune conclusioni che possono esserci suggerite dalla
nostra intuizione basata sulla distanza euclidea. Ad esempio, le uguaglianze

B(w(]’p) :E(w07p)> 8B($0,p) :S(w()ap)
valgono sicuramente in RN con la distanza euclidea, ma possono non valere in altri
casi. Prendiamo ad esempio la distanza d considerata sopra. Allora B(xg,1) = {xo},
che & un insieme chiuso, e B(®g,1) = F per cui B(xg,1) # B(xg,1). Inoltre,
0B(xp,1) = O, mentre S(xg,1) = E \ {xo}, per cui 0B(xg, 1) # S(xo, 1).

Nota. Nel seguito, qualora non specificato altrimenti, quando parleremo di RY
come spazio metrico o normato sara sempre sottinteso che la distanza e la norma su
di esso considerate siano quelle euclidee.

3 Funzioni continue

Intuitivamente, una funzione f ¢ “continua” se f(x) varia gradualmente al variare
di x nel dominio, cioé quando non si verificano variazioni brusche nei valori della
funzione. Per rendere rigorosa questa idea intuitiva, sara conveniente focalizzare la
nostra attenzione fissando un zg nel dominio e provando a precisare cosa intendiamo
per

f & “continua” in xg.

Procederemo per gradi.



Primo tentativo. Diremo che f é “continua” in xg quando si verifica la cosa
seguente:
se x & vicino a xg, allora f(z) é vicino a f(xg).

Osserviamo subito che, sebbene 'idea di continuita vi sia gia abbastanza ben
formulata, la proposizione precedente non € una definizione accettabile, perché la
parola “vicino”, che vi compare due volte, non ha un significato preciso. Innanzi-
tutto, per poter misurare quanto vicino sia x a xg e quanto vicino sia f(z) a f(zo),
abbiamo bisogno di introdurre delle distanze. Piu precisamente, dovremo supporre
che il dominio e il codominio della funzione siano due spazi metrici.

Siano quindi E ed F due spazi metrici, con le loro distanze dg e dg, rispettiva-
mente. Sia xg un punto di F e f : F — F una funzione. Possiamo riformulare il
tentativo di definizione precedente come segue.

Secondo tentativo. Diremo che f é “continua” in xog quando si verifica la cosa
seguente:

se la distanza dg(x,xzq) € piccola, allora la distanza dp(f(x), f(x¢)) é piccola.

Ci rendiamo subito conto che il problema riscontrato nel primo tentativo non
¢ stato affatto risolto con questo secondo tentativo, in quanto vi compare ora per
due volte la parola “piccola”, che non ha un significato preciso. Ci chiediamo allora:
quanto piccola vogliamo che sia la distanza dp(f(x), f(zo))? L’idea che abbiamo
in mente ¢ che questa distanza possa essere resa piccola quanto si voglia (purché
la distanza d(x,x) sia sufficientemente piccola, s’intende). Per poterla misurare,
introdurremo quindi un numero reale positivo, che chiameremo ¢, e chiederemo che
sia dp(f(z), f(x0)) < €, qualora d(x, zg) sia sufficientemente piccola. L’arbitrarieta
di tale ¢ ci permettera di prenderlo piccolo quanto si voglia.

Terzo tentativo.  Diremo che f é “continua” in xg quando si verifica la cosa
seguente: preso un qualsiasi numero € > 0,

se la distanza dg(x,xo) é piccola, allora dp(f(z), f(z¢)) < €.

Adesso la parola “piccola” compare una sola volta, mentre la distanza dp(f(z),
f(z0)) viene semplicemente controllata dal numero £. Quindi, almeno la seconda
parte della proposizione ha ora un significato ben preciso. Potremmo allora cercare
di fare altrettanto con la distanza d(z,xg), introducendo un nuovo numero reale
positivo, che chiameremo ¢, che la controlli.

Quarto tentativo (quello buono!). Diremo che f & “continua” in xy quando
si verifica la cosa seguente: preso un qualsiasi numero € > 0, & possibile trovare un
numero ¢ > 0 per cui,

se dp(z,xo) < 6, allora dp(f(x), f(zo)) < €.
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Quest’ultima proposizione, a differenza delle precedenti, non presenta alcun ter-
mine impreciso. Le distanze dg(z,x0) e dp(f(z), f(zo)) sono semplicemente con-
trollate da due numeri positivi d e €, rispettivamente. Riscriviamola quindi in modo
formale.

Definizione. Diremo che f & “continua” in xy se, comunque preso un numero
positivo €, € possibile trovare un numero positivo ¢ tale che, se x ¢ un qualsiasi
elemento del dominio E che disti da xy per meno di ¢, allora f(x) dista da f(z)
per meno di . In simboli:

Ve>0 30>0:VeekE dg(z,z0) <d = dp(f(z), f(zo)) <e.

In questa formulazione, spesso la scrittura “Va € E” verra sottintesa.

Si noti che una o entrambe le disuguaglianze dg(z, o) < d e dp(f(x), f(z0)) < €
possono essere sostituite rispettivamente da dg(z,zo) < § e dr(f(z), f(z0)) < &,
ottenendo definizioni che sono tutte tra loro equivalenti. Questo e dovuto al fatto, da
un lato, che € € un qualungue numero positivo e, dall’altro lato, che se I'implicazione
della definizione vale per un certo numero positivo J, essa vale a maggior ragione
prendendo al posto di quel § un qualsiasi numero positivo piu piccolo.

Una rilettura della definizione di continuita ci mostra che f & continua in xg se
e solo se:

Ye>0 36>0: f(B(xo,d)) C B(f(xo),¢).

Inoltre, e del tutto equivalente considerare una palla chiusa al posto di una palla
aperta; risulta inoltre utile la seguente formulazione equivalente, per cui f & continua
in xg se e solo se:

per ogni intorno V di f(xg) esiste un intorno U di x( tale che f(U) C V.

Nel caso in cui la funzione f sia continua in ogni punto xy del dominio F, diremo
che “f & continua su E”, o semplicemente “f ¢ continua’.

Vediamo ora alcuni esempi.

1) La funzione costante: per un certo ¢ € F, si ha che f(x) = ¢, per ogni z € E.
Essendo dp(f(x), f(xo)) = dp(¢,¢) = 0 per ogni x € E, tale funzione & chiaramente
continua (ogni scelta di § > 0 va bene).

2) Supponiamo che z( sia un “punto isolato” di E: esiste cioé un p > 0 per cui non
ci sono punti di E che distino da xy per meno di p, tranne zq stesso. Vediamo che,
in questo caso, qualsiasi funzione f : E — F risulta continua in zy. Infatti, dato
e > 0 qualsiasi, prendendo 6 = p, avremo che B(zg,0) = {zo}, per cui f(B(zp,0)) =

{f (o)} € B(f(x0), ).
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3) Siano E = RY e F = RY. Fissato un numero a € R, consideriamo la funzione
f:RY — RY definita da f(x) = ax. Vediamo che & continua. Infatti, se a = 0, si
tratta della funzione costante con valore 0, e sappiamo che tale funzione € continua.
Sia ora a #% 0. Allora, fissato € > 0, essendo

1/ () = f(@o)l| = lax — azol| = [la(z — 2o)[| = |af 2 — x|,

basta prendere § = @—‘ per avere l'implicazione

[ —aol| <0 = [f(x) - f(zo)]| <.

4) Siano £ = RN e F = R. Vediamo che la funzione f : RV — R definita da
f(x) = ||z|| & continua su RY. Questo seguira facilmente dalla disuguaglianza

<z -2,

[

che ora dimostriamo. Si ha:

)| = [[(x - ) + 2’| < ||z — 2| + 2],
]| = l[(z' — ) + 2| < |z" - x| + [l=] .
Essendo ||x — /|| = ||&’ — x||, si ha che
el 2| < lle - e |- lle] < [e- 2,

da cui la disuguaglianza cercata. A questo punto, considerato un &y € RY e fissato
un £ > 0, basta prendere § = ¢ per avere che

lz—zoll <& = [l - ol <.

5) Siano F =R e F' = R, e consideriamo la “funzione segno” f : R — R definita da

-1 sex <O
flz)=¢ 0 sex=0
1 sexz>0.

Si puo vedere che questa funzione € continua in tutti i punti tranne che in zy = 0.
Infatti, se xg # 0, bastera prendere § < |zg| per avere che f ¢ costante sull’intervallo
Jzo — 8, x0+0[, quindi continua in xg. Per vedere che f non e continua in 0, fissiamo
un ¢ €0, 1[; per ogni scelta di 6 > 0, & possibile trovare un =z €] — 4, J] tale che

|[f(z)] =1, per cui [f(z) = f(0)] > &.
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6) La “funzione di Dirichlet” f:R — R & definita da

1 sexe@Q
f(x):{ 0 sex¢Q.

Questa funzione non & continua, in alcun punto zp. Infatti, fissato un £ €]0, 1],
siccome sia QQ che R\ Q sono densi in R, per ogni x e ogni scelta di 6 > 0 ci saranno
sicuramente un razionale 2’ e un irrazionale z” in Jzg — 0, xo + d[; quindi, a seconda
che z sia razionale o irrazionale, si avra che | f(z")— f(zo)| > e o |f(2")— f(z0)| > €.

Enunciamo ora alcune proprieta delle funzioni continue aventi come codominio

F=R.
Teorema 8 Se f,g: E — R sono continue in xg, anche f + g lo é.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Per la continuita di f e g esistono d; > 0 e d3 > 0
tali che

d(z,z0) < &1 = [f(z) — fzo)| <&,
d(z,z0) < d2 = [g9(z) — g(zo)| <.
Quindi, se 0 = min{dy, d2}, si ha

d(x, o) <6 = [(f +9)(@) = (f + 9)(xo)| < |f(x) = f(wo)| + [9(x) — g(20)] < 2¢.

Data l’arbitrarieta di e, cio dimostra che f + g € continua in xg. ]

Teorema 9 Se f,g: E — R sono continue in xq, anche f-g lo é.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Non & restrittivo supporre € < 1, in quanto possiamo
sempre porre ¢ = min{e, 1} e procedere con &’ al posto di e. Per la continuita di f
e g esistono §; > 0 e d5 > 0 tali che

d($7x0) < 51 = |f($) - f(iﬁo)’ <eg,

d(z,2z0) < b2 = [g(x) —g(z0)| <e.
Notiamo che, essendo € < 1, da |f(x) — f(zo)| < € segue che |f(x)| < |f(zo)| + 1.
Quindi, se § = min{dq, 2}, si ha

d(z,z0) <0 = |(f-g)(@) — (f-9)(w)| =
= |f(z)g(x) = f(@)g(x0) + f(x)g(z0) — f(x0)g(0)]

< |f(@)]-lg(@) = g(zo)| + |g(@o)| - | f(x) — f(zo)
< (If(zo)[ +1) - [g(z) — g(zo)| + g(z0)| - | f(2) — f(z0)]
< ([f(@o)| + |g(@o)| + e

Data ’arbitrarieta di €, cio dimostra che f - g € continua in xg. [
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Teorema 10 Se f,g: E — R sono continue in xq, anche f — g lo é.

Dimostrazione. Segue immediatamente dai due teoremi precedenti e dal fatto che
ogni funzione costante & continua, in quanto f —g = f+ (—1) - g. |

Teorema 11 (della permanenza del segno) Se g : E — R ¢ continua in zg e
g(xo) > 0, allora esiste un 6 > 0 tale che

d(x,z9) <0 = g(x) >0.
Dimostrazione. Fissiamo € = g(xg). Per la continuita, esiste un ¢ > 0 tale che

d(z,zo) <d = g(xo) —e < g(z) <g(ro) +¢ = 0<g(x) <2g(xp).

Naturalmente, se g(zo) < 0, allora esiste un 6 > 0 tale che
d(xz,z9) <0 = g(x) <O0.

Teorema 12 Se f,g: E — R sono continue in x¢ e g(xg) # 0, anche g é continua
m xg.

Dimostrazione. Si noti che, per la proprieta di permanenza del segno, esiste un

p > 0 tale che il rapporto ’; ((g ¢ definito almeno per tutti gli  di £ che distano da

xo per meno di p. Essendo g =f- %, bastera dimostrare che % & continua in xzg.

Fissiamo ¢ > 0; possiamo supporre senza perdita di generalita che ¢ < W(Qﬂ. Per
la continuita di g, esiste un 6 > 0 tale che

d(xz,z9) <90 = |g(x) —g(xo)| <e.

Ma allora, essendo € < W(Qﬂ, anche

l9(zo)|

d(z,20) <& = [g(2)] > |g(z0)| — e > =

Ne segue che

Loy _ Loy = 19@o) —g(2)] 2
d(,z0) < 6 = ‘g( e

28

Per 'arbitrarieta di €, questo dimostra che % ¢ continua in zg. [ |
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Sappiamo da quanto sopra che le funzioni costanti sono continue, cosi come la
funzione f(x) = z. Usando i teoremi precedenti, abbiamo quindi che tutte le funzioni
polinomiali sono continue, cosi come le funzioni razionali, definite dal rapporto di due
polinomi. Piu precisamente, esse sono continue sul loro dominio, ossia sull’insieme
dei punti in cui il denominatore non si annulla.

Vediamo ora come si comporta una funzione composta di due funzioni continue.

Teorema 13 Siano f : E — F continua in 9 e g : F — G continua in f(xo);
allora go f & continua in xg.

Dimostrazione. Fissato un intorno W di [go f](xo) = g(f(z¢)), per la continuita di g
in f(xp) esiste un intorno V' di f(xg) tale che g(V)) C W. Allora, per la continuita di
f in zg, esiste un intorno U di z tale che f(U) C V. Ne segue che [go f](U) C W.

[

Concludiamo questa sezione con una caratterizzazione della continuita.

Teorema 14 Le sequenti proposizioni sono equivalenti:
(a) f: E— F ¢é continua;
(b) se A ¢é aperto in F, allora f~1(A) & aperto in E;
(¢) se C ¢ chiuso in F, allora f~*(C) ¢ chiuso in E.

Dimostrazione. Dimostriamo che (a) implica (b). Sia f : E — F continua, e A &
aperto in F. Preso un 29 € f~!(A), abbiamo che f(zg) € A. Essendo A aperto,
esiste un p > 0 per cui B(f(zo),p) C A Siccome f € continua in xg, esiste un
d > 0 tale che f(B(z9,0)) C B(f (:U ),p) (abbiamo preso ¢ = p). Ne segue che
B(xo,8) C f~YB(f(z0),p)) € f~Y(A), per cui 2o & interno a f~(A). Abbiamo
cosi dimostrato che ogni zg € f~1(A) & interno a f~1(A), per cui f~1(A) & aperto.

Dimostriamo che (b) implica (a). Consideriamo un zy € E, fissiamo un ¢ > 0,
e poniamo A = B(f(xg),e), che & un aperto in F. Se vale la (b), avremo che
f~Y(A) & un aperto in E, che contiene xo. Pertanto, esiste un 6 > 0 tale che
B(x0,8) C f~(A), il che significa che f(B(xg,d)) C A = B(f(x0),¢). La continuita
di f in xg € cosl dimostrata.

Dimostriamo che (b) implica (¢). Sia C' un chiuso in F, e sia A = CC, il comple-
mentare di C. Abbiamo che A & aperto in F' per cui, se vale (b), f~1(A) & aperto in
E. Ma f~1(A) = f~4CC) =Cf~1(C), per cui f~1(C) & chiuso.

In modo del tutto analogo si dimostra che (¢) implica (b), per cui il teorema ¢
dimostrato. ]
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4 La nozione di limite
Consideriamo due spazi metrici F, F', un punto xg di £ e una funzione
f:E—F, oppure f:E\{xq}—F,

non necessariamente definita in xg.

Definizione. Se esiste un | € F tale che la funzione f : E — F, definita da

: { @) sex# o,

flz) = l sex =uxq,

risulti continua in x, si dice che [ é il “limite di f in x¢”, o anche “limite di f(x)
per x che tende a xy” e si scrive

= lim f(z).

T—xQ

In altri termini, si ha che l é il limite di f in xq se
Ve>0 39>0: VzeE 0<d(xz,zg) <0 = d(f(x),l)<e,

o equivalentemente,
vV, intorno di l  3U, intorno di zo : f(U \ {zo}) C V.
Talvolta si scrive anche f(x) — | per x — xg.

Sappiamo che, se xg & un punto isolato, ogni funzione risultera continua in xq. Il
problema non presenta pertanto alcun interesse in questo caso. Supporremo quindi
che x¢ non sia un punto isolato, ossia che xg sia un “punto di accumulazione” di E:
ogni intorno di zy contiene punti di E distinti da =g stesso.? Nel seguito, supporremo
sempre che xg sia un punto di accumulazione di F.

Per cominciare, verifichiamo 'unicita del limite.
Teorema 15 Se esiste, il limite di f in xg é unico.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ce ne siano due diversi, [ e I’. Prendi-
amo ¢ = 3d(l,!'). Allora esiste un § > 0 tale che

0<d(z,z9) <d = d(f(x),l) <e,

3Un semplice ragionamento mostra che, in questo caso, ogni intorno di zo contiene infiniti punti
di E. Trovatone uno, x1, si prende un intorno di zo che non lo contenga, nel quale se ne puo trovare
un secondo, x2, € cosi via...
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ed esiste un §’ > 0 tale che
0<d(z,r9) <& = d(f(z),l') <e.

Sia © # x tale che d(z,x¢) < ¢ e d(z,z9) < &' (tale x esiste perché xy & di
accumulazione). Allora

A1) < d(L, f(2)) +d(f(), ) < 22 = d(I',1),

una contraddizione. n

Il seguente teorema € una riformulazione del legame stretto che intercorre tra i
concetti di limite e di continuita.

Teorema 16 Considerata la funzione f: E — F, si ha che

f € continua inxg <  lim f(x)= f(xo).
T—T0

Dimostrazione. In questo caso, si ha che la funzione f coincide con f. [

Un’osservazione generale, che potrebbe essere utile in seguito: si ha

lim f(z)=1 < lim d(f(z),l)=0.

T—T0 T—T0

Esempi. 1. Cominciamo con la funzione f: R\ {0} — R, definita da

f@>=smT(;).

Se xg = 0, il limite di f non esiste, perche in ogni intorno di 0 ci sono valori di z
per cui f(x) =1 e valori di  per cui f(z) = —1.

2. Dimostriamo invece che
) . 1
lim zsinp| — ) =0.
x—0 x

Per far questo, & utile osservare che

1
x sinp ()' < |x|, perognizeR\{0}.
x
Ecco allora che, fissato € > 0, basta prendere § = ¢ per avere che
0<|z—0]<d = |f(z)—0]<e.

Iniziamo a vedere le proprieta dei limiti che vengono direttamente ereditate dalle
funzioni continue. Nei due teoremi seguenti, con relativo corollario, le funzioni f e
g sono definite su £ o su F \ {z¢}, indifferentemente, e hanno valori in F' = R.
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Teorema 17 (della permanenza del segno) Se

Jim g(z) >0,

allora esiste un 6 > 0 tale che
0<d(z,xg) <6 = g(z)>0.

Analogamente, se
lim g(x) <0,

T—I0

allora esiste un § > 0 tale che
0<d(z,mp) <6 = g(z) <0.

Corollario 18 Se g(x) < 0 per ogni x in un intorno di xq, allora, qualora il limite
esista, si ha
lim g(x) <0.

T—T0

Analogamente, se g(x) > 0 per ogni x in un intorno di xg, allora, qualora il limite
esista, si ha

lim g(x) > 0.

T—I0

Naturalmente, si hanno enunciati analoghi qualora ¢ sia di segno opposto.

Teorema 19 Se
h=lim f(z), L= lim g(z),

allora
Jim /() + g(a)] = b+ s,
Jim [f(z) —g(@)] =l — I,
Jim [f(z)g(2)] = hlz;
sely #£0,
fl@) _h

lim -2 = =
om0 g(z)

Consideriamo ora il caso in cui E € uno spazio metrico qualunque ed F' = R.
Risultera talvolta utile il seguente “teorema dei due carabinieri”.
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Teorema 20 Supponiamo di avere due funzioni f1, fo per cui

lim fi(z) = lim fo(x) =1.

T—T0 T—T0

Se f: E\{xzo} — R é tale che, per ogni x,

H(z) < fz) < fa(x),
allora
lim f(z)=1.

T—xQ

Dimostrazione. Fissato € > 0, esistono d; > 0 e d9 > 0 tali che

0<d(z,xg) <oy = l—e< filzx)<l+e,
0<d(z,mp) <d2 = l—e< folz)<l+e.

Se 0 = min{dy, Ja }, allora
0<d(z,m0) <6 = l—c< fi(z) < f() < folw) <L +e,
il che dimostra la tesi.

Corollario 21 Se
lim f(z) =0,

T—T0

ed esiste un C > 0 tale che |g(z)| < C per ogni x, allora

lim f(z)g(z)=0.

T—T0

Dimostrazione. Si ha
=C|f(@)] < f(x)g(z) < C|f(=)],

e il risultato segue dal teorema precedente, tenuto conto che si ha

lim f(z)=0 < lim |f(z)|=0,

T—T0 T—T0

prendendo fi(z) = —=C|f(z)[ e fo(x) = C|f(2)|.
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5 Cambiamento di variabile nel limite
Consideriamo ora una funzione composta g o f. Abbiamo due possibili situazioni.
Teorema 22 Sia f: E — F, oppure f: E\ {xo} — F, tale che

lim f(z)=1.

Tr—x0

Se g: F — G é continua in 1, allora

lim g(f(x)) = g(0).

T—rT0
In altri termini,

lim g(f(z)) = g( lim f(z)).

T—rT0 T—rT0

Dimostrazione. Riguardando la definizione di limite, si ha che f : E — R ivi definita
¢ continua in xp e g € continua in | = f(x). Pertanto, go f & continua in g, da cui

lim g(f(2)) = lim g(f(z)) = g(f(x0)) = 9(1) .

T—T0 T—T0

Teorema 23 Sia f: E — F, oppure f : E\ {xo} — F, tale che

xlggo flz)=1.

Supponiamo che l sia un punto di accumulazione di F' e che la funzione
g:F—=G, oppure g:F\{l} -G,
non necessariamente definita in I, sia tale che

limg(y) = L.

y—l

Se f(x) #1 per ogni x € E'\ {x0}, allora

lim g(f(x) = L.

T—T0

Dimostrazione. Consideriamo nuovamente la funzione f : F — F, continua in xg
con f(xg) = Il. Analogamente, consideriamo la funzione g : F' — G cosi definita:

. g(y) sey#I,
L sey=1.
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Essa & continua in [ con (/) = L. Consideriamo la funzione composta g o f, che per
quanto sopra ¢ continua in xg con g(f(zg)) = g(I) = L. Essendo f(z) # [ per ogni
x, si ha che, per x € E'\ {z0},

9(f(2)) = §(f(x)) = 3(f(2)),

e pertanto,

lim g(f(z)) = lim §(f(z)) = §(f(z0)) = L.

T—I0 T—T0

Alcune considerazioni sull’ultimo teorema dimostrato. Si noti che la sua conclusione
si riassume con la formula

Jm g(f@) = . g(y).
T—T0

Spesso si dice che si ¢ operato il “cambio di variabile y = f(z)”. Riguardando

inoltre le ipotesi dello stesso teorema, si vede subito che e sufficiente richiedere che
sia f(z) # [ per gli x tali che 0 < d(x,z9) < d. Cio & dovuto al fatto che la nozione
di limite &, in un certo senso, di tipo “locale”. Questa osservazione vale in generale
e verra spesso usata in seguito.

Esempi. 1. Dimostriamo che

lim cos(xsin( l)) =1.
z—0 X
In effetti, se f : R\ {0} — R ¢ definita da f(z) = zsin(1/z) e g : R — R ¢& definita da

g(y) = cos(y), sappiamo che lim,_,o f(z) = 0, e che g & continua. Per il Teorema 22,

lim g(f(2)) = g( lim f(x)) = g(0) = 1.

x—0 x—0

2. Sia ora f come nell’esempio precedente, e sia g : R — R definita da

|1 sey#0,
g(y){ 2 sey=0.

Si pud vedere che, in ogni intorno di zg = 0, la funzione g(f(z)) assume infinite
volte il valore 1 e infinite volte il valore 2. Pertanto, in questo caso,

il limite lin% g(f(z)) non esiste.
z—
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6 Limite delle restrizioni

Finora abbiamo considerato due spazi metrici F/, F, un punto xy di accumulazione
per E e una funzione f : E — F, oppure f : E\{xo} — F. Siccome I’eventuale valore
di f in x¢ € ininfluente ai fini dell’esistenza o meno del limite, nonche del suo effettivo
valore, da ora in poi per semplicita considereremo solo il caso f : E\ {xg} — F.

Si puo Verlﬁcare che tutte le considerazioni fatte continuano a valere per una
funzione f : E \ {z0} — F, con ECE, purché zy sia di accumulazione per E: ogni
intorno di xzg deve contenere infiniti punti di E.

Siaora f: E\{zo} = F, esia E C E. Possiamo considerare la restrizione di f
a E \{zo}: ¢ la funzione fE 7\ {20} — F' i cui valori coincidono con quelli di f: si
ha f(z) = f(z) per ogni z € E \ {z0}. Talvolta si scrive f = flg

Teorema 24 Se esiste il limite di f in xg e xg € di accumulazione anche per E,
allora esiste anche il limite di f in xg e ha lo stesso valore:

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione di f . [

Il teorema precedente viene spesso usato per stabilire la non esistenza del limite
per la funzione f: a tal scopo, e sufficiente trovare due diverse restrizioni lungo le
quali i valori del limite differiscono.

Esempi. 1. La funzione f : R?\ {(0,0)} — R, definita da

Ty

f(l',y): 1’2+y27

non ha limite per (z,y) — (0,0), come si vede considerando le restrizioni alle due
rette {(z,y) : @ =0} e {(z,y) : x = y}.
2. Piu sorprendente ¢ la funzione definita da

.’L‘2y

f(x,y)zm,

per la quale le restrizioni a tutte le rette passanti per (0,0) hanno limite 0, ma la

restrizione alla parabola {(z,y) : y = 2%} vale costantemente 3
3. Dimostriamo invece che
2,2
(z,y)—(0,0) T + ¥y
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Fissiamo un € > 0. Dopo aver verificato che

y 1
< — x

risulta naturale prendere § = \/2¢, per avere che

d((z,y), (OO))<5:>‘ —0‘<5.

2 + 2
Sia ora £ C R. Possiamo considerare le due restrizioni f1 e f2 agli insiemi
Ey = EN] —oo,z0] ¢ By = E N [zg,+00[. Se g & di accumulazione per Ej,
chiameremo “limite sinistro” di f, quando esiste, il limite di fi(x) per x che tende
a xo; lo denoteremo con

lim f(z).

14)270

Analogamente, se zg ¢ di accumulazione per Fs, chiameremo “limite destro” di f,
quando esiste, il limite di fo(x) per x che tende a z; lo denoteremo con

hm f(x).

$—>x0
Si puo dimostrare il fatto seguente.
Teorema 25 Se xq ¢ di accumulazione per El e per EQ, il limite di f(x) per x che

tende a xo esiste se e solo se esistono sia il limite sinistro che il limite destro e
hanno lo stesso valore.

Dimostrazione. Sappiamo gia che, se esiste il limite, tutte le restrizioni devono avere
lo stesso limite. Viceversa, supponiamo che esistano e coincidano i limiti sinistro e
destro, e sia £ il loro valore. Fissiamo un € > 0. Allora esistono d; > 0 e d9 > 0 tali
che, se x € E,

xo—0h <zx<z9g = d(f(x),l)<e,

ro<r<xTo+d = d(f(x),€)<€.
Preso 6 = min{dy, d2}, abbiamo quindi che, se = # z,
ro—d<z<zo+d = d(f(x)l) <e,

per cui il limite di f in xg esiste ed e uguale a ¢. ]

Esempio. La funzione “segno”, ossia f : R — R definita da

-1 sex <0
flz)y=¢ 0 sex=0
1 sex>0
non ha limite in g = 0, essendo che lim f(z) =—1e lim f(z)=
x—0~ z—07F
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7 La retta ampliata

Consideriamo la funzione ¢ : R — ] — 1, 1[, definita da

x
x) = .
A = T
Si tratta di una funzione invertibile, con inversa ! :] — 1,1[— R, definita da
-1 Y
v (y) = :
1 =1y

Possiamo allora definire una nuova distanza su R:

d(z,2') = [e(x) — ()]

Per la nuova distanza, la palla aperta di centro zg € R e raggio p ¢ data da

B(wo, p) = {x : [p(x) — ¢(z0)| < p}-

E importante notare che gli intorni di un punto zo € R rimangono gli stessi di quelli
definiti dalla distanza usuale in R.  Infatti, essendo ¢ continua in zg, per ogni
p1 > 0 esiste un p2 > 0 tale che

[z —xo| <p2 = (@) —p(z0)| < p1,
ossia B
B(zo,p1) -

Jzo — p2,x0 + p2[ C
continua in yo = ¢(xg) €] — 1, 1], per ogni p; > 0 esiste un

Viceversa, essendo ¢~

p2 > 0 tale che

y—wl<p2 = yel-L1 e o7 (y) ¢ ()l <p;
In particolare, prendendo y = ¢(z),

lp(x) —p(@o)l <p2 = @) e]l-11 e |z—z0| <p1,

ossia

B(xo, p2) C Jxo — p1,x0 + p1].

Da quanto visto, si deduce che ogni intorno per la nuova distanza & anche intorno
per la vecchia distanza, e viceversa.
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Introduciamo ora il nuovo insieme R, definito come unione di R e di due nuovi
elementi, che indicheremo con —oo e 400:

R =R U {—o00,+o0}.

L’insieme R risulta totalmente ordinato se si mantiene ’ordine esistente tra coppie
di numeri reali e si pone inoltre, per ogni x € R,

—o << +00.

Consideriamo la funzione @ : R — [—1, 1], definita da

-1 se xr = —00,
P(r) =1 ¢(zr) sexeR,
1 se T = +00.
Essa ¢ invertibile, con inversa ¢! : [1,1] — R definita da
—00 sey=—1,
P ) =q ¢ '(y) seyel-1L1[,

+0o0 sey=1.

Definiamo, per z,2’ € R,

d(z,2') = [@(x) — ¢()|;

si verifica facilmente che d € una distanza su R. In questo modo, R risulta uno spazio
metrico. Vediamo ad esempio cos’e una palla aperta centrata in +oo:

B(+0,p) = {z € R: |p(2) — 1] < p} = f € R: () > 1 - p},

e quindi
R se p>2,
B(400,p) =< ] — 00, +00] se p=2,
Jo™' (1 = p),+o0] sep<2,

dove abbiamo usato le notazioni
Ja,+o0] = {z € R: x> a} =]a,+oo[U{+oo}.

Possiamo quindi affermare che un intorno di +o0o € un insieme che contiene, oltre al
punto +o0o, un intervallo del tipo |, +00[, per un certo a € R.

Analogamente, un intorno di —oo & un insieme che contiene, oltre a —oo, un
intervallo del tipo | — oo, 5[, per un certo 5 € R.
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Vediamo ora come si traduce la definizione di limite in alcuni casi in cui com-
paiono gli elementi +00 0 —co. Ad esempio, sia £ C R, F' uno spazio metrico e
f + E — F una funzione. Considerando E come sottoinsieme di R, si ha che +o0o &
punto di accumulazione per E se e solo se E non & limitato superiormente. In tal
caso, si ha:

EIJP flz)=1le F <« VVintornodil! 3U intorno di + oo :
FUNE)CV

& Ve>0 dJaeR: z>a = d(f(x),l) <e.
Analogamente, se E non e limitato inferiormente, si ha:

lim f(z)=1leF <& Ve>0 JpeR: z<pf = d(f(x),l)<e.

T——00
Si noti che
lim f(z)=1 < lim f(-z)=1.

T—r—+00 T—r—00

Vediamo ora il caso in cui F sia uno spazio metrico ed F' = R, considerato come
sottoinsieme di R. Supponiamo che zg sia di accumulazione per E e consideriamo
una funzione f: E — R, o0 f: E\ {zo} — R. Si ha:

lim f(x) =400 < VV intorno di + oo 3U intorno di zo :

fUNA{zo}) €V

& YaeR 3F30>0: 0<d(z,z0) <6 = f(z)>a;
analogamente,

lim f(x)=—0c0 <& VBeR 3F0>0: 0<d(z,z0)<d = flx)<p.

T—rT0
Si noti che
lim f(z) =400 <« lim (—f(z)) = —0c0.

T—T0 T—T0

Le situazioni considerate in precedenza possono talvolta presentarsi assieme. Ad
esempio, se ¥ C R non e limitato superiormente ed F' = R, si avra

113_1 f(z) =400 <& VVintorno di + oo U intorno di + oo :
T o0
fUNE)CV

& VaeR I eR: z>d = flx)>a;
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analogamente,

lim f(z)=—-00 & VBeER JacR: z>a = f(zr)<p.

T—+00

Se invece £ C R non & limitato inferiormente ed F' = R, si avra

lim f(r)=400 & VaeR FPeR: z<f = f(zx)>a;

Tr——00
analogamente,

lim f(z)=-c0 & VBeER I eR: z<pf = flx)<s3.

Tr——00

Vediamo ad esempio il caso di una successione (a,), in uno spazio metrico F'.
Abbiamo quindi una funzione f : N — F definita da f(n) = a,. Considerando N
come sottoinsieme di R, si vede che I'unico punto di accumulazione ¢ +o0o. Adattando
la definizione di limite a questo caso, possiamo scrivere:

lim a,=1l€F << Ve>0 FneN: n>n = dla,l)<e.
n—+o0o

Pertanto, spesso il limite di una successione si denota semplicemente con lim a,,
n

sottintendendo che n — +oo.

8 Operazioni con i limiti +00 e —oc0

Qualora i limiti siano 400 0 —oo, non si possono usare i teoremi sulle operazioni
con i limiti. A titolo illustrativo, enunciamo alcuni teoremi validi in questi casi.
Nel seguito, tutte le funzioni saranno definite in uno spazio metrico F, oppure in
E\ {x0}, con zy di accumulazione. Iniziamo con 1’addizione:

Teorema 26 Se

lim f(x) =400
T—T0

ed esiste un v € R tale che, per ogni x in un intorno di xg,

g9(x) =7,

allora

lim [/(z) + g(2)] = +o0.

T—TQ
Dimostrazione. Fissiamo o € R. Considerato o/ = o — ~, esiste un 6 > 0 tale che

0<d(z,mg) <d = f(z)>d.
Quindi,
0<d(z,mg) <d = f(z)+g(®)>d +7=a.
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Corollario 27 Se
lim f(z) =400 e limg(z)=1€R (0 4+ ),

T—T0 T—T0
allora
lim [f(2) + g(x)] = +o0.

P
Dimostrazione. Se il limite di g & [ € R, esiste un § > 0 tale che
0<d(z,xo) <6 = glz)>1-1.
Se invece il limite ¢ 400, esiste un d > 0 tale che
0<d(z,x0) <6 = g(z)>0.
In ogni caso, si puo applicare il teorema precedente per concludere. [
Come regola mnemonica, scriveremo brevemente
(+00) + 1 = 400, se l & un numero reale;
(+00) + (400) = +00.
In modo del tutto analogo, si possono enunciare un teorema e il relativo corollario
nel caso in cui il limite di f sia —oo. Come regola mnemonica, scriveremo allora
(—0) + 1= —00, sel & un numero reale;
(—00) + (—00) = —00.

Similmente per quanto riguarda il prodotto:

Teorema 28 Se

lim f(x) =400
T—rT0

ed esiste un v > 0 tale che, per ogni x in un intorno di xg,

g(x) =,

allora
lim [£(2)g(x)] = +oc.

T—T0

Dimostrazione. Fissiamo o € R. Possiamo supporre che sia o > 0. Posto o/ = ¢
esiste un § > 0 tale che

0<d(z,r9) <8 = f(z)>d.

Quindi,
0<d(xz,mp) <d = f(x)g(x) >dy=a.
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Corollario 29 Se

lim f(z) =400 e limg(x)=1>0 (0 +00),

Tr—xQ Tr—ITQ

allora
lim [f(2)g(x)] = +00

T—T0

Dimostrazione. Se il limite di g € un numero reale [ > 0, esiste un ¢ > 0 tale che

N | —~

0<d(x,zg) <d = g(z)>
Se invece il limite ¢ 400, esiste un d > 0 tale che
0<d(z,xg) <6 = g(z)>1.
In ogni caso, si puo applicare il teorema precedente per concludere.
Come sopra, scriveremo brevemente
(+00) -1 = 400, se l > 0 & un numero reale;
(+00) - (+00) = 400,
con tutte le varianti del caso:

(+00) -1
(—00) -1
(—00) -1
(+00) - (=
(=00) - (=

Passiamo ora a un altro tipo di risultati.

se [ < 0 € un numero reale;

se [ > 0 € un numero reale;

+oo, se [ < 0 € un numero reale;

00) =
00) =

+00.

Teorema 30 Se
lim |f(z)] = +o0,

T—rT0
allora
lim L =0

Dimostrazione. Fissiamo un € > 0. Posto a = % , esiste un ¢ > 0 tale che
0 <d(z,x0) <6 = |f(z)] > .
Quindi,

0<d(z,m0) <6 = ‘f(lx)—O‘:
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Teorema 31 Se
lim f(x)=0

Tr—IQ

e f(z) > 0 per ogni x in un intorno di xo, allora

. 1
lim —— = 4+c0.

oo F()

Se invece f(x) < 0 per ogni x in un intorno di xg, allora

lim — = —00.

3% F(a)
Dimostrazione. Vediamo solo il primo caso, essendo il secondo analogo. Fissiamo
a € R; possiamo supporre a > 0. Posto € = é, esiste un § > 0 tale che

0<d(z,xp) <d = 0< f(x)<e.

Allora,

1 1
0<d(z,xp) <6 = —/—>—-=a.

flz) e

Presentiamo due varianti del teorema dei due carabinieri: nel caso in cui il limite
vale 400, si ha il seguente

Teorema 32 Sia f1 tale che

lim fi(x) = 4o00.

T—T0

Se f ¢é tale che, per ogni x in un intorno di xg,

fi(z) < f(z),

allora

lim f(z)=+o0.

T—T0
Dimostrazione. Ponendo g(z) = f(x) — fi(x), si ha che g(x) > 0 per ogni z in un
intorno di zg e f(x) = fi(x)+ g(x). Il risultato segue quindi direttamente dal primo
teorema visto a lezione. |
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Nel caso in cui il limite sia —o0, si ha ’analogo
Teorema 33 Sia fo tale che

lim fy(z) = —0.
T—T0

Se f ¢é tale che, per ogni x in un intorno di xg,

f(x) < fa(x),

allora

acllg:lo f(z) = —o0.

9 Successioni e sottosuccessioni

Utilizzeremo ora le successioni e i loro limiti per caratterizzare alcuni concetti in-
trodotti in precedenza. A tal fine, riscriviamo la definizione di limite per una suc-
cessione in uno spazio metrico F:

lima, =¢ < Ve>0 dneN: n>n = d(a,l) <e.
n

Sia ora U un sottoinsieme dello spazio metrico E. Possiamo caratterizzare la
nozione di punto aderente a U facendo uso delle successioni.

Teorema 34 Un punto x € E ¢ aderente a U se e solo se esiste una successione
(an)n in U tale che lim, a,, = x.

Dimostrazione. Se = ¢ aderente a U, allora, per ogni n € N, si ha che B (x, %ﬂ) NnU
€ non vuota, per cui posso sceglierne un elemento, che chiamo a,,. In questo modo,
ho costruito una successione (a), in U, ed ¢ facile vedere che essa ha limite . Una

delle due implicazioni & cosi dimostrata.

Supponiamo ora che esista una successione (ap), in U tale che lim, a, = =z.
Allora, fissato p > 0, esiste un 7 € N tale che

n>n = dlap,x) <p,

ossia a, € B(x,p). Quindi, B(x,p) N U & non vuoto, e questo dimostra che = &
aderente a U. [
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Consideriamo ora due spazi metrici £, F e una funzione f : £ — F. Vogliamo
caratterizzare la continuita di f in un punto zg € F, facendo uso delle successioni.

Teorema 35 La funzione f € continua in xo se e solo se, presa una successione
a in B, si ha . .
(an)n ’ lima, =29 = lim f(a,) = f(zo).

n n

Dimostrazione. Supponiamo che f sia continua in zg, e sia (ay), una successione in
FE tale che lim,, a,, = zg. Per il Teorema 22 sul limite di una funzione composta,

lim f(an) = f(lima,) = f(z0),

cosicche una delle due implicazioni e dimostrata.

Ragioniamo ora per contrapposizione, e supponiamo che f non sia continua in
xg. Questo significa che esiste un € > 0 tale che, per ogni § > 0, esiste almeno un
xz € E per cui d(z,z9) < 6 e d(f(z), f(xo)) > €. Prendendo § = %H’ per ogni n € N
esiste pertanto un a, in E tale che d(ay, o) < n%rl e d(f(apn), f(xo)) > €. Ne segue
che lim,, a,, = xp, ma sicuramente non puo essere che lim,, f(a,) = f(xo). [ ]

Data che sia una successione (a,),, una sua “sottosuccessione” si ottiene se-
lezionando una successione strettamente crescente di indici (ng)x e considerando la
funzione composta

k= ng = ap, .

Teorema 36 Se una successione ha limite, allora tutte le sue sottosuccessioni hanno
lo stesso limite.

Dimostrazione. Essendo gli indici ng in N, dalla ngy1 > ny si deduce che ngy1 >
ni + 1 e, per induzione, che ng > k, per ogni k. Ne segue che limyng = +oo.
Pertanto,

lim ap, = lim a,= lim a,. m
k—-+o0 n — lim nyg n—-+o00
k—+o0

10 La nozione di compattezza

Ricordiamo la seguente proprieta degli intervalli chiusi e limitati di R.

Teorema 37 (di Bolzano—Weierstrass) Ogni successione (an), in [a,b] possiede
una sottosuccessione (an, )i che ha limite in [a,b].

In uno spazio metrico E, diremo che un sottoinsieme U e “compatto” se ogni
successione (an), in U possiede una sottosuccessione (an, )i che ha limite in U. 11
teorema di Bolzano—Weierstrass afferma quindi che, se £ = R, gli intervalli del tipo
U = [a,b] sono compatti. Piu in generale, si puo dimostrare che un sottoinsieme di
R & compatto se e solo se € chiuso e limitato.
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Nel seguito, diremo che una funzione f : U — R ¢ “limitata superiormente” (o
“limitata inferiormente”) se lo € la sua immagine f(U). Diremo che f e “limitata”
se € sia limitata superiormente che inferiormente. Diremo che “f ha massimo” (
o “f ha minimo”) se f(U) ce 'ha. Nel caso in cui f abbia massimo, chiameremo
“punto di massimo” ogni Z per cui f(Z) = max f(U); analoga definizione per “punto
di minimo”.

Teorema 38 (di Weierstrass) Se U é un insieme compatto e f : U — R é una
funzione continua, allora f ha massimo e minimo.

Dimostrazione. Sia s = sup f(U). Dimostreremo che esiste un punto di massimo,
ossia un z € U tale che f(Z) = s.

Notiamo che & possibile trovare una successione (yy ), in f(U) tale che limy,, = s:
n

se s € R, per ogni n > 1 possiamo trovare un y, € f(U) per cui s — % < Yn < 85 S€
invece s = 400, per ogni n esiste un y, € f(U) tale che y,, > n.

In corrispondenza, possiamo trovare una successione (), in U tale che f(x,) =
yn. Essendo U compatto, esiste una sottosuccessione (xy, )i che ha un limite z € U.
Siccome li7£n Yn =S € Yn, = f(xp,), la sottosuccessione (yn, )r ha anch’essa limite s.

Allora, per la continuita di f,
f(z) = f(h,f;nx”k) = h}gnf@nk) = li}gnynk =5.

Il teorema & cosi dimostrato, per quanto riguarda l’esistenza del massimo. Per
il minimo, si procede in modo analogo (oppure, si considera la funzione continua
g = —f e si usa il fatto che g ha massimo). ]

Si puo anche dimostrare in modo analogo il seguente teorema. Esso afferma che
una funzione continua “manda compatti in compatti”.

Teorema 39 Se E,F sono due spazi metrici, U C E & compatto e f : E — F ¢
una funzione continua, allora f(U) é compatto.

Teorema 40 Ogni sottoinsieme compatto di E € chiuso e limitato.

Dimostrazione. Supponiamo che U C FE sia compatto. Prendendo x € U, esiste
una successione (ay), in U tale che lim, a,, = z. Poiché U ¢ compatto, esiste una
sottosuccessione (ap, )i che ha un limite in U. Ma, essendo una sottosuccessione,
limy ay, = x, e quindi z € U. Abbiamo quindi dimostrato che ogni punto aderente
ad U appartiene a U, quindi U & chiuso.
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Ora, fissiamo arbitrariamente un zg in U. Mostreremo che, se n € N e sufficien-
temente grande, allora U C B(zg,n). Per assurdo, se cio fosse falso, potremmo
costruire una successione (a,), in U tale che d(a,,xo) > n, per ogni n € N. Poiché
U & compatto, esiste una sottosuccessione (an, )i che ha un limite z € U. Utilizzando
la disuguaglianza triangolare,

‘d(anka$0) - d({fv .%'0)| < d(ankaj) )
da cui limy, d(an, , x0) = d(Z, xo), mentre dovrebbe essere

1i]£n d(an,, o) = +00,

una contraddizione. Pertanto, U deve essere limitato. [

Ora focalizziamo la nostra attenzione sui sottoinsiemi compatti di RV, per un
qualsiasi N > 1.

Teorema 41 Un sottoinsieme di RN ¢ compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Dimostrazione. Sappiamo gia che ogni insieme compatto ¢ chiuso e limitato. Sup-
poniamo ora che U sia un sottoinsieme chiuso e limitato di RY. Per semplicita,
supporremo che sia N = 2. Allora U ¢ contenuto in un rettangolo I = [a,b] X [c, d].
Sia (@), una successione in U. Allora a, = (a},a2), con al € [a,b] e a2 € [c,d].
Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, la successione (al), ha una sottosucces-
sione (a}, )i che ha un limite /; € [a,b]. Consideriamo ora la successione (a2 ),
con gli stessi indici ng di quella che abbiamo appena trovato; ¢ una sottosucces-
sione di (a2),. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, la successione (a2 )j, ha una

sottosuccessione (a; ); che ha un limite Iy € [¢, d]. Pertanto,
J

lima,, = (lim a}bk_, lima%k_) = (I, 12).
J J J i J

Ne segue che I = (I1,13) & un punto aderente ad U. Quindi, siccome U & chiuso, [ &
necessariamente un elemento di U. [

La seguente proprieta degli insiemi compatti ci potra essere utile in seguito.

Teorema 42 Sia U C RN un insieme compatto. Se (A;)icr & una famiglia (non
necessariamente numerabile) di insiemi aperti tale che

UQUAm

1€
allora esiste una sottofamiglia finita (Al ... A™) di (A;)iez tale che

UCAlu---uA".
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Dimostrazione. Per semplicita, supponiamo N = 2. Dimostriamo prima la tesi nel
caso in cui U sia un rettangolo chiuso, e denotiamolo con Ry = [ag, bo| X [co, do]. Per
assurdo, supponiamo che ci sia un ricoprimento (4;);ez di Ry, costituito da insiemi
aperti, senza che ci sia alcun sottoricoprimento finito. Dividiamo il rettangolo Rg
in quattro rettangoli chiusi piu piccoli e uguali, collegando i punti medi dei suoi
lati. Tra questi quattro rettangoli, ce n’e¢ almeno uno per il quale non esiste una
sottofamiglia finita di (A;);ez che lo ricopra. Chiamiamolo R;. Procediamo ora
ricorsivamente e costruiamo in questo modo una successione di rettangoli chiusi
Ry, = [ag, b X [c, dg], tale che

RoDR1 DRy D - DRy, DRy, ...,

per ciascuno dei quali non esiste una sottofamiglia finita di (A;);ez che lo ricopra.
Per il Teorema di Cantor, esistono un & appartenente a tutti gli intervalli [ag, b e
un ¢y appartenente a tutti gli intervalli [cg, dg], cosi che (Z,y) € Ry per ogni k € N.
Poiché (z,y) appartiene a U, c¢’¢ almeno un A; che lo contiene. Questo insieme A;
¢ aperto e le dimensioni di Ry tendono a zero al tendere di k a +o00. Quindi, per k
sufficientemente grande, il rettangolo Ry sara tutto contenuto in A;. Ma questa e
una contraddizione, poiché non dovrebbe esistere una sottofamiglia finita di (A;);ez
che ricopra Ry.

Sia ora U un qualsiasi sottoinsieme chiuso e limitato di R?. Allora U ¢ contenuto
in un rettangolo [a,b] x [¢,d]. Se (A;)iez € un ricoprimento U costituito da insiemi
aperti, allora

a0 x [e,d) < (|J 4i) U R\ D).
i€l
Siccome R? \ U & aperto, abbiamo ora una ricoprimento di [a,b] x [c,d] costituito
da insiemi aperti, e per la prima parte della dimostrazione esiste una sottofamiglia
finita (A',..., A") di (A;)sez tale che
[a,b] x [e,d] € (A'U---UA™) U(R?\U).
Di conseguenza, U C A'U---U A", e la dimostrazione & cosi completa. ]

Nota. Si puo dimostrare che il teorema precedente vale in uno spazio metrico
qualsiasi; inoltre, la proprieta dell’enunciato risulta essere necessaria e sufficiente
per la compattezza di un insieme U.

11 Funzioni uniformemente continue

Ricordo ora che una funzione f : F — F' si dice “continua” se € continua in ogni
punto xg € E. In altri termini, se

Vepe E Ye>0 3§>0: Ve E d(x,z9) < = d(f(z), f(zg)) <e.
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Si noti che, in generale, la scelta di § dipende sia da € che da xy. Nel caso in cui
tale 4 non dipenda da x(, diremo che la funzione ¢ “uniformemente continua”: In
tal caso, si ha che

Ve>0 36>0: Vage E Ve E d(z,x) <d = d(f(x), f(xg)) <e.

Teorema 43 (di Heine) Se U ¢é un insieme compatto e f : U — F ¢é una funzione
continua, allora f é uniformemente continua.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che f non sia uniformemente continua.

Allora

e>0:V6>0 JrpelU JxeU:dx,xg)<d e d(f(z),f(xo)) >¢.

Prendiamo un tale ¢ > 0 e scegliamo § = n%rl, con n € N. In corrispondenza,
esistono* z¥ e z,, tali che
0 1 0
Alonad) < g e d(f(en). Sad) > .

Abbiamo cosi due successioni (), e (20), in U. Essendo U compatto, esiste una
sottosuccessione (xy, )r che ha un limite & € U. Prendiamo ora la sottosuccessione
(20 )k, con gli stessi indici ny. Siccome d(zy,, 29 ) tende a zero, anche questa
sottosuccessione ha lo stesso limite Z. Per la continuita di f, deve essere

lim f(z,,) = f(Z) e limf(a)=f(7),

¢ pertanto
lim d(f(xn, ), £(23,)) = 0,

in contraddizione con il fatto che d(f(zy,), f(23,)) > € > 0 per ogni k € N. [ |

12 Funzioni a valori vettoriali

Consideriamo ora, per ogni £k = 1,2,..., D, la funzione “k-esima proiezione” py :
RP — R definita da
(71, 22,...,7p) = T -

Teorema 44 Le funzioni p sono continue.

4Qui lindice 0 viene spostato in apice per non avere una notazione con doppio indice.
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Dimostrazione. Consideriamo un punto &g = (29,29,...,2%) € RP e fissiamo £ > 0.
Notiamo che, per ogni © = (z1,22,...,2p) € RP, si ha

|z — 2| <

per cui, prendendo § = ¢, si ha:
d(x,20) <& = |pr(x) — pr(@0)| = ok — 2}| <,

il che dimostra che p; € continua in . [ |

Supponiamo ora f : £ — RM. Consideriamo le “componenti” della funzione f
definite da fr =prof: E — R, con k=1,2,..., M, per cui si ha

f(z) = (fi(@), fo(), .., far (@) -

Teorema 45 La funzione f é continua in xy se e solo se lo sono tutte le sue com-
ponenti.

Dimostrazione. Se f & continua in xg, lo sono anche le fi in quanto composte di fun-
zioni continue. Viceversa, supponiamo che le componenti di f siano tutte continue
in xg. Fissato ¢ > 0, per ogni k =1,2,..., M esiste un J; > 0 tale che

d(z,z0) <o = |fe(z) — fe(zo0)| <e.

Posto § = min{d1, d2,...,dpr}, si ha

M
d(x,m0) <6 = d(f(x), f(z0) = \| D_(fj(2) = fj(w0))? < VMe,
j=1
il che, per 'arbitrarieta di €, completa la dimostrazione. |

Teorema 46 Ogni applicazione lineare £ : RN — RM ¢ continua.

Dimostrazione. Osserviamo che, essendo le proiezioni py lineari, le componenti ¢ =
prol dell’applicazione lineare £ sono anch’esse lineari. Consideriamo la base canonica
[e1,€es,...,ey] di RY, con

e, = (1,0,0,...,0),
62:(071707'-'70)7

ex = (0,0,0,...,1).
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Ogni vettore & = (1, x2,...,2y5) € RV si puo scrivere come
T =x1€1+2x2€0+ - +ITNEN = pl(w)el +p2(33)€2 + - +pN(33)6N.
Quindi, per ogni k € {1,2,..., M},

l(x) = pr(x)li(e1) + pa(x)lr(e2) + - + pn(x)li(en),

per cui £, risulta essere combinazione lineare delle proiezioni p1, po, ..., pn. Essendo
queste ultime continue, anche £ & continua. Avendo tutte le componenti continue,
£ & pertanto continua. [ |

Siamo infine interessati a studiare il limite di una funzione f : E \ {zg} — RM,
dove zg € un punto di accumulazione di uno spazio metrico £. Consideriamo le sue
componenti fx : B\ {zo} - R di f, con k=1,2,..., M, per cui si ha:

f(z) = (fi(@), fo(), ..., far (@) -

Teorema. Il limite lim f(z) = | € RM esiste se e solo se esistono i limiti
T—T0

lim fy(x) =1 € R, per ogni k =1,2,...,M. In tal caso, si hal = (I1,1la,...,lp).
T—xQ

Vale quindi la formula

lim f(z) = (mlLIIzlo fl(x)’xILH;O fo(z), ..., im far(z)).

Tr—T0 T—T0

Dimostrazione. Segue direttamente dal teorema sulla continuita delle componenti di
una funzione continua. ]

13 La nozione di completezza

Introduciamo ora il concetto di “completezza” per uno spazio metrico E. Diremo
che (an), € una “successione di Cauchy” in E se

Ve>0 3n: [m>nen>n| = dlam,a,) <¢.

Lo spazio metrico E si dira “completo” se ogni successione di Cauchy ha un limite
in E.

Si vede facilmente che, se (ap), ha un limite ¢ € E, allora & di Cauchy. Infatti,
fissato € > 0, per m e n grandi si avra che

d(am, an) < d(am,l) +d(l,a,) < 2¢.

Il viceversa non & sempre vero (ad esempio, Q non & completo). Abbiamo pero il
seguente
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Teorema 47 R ¢é completo.

Dimostrazione. Sia (a,), una successione di Cauchy in R. Prendendo nella defini-
zione € = 1, si ha che esiste un 77 tale che, scegliendo m = nq, per ogni n > nq si
ha

d(ap,an,) < 1.

Se ne deduce che la successione (a,)y € limitata (gli indici che precedono 71 sono
in numero finito). Quindi (a,), ¢ contenuta in un intervallo del tipo [a,b]. Per il
teorema di Bolzano—Weierstrass, esiste una sottosuccessione (ay, )i che ha un limite
¢ € [a,b]. Vogliamo dimostrare che

lima, =c.
n

Fissiamo £ > 0. Essendo la successione (a, ), di Cauchy,

dn: m>nen>n = dlam,an) <e€.
Inoltre, essendo limy, a,, = c e limy ng = +o0,

k. k>k = d(an,,c) <e e ng>n.
Allora, per n > n, si ha

d(an,c) < d(an, n; ) + d(an,, c) <e+e =2,

il che pone fine alla dimostrazione. [ |

Si pud dimostrare che anche RV & completo, per ogni N > 1. In particolare, lo
¢ C, in quanto come spazio metrico coincide con R2.

Teorema 48 RN ¢ completo.

Dimostrazione. Per semplicita, supponiamo N = 2. Sia (a,), una successione di
Cauchy in R2. Scriviamo ogni vettore a,, € R? nelle sue coordinate

ap = (an,la an,Z) .
Denotando con || - || la norma euclidea, si vede che
’am,l - an,l‘ < Han - amH , ’am,Q - an,?’ < Han - am” ,

da cui segue che le due successioni (an,1)n, (an2)n sono di Cauchy in R. Quindi,
essendo R completo, esistono i limiti

lim aml = 51 y lim amg = EQ .
n n

Allora
lima, = (limay 1, lima,2) = (¢1,42),
n n n

un elemento di R2. []
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Il seguente € un utile teorema di estensione per funzioni uniformemente continue.

Teorema 49 Sia E un sottoinsieme denso di E, e sia F' uno spazio metrico com-
pleto. Se f : E — F ¢é uniformemente continua, allora esiste una e una sola funzione
continua f : E — F la cui restrizione a E coincide con f.

Dimostrazione. Preso x € E, esiste una successione (x, ), in E tale che lim,, z,, = =.
Dal fatto che f ¢ uniformemente continua e (z,,), ¢ una successione di Cauchy con-
segue che anche ( f (z5,))n € una successione di Cauchy. Quindi, essendo F' completo,
essa ha un limite y € F. Definiamo f(z) = lim,, f(z,) = y.

Verifichiamo che questa ¢ una buona definizione. Se (Z,), ¢ un’altra successione
in E tale che lim, #, = z, allora lim,, d(z,Z,) = 0, e poiché f & uniformemente

continua, anche lim, d(f(z,), f(Z,)) = 0. Pertanto, (f(Z)), deve necessariamente

avere lo stesso limite y di (f(xy,))n, e la definizione ¢ consistente.

Chiaramente, la funzione f cosi definita estende f poiché, se x € U, possiamo
prendere la successione (z,,), costantemente uguale a x. Dimostriamo ora che f &
(uniformemente) continua. Fissato € > 0, sia 6 > 0 tale che, prendendo u,v € E,

d(u0) <26 = d(f(u). () < 5.
Se x,y sono due punti in E tali che d(x,y) < 4, possiamo prendere due successioni
(n)n € (Yn)n in E tali che lim, z,, = = e lim, y, = y. Quindi, poiché lim,, f(x,) =

~

f(z) e limy, f(yn) = f(y), per n sufficientemente grande sara che d(z,,y,) < 20 e

d(f(x), f)) < d(f(@), f(zn)) + d(f(@n), Fyn)) + d(f (yn), F(1))

cEL ELf .,
-3 3 3

dimostrando cosi che f € uniformemente continua.

Per concludere la dimostrazione, sia f : F — F una qualsiasi funzione continua
che estende f. Allora, per ogni z € E, prendendo una successione (x,), in E tale
che lim, z,, = x,

Flw) = tim f(zn) = lim f(an) = f(z).

Abbiamo cosi dimostrato che f & I'unica possibile estensione continua di f a F. ®

14 1l Teorema delle contrazioni

Dato uno spazio metrico F, diciamo che una funzione F' : £ — FE € una contrazione
se, per qualche v € [0, 1], vale

d(F(u), F(v)) < ad(u,v), perogniu,vekE.
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Teorema 50 (di Banach) Se E ¢é uno spazio metrico completo e F : E — E ¢
una contrazione, allora esiste un unico x € E tale che F(x) = x. Inoltre, scelto
arbitrariamente xo € E, la successione (x,)y definita da

Tny1 = F(xy)
e tale che lim, z,, = x.
Ricordiamo che, se F'(x) = z, il punto z si dice un punto fisso di F.

Dimostrazione. Consideriamo la successione ()., definita come nell’enunciato, con
xo € E arbitrario. Dimostriamo anzitutto per induzione che, per ogni k € N, e vera
la seguente proposizione:

(Pr) d(zp, Th1) < aFd(z, 71) -

Infatti, se & = 0, abbiamo chiaramente un’uguaglianza, per cui (Py) € vera. Sup-
poniamo ora che (Py) sia vera per qualche k£ € N. Allora,

(g1, Thy2) = A(F(23), Fwpg1)) < ad(eg, mrga) < o d(z,21)
per cui anche (Pj41) € vera.

Avendo dimostrato (Py), abbiamo dunque, per ogni m < n,

n—1 n—1 n—m—1 '
d(Tm, zpn) < Z d(zg, Tpr1) < Z oFd(zo, x1) = a™d(z0, 1) a’.
k=m k=m 7=0

Poiché « € [0, 1], la serie geometrica di ragione o converge e ha somma ﬁ, per

cui
d(xo,x1)

(X, ) < ™ o

Per ogni ¢ > 0 fissato, poiché a € [0,1[, esiste € N tale che

m A(z0,71)

m>n =
11—«

Di conseguenza,
n>m>n = d@xm,x,) <e,

il che mostra che (x,), € una successione di Cauchy. Poiché E & completo, (x,)n
ammette limite: esiste un x € E tale che

limz, =z.
n
Allora, poiché F' e continua,
F(z)=F(limz,) =lim F(z,) =limz,+1 = x,
n n n

mostrando cosi che x ¢ un punto fisso di F.
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Resta da dimostrare che il punto fisso « ¢ unico. Supponiamo che 2’ sia anch’esso
un punto fisso. Allora,

d(z,2') = d(F(z), F(2")) < ad(z,2'),

e poiché a < 1, deve essere xz = 2. ]

15 Spazi di funzioni continue

Siano F, F' due spazi metrici, e consideriamo una successione di funzioni f, : £ — F.
Vogliamo studiare, qualora esista, il limite

liﬁn fu(z).

Ovviamente, questo limite potrebbe esistere per alcuni z € E e non esistere affatto
per altri. Quindi supponiamo che, per qualche sottoinsieme U C F, esista una
funzione f : U — F per cui

lim f,(z) = f(x), perognixzeU.

In questo caso diremo che la successione (f,), “converge puntualmente” a f su U,
in altre parole,

VeeU Ve>0 dneN: n>n = d(fu.(x), f(x)) <e.

Se la scelta di 7 non dipende da x € U, diremo che la successione (fy,), “converge
uniformemente” a f su U; in questo caso,

Ve>0 dneN: VeelU n>n = d(fu.(x), f(z)) <e,

ossia, equivalentemente,
lirrln [sup {d(fn(z), f(z)) 2 € U}} =0.

Forniamo un esempio di una successione (fy), che converge puntualmente, ma
non uniformemente. Sia f, : [0,1] = R, con n > 1, definita da

ne SGOS$S%,
fa@)=% 2—nz sel<az<?2
0 se%gmgl.

Si vede facilmente che lim,, f,(x) = 0 per ogni z € [0, 1], ma la convergenza non &
uniforme, poiché fn(%) =1 per ogni n > 1.
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La convergenza uniforme ha un buon comportamento rispetto alla continuita,
come afferma il seguente teorema.

Teorema 51 Se ogni funzione f, : E — F ¢ continua su U C E e (fy)n converge
uniformemente a f su U, allora anche f é continua su U.

Dimostrazione. Consideriamo un punto arbitrario z¢p di U; mostreremo che f e
continua in xg. Fissato € > 0, esiste un n € N tale che

VeeU n>n = d(fn(x),f(x))<§s.

Poiché
d(f(z), f(z0)) < d(f(x), fn(@)) + d(fn(2), fa(z0)) + d(fn(z0), f(20)),

prendendo n = n abbiamo che
2
d(f(), f(z0)) < 5 &+ d(fa(2), fa(wo)) -
Per la continuita di f7 in xg, possiamo trovare un 6 > 0 tale che
1
d(z,z0) <0 = d(fa(®), fa(0)) < 3¢
Quindi,
2 1
dz,z0) <d = d(f(z), f(x0)) < §e+ 3E=¢
dimostrando cosi che f e continua in xg. |

Nota. Se (fn)n € una successione di funzioni continue che converge uniformemente
su U a una qualche funzione, per ogni xy € U possiamo scrivere

lim( lim fn(:v)) = lim (li}ln fn(:n))

n T—rx0 T—rT0

Nel seguito diremo che una funzione f : £ — F' & “limitata” se la sua immagine
f(E) lo ¢, e denoteremo con B(E, F') I'insieme di tutte queste funzioni. Definiamo,
in B(E,F),

doo(f, 9) = sup{d(f(z),g(x)) : v € E}.
Si verifica facilmente che questa ¢ una distanza, per cui B(E, F') sara trattato come

uno spazio metrico. Si noti che, prendendo una successione (fy), e una funzione f
nello spazio B(F, F'), si ha che

limf,=f < (fn)n converge uniformemente a f su E.
n

Indaghiamo ora alcune ulteriori proprieta di questo spazio di funzioni.
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Teorema 52 Se F' é completo, allora anche B(E, F) é completo.

Dimostrazione. Sia (f,), una successione di Cauchy in B(E, F'). Poiché, per ogni
re b,

d(fm (), fn(2)) < doo(fins fn) ,

abbiamo che (fy,(x)), ¢ una successione di Cauchy in F', per ciascun = € E. Essendo
F' completo, la successione (fy,(x)), ha un limite in F; lo denoteremo con f(x).
In questo modo abbiamo effettivamente definito una funzione f : £ — F, e ora
dimostreremo che lim,, f,, = f in B(E, F'). Fissato € > 0, esiste un 7 € N tale che

(m>nen>n] = dool(fn, fm) <€
=  d(fn(x), fm(x)) <e, per ogniz € E.

Per la continuita della distanza, abbiamo che
hgln d(fn(x)7 fm(‘r)) - d(fn(.%'), f(x» )

da cui
n>n = d(fu(z),f(x)) <e, perogniz e E.

Quindi, f appartiene a B(E, F'), e

La tesi ¢ cosi dimostrata. ]

Se f € B(E,F) e F ¢ uno spazio vettoriale normato, possiamo definire

[flloo = sup{|[f(x)

cx € E}.
Si verifica facilmente che questa & effettivamente una norma su B(E, F'), e che

Come conseguenza immediata del teorema precedente, abbiamo il seguente.
Corollario 53 Se F' é uno spazio di Banach, allora anche B(E, F) lo é.

Dimostrazione. Essendo F' completo rispetto alla distanza indotta dalla sua norma,
anche B(E, F') ¢ completo, per il teorema precedente. [
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Denotiamo con C(FE, F') I'insieme delle funzioni continue f : F — F. Siamo ora
interessati a considerare lo spazio C(E, F)NB(E, F), costituito da funzioni continue
e limitate.

Teorema 54 L’insieme C(E,F)NB(E,F) é chiuso in B(E, F).

Dimostrazione. Sia f € B(E,F) un punto aderente a C(E,F) N B(E, F). Allora
esiste una successione (f,), in C(E,F) N B(E,F) tale che lim, f, = f. Per il
Teorema 51, f & continua, essendo il limite uniforme di funzioni continue, quindi
feC(E,F)NB(E, F). Abbiamo cosi dimostrato che la chiusura di C(E, F)NB(E, F)

coincide con C(E, F) N B(E, F') stesso. |
L’insieme C(E, F)NB(E, F') eredita la distanza d, da B(E, F') e, quando F' ¢ uno
spazio vettoriale normato, anche la sua norma || - [|~. I seguenti corollari potranno

risultare utili.

Corollario 55 Se F' ¢ completo, allora anche C(E,F)NB(E,F) lo é. Quindi, se
F ¢ uno spazio di Banach, anche C(E,F)NB(E,F) lo é.

Dimostrazione. Qualsiasi successione di Cauchy in C(E, F)NB(E, F') ha un limite in
B(E, F), poiché B(E, F) & completo. Essendo C(E, F)NB(E, F) chiuso in B(E, F),
questo limite appartiene a C(E, F)NB(E, F'). Quindi, C(F, F)NB(E, F') & completo.

|

Corollario 56 Se E é compatto e F' é completo, allora anche C(E, F) é completo.
Quindi, se E é compatto e F' é uno spazio di Banach, anche C(E,F) é uno spazio
di Banach.

Dimostrazione. Essendo E compatto, ogni f € C(E, F') & limitata. Quindi, C(E, F)
coincide con C(E, F)) N B(E, F'), e la conclusione segue dal corollario precedente. m

16 1l Teorema di Ascoli—Arzela

Un sottoinsieme H di C(E, F) si dice uniformemente equicontinuo se, per ogni e > 0,
esiste § > 0 tale che, presi z,y € F,

d(z,y) <6 = d(f(z),f(y)) <e, perogni f € H.

Diremo che un insieme ¢ “relativamente compatto” se la sua chiusura ¢ un insieme
compatto.
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Teorema 57 (di Ascoli-Arzela) Sia E compatto ed F' completo. Allora un sot-
toinsieme H di C(E, F) é relativamente compatto se e solo se H é uniformemente
equicontinuo e, per ogni x € E, linsieme H(x) = {f(z) : f € H} ¢ relativamente
compatto.

Dimostrazione. Sia H relativamente compatto e fissiamo ¢ > 0. Allora H puo essere
ricoperto da un numero finito di palle aperte B(f1,¢),..., B(fm,€),con fi,..., fm €
H. Per ognii € {1,...,m} esiste §; > 0 tale che, per z,y € F,

Ponendo 0 = min{di,...,dy}, per ogni f € H esiste un indice ¢ € {1,...,m}
tale che f € B(f;,¢); quindi, se d(z,y) <9,

d(f(x), f(y)) < d(f (@), fi(x)) + d(fi(x), fi(y)) + d(fi(y), f(y)) S e +e+e=3e.

Quindi H & uniformemente equicontinuo. Inoltre, per ogni x € FE, la funzione
¢z » C(E,F) — F, definita da ¢,(f) = f(x), ¢ continua; pertanto, essendo H
compatto, anche ¢, (H) & compatto. Segue che

H(z) = ¢.(H)

¢ relativamente compatto.

Supponiamo ora che H sia uniformemente equicontinuo e che, per ogni = €
E, linsieme H(x) = {f(z) : f € H} sia relativamente compatto. Sia (f,), una
successione in H. Dobbiamo dimostrare quanto segue.

Affermazione. Per ogni ¢ > 0 esiste una sottosuccessione, indicata con (f:)y, tale
che
doo (f2, 12) < &, per ogni m, n.
Sia quindi fissato € > 0. Per 'equicontinuita uniforme, ogni z € E possiede un
intorno aperto U, tale che

d(fn(u), fn(v)) <

, per ogni u,v in U, e per ogni n.

W M

Gli aperti U, ricoprono E, che e compatto; dunque esiste un sottoricoprimento finito

Usyyooy U
Inoltre, poiché gli insiemi H(x1), ..., H(x;) sono relativamente compatti, esiste una
sottosuccessione (fy,)r tale che (fy, (xi))r converge per ogni ¢ = 1,...,j5. Allora

esiste k. > 0 tale che

d( fry (23), frg, (2:)) < =, per ogni K k" > k., eperognii=1,...,7.

Wl M
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Ora, per ogni u € F esiste un indice 4, tale che u € U;,. Quindi, per ogni k', k" > k.,

A(fry (), fry (w)) <
< d(fnk/ (u)v fnk/ (:Elu)) + d(fnk/ (xiu)v fnk,// (xzu)) + d(fnk// (xlu)? fnk// (u))

€ € ¢
<—4-+-=c¢.
_3+3+3 €

Abbiamo cosi dimostrato ’Affermazione.

Applicando ora I’Affermazione alla successione (fy,), con € = 1, otteniamo una
sottosuccessione (f;), tale che

doo(fL, fL) <1, per ogni m,n.

Applichiamo quindi 1’Affermazione alla successione (f!), con ¢ = 1/2, ottenendo

n

una ulteriore sottosuccessione ( fﬁ/ 2)n tale che

doo (f12, f12) < = | per ogni m,n.

1

2

Procedendo in questo modo, per induzione, per ogni k£ > 1 possiamo trovare una
. 1/k

sottosuccessione (f,'" ), tale che

doo( 1/k 1/l<:) <

o fl , per ogni m,n.

=

fé/(k_l))

. . 1/ky . . .
Per ogni k > 2, la successione ( fn/ )n € una sottosuccessione di ( n. Poniamo

allora ,
1/k
f ng — Jg -
Questa ¢ una sottosuccessione di (f,,),. Inoltre si verifica facilmente che

1
doo(fnkmfnk//) S %, per ogni k/,k// 2 k.

Pertanto (fn, )r ¢ una successione di Cauchy in C(E, F'), che ¢ uno spazio completo,
quindi converge. [ |

17 Due teoremi che coinvolgono i limiti

Sia I = [a,b], come sopra, e sia f : I — R una funzione continua. Ricordiamo che la
funzione integrale fa f € una primitiva di f, quindi & sicuramente continua su I. E
quindi possibile definire una funzione ¥ : C(I,R) — C(I,R) in questo modo:

W (f))(x) = / “f.
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Prendendo f,g € C(I,R), per ogni = € [a,b] si ha che

e - wel@l = | [ (¢ -a< [ 17-4
g/a F=gl < b-a)lf —gl.

da cui
1(f) = (g)loo < (0= a)llf — glloo -

Questo implica che ¥ & una funzione continua. Utilizzeremo questo fatto nei seguenti
due teoremi che coinvolgono i limiti.

Consideriamo la situazione in cui una successione di funzioni continue (fy)n
converge puntualmente a una funzione f, cioe, per ogni z € I,

lim f(2) = f().

La domanda & se f sia integrabile su I, con

/Ileigl/lfn,
/Ilirrlnfnzligl/jfn.

In altre parole, ci chiediamo se sia possibile scambiare le operazioni di integrale e di
limite.

cioe, se

Esempio. Mostriamo innanzitutto che in alcuni casi la risposta potrebbe essere
negativa. Consideriamo le funzioni f, : [0,7] = R, con n = 1,2, ..., definite da

fola) = { nsin(nx) sex € [0,7],

0 altrimenti.

Per ogni x € [0, 7], abbiamo che lim,, f,(z) = 0, mentre

™ w/n ™
/0 fn(z)dx = /0 nsin(nz) dr = /0 sin(t)dt = 2.

Quindi, in questo caso,
/ limfn:07é2:lim/ fn-
o ™ nJo

Nel seguente teorema, la risposta alla domanda posta sopra e positiva purché si
assuma la convergenza uniforme.
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Teorema 58 Sia (fn)n una successione uniformemente convergente in C([a,b],R).

Allora,
b b
/ limfnzlim/ fn-

Dimostrazione. Sia lim,, f, = f : I — R. Poiché la convergenza & uniforme, sappi-
amo che f € C(I,R). Inoltre, essendo ¥ continua, abbiamo che lim, ¥(f,) = ¥(f),
cioe,

hyrln[\ll(fn)](:x) = [¥(f)](z), uniformemente in x € [a,b].

In particolare, prendendo = = b,

1i1§1/abfn=/abf,

che ¢ cid che volevamo dimostrare. ]

Nel secondo teorema viene analizzato il problema analogo riguardante la possi-
bilita di scambiare le operazioni di derivata e di limite. Indicheremo con C*(I,R)
I'insieme delle funzioni f : I — R che siano derivabili, con derivata continua.

Teorema 59 Siano xo € I, yo € R, (fu)n una successione in C1(I,R) e g € C(I,R)
tale che
lim f(x0) = yo, e limf, =g uniformemente in I .
n n

Allora, (fn)n converge uniformemente a una funzione f. Inoltre, f € C*(I,R) e
f' = g. Di consequenza, possiamo scrivere

(1 o)) =i (1)

Dimostrazione. Definiamo la funzione f : I — R come segue:

ﬂ@=m+/2@w.

o

Poiché g & continua, la funzione f & derivabile e f'(z) = g(z), per ogni x € I. In
particolare, f € C!(I,R). La dimostrazione sard completata provando che (fy)n
converge uniformemente a f.

Per il Teorema Fondamentale, per ogni n € N e x € I possiamo scrivere

fu(@) = fu(xo) + / fh)dt,

ossia

(@) = ful@o) + [T(f)l(@) — [¥(£)](z0) -
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Poiché lim,, f; = ¢ in C(I,R), abbiamo che lim,, U(f)) = ¥(g) in C(I,R), cioe

117Iln[\Il(f')](x) = [¥(g)](xz), uniformemente in x € I.

n

Quindi, siccome anche lim,, f,(xg) = yo, abbiamo che

li;Ln fu(x) =yo+[¥(9)](z) — [¥(9)](z0) = yo —i—/x g(t)dt, uniformemente in z € I.

Abbiamo quindi dimostrato che (f,), converge uniformemente a f. [ |

Vediamo un esempio in cui 'uguaglianza non vale. Siano f, : R — R definite da

fo(z) = - arctan(nx) .

Allora p p
%(hmfn(x)) = %0 =0.
D’altra parte,
d 1
%fn(x) - 1 +n2:1,‘2 )

e quindi
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Parte II - Calcolo differenziale

18 Calcolo differenziale: funzioni da RY a R

In questa sezione, E sara un sottoinsieme aperto di R, &y un punto di E e f :
E — R una funzione. Vogliamo estendere il concetto di derivata gia introdotto nel
caso N = 1. Iniziamo con il fissare una “direzione”, ossia un vettore v € RY tale
che ||v]| = 1 (detto anche “versore”). Chiamiamo, se esiste, “derivata direzionale”
di f in xy nella direzione v il seguente limite

f(xo + tv) — f(xo)

lim ,
t—0 t
che verra indicato con il simbolo
of
(o) -
ov
Se v coincide con un elemento ej della base canonica [e,es,...,ey] di RV, la

derivata direzionale si chiamera “derivata parziale” k-esima di f in @g e si indichera
con

of
Tm(mO)‘
Se xg = (9, 29,...,2%), si ha quindi:
OF () = 1im L E0Hter) = [(@0)
Oxy, t—0 t
o fada a4t aR) = fafad e aR)
t—0 n ,

per cui si usa parlare di “derivata rispetto alla k-esima variabile”.

Esistono delle funzioni che, pur avendo derivate direzionali in tutte le possibili
direzioni, non sono continue. Ad esempio, la funzione f : R? — R definita da

x4y2

Sy = @R (2,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0),

ha tutte le derivate direzionali nulle in &y = (0,0), ma non & continua in tale punto,
come si vede considerando la restrizione alla parabola {(z,y) € R? : y = 22}. Questo
fatto ci porta a cercare una generalizzazione piu appropriata del concetto di derivata.
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Definizione 60 Diremo che la funzione f é “differenziabile” in oy se esiste una
applicazione lineare £ : RN — R per cui si possa scrivere

f(®) = f(x0) + (T — o) + 1 (),
dove v é una funzione tale che

im &)
z—wo || — To|

Se f ¢ differenziabile in xg, l'applicazione lineare { si chiama “differenziale” di f in
xo e si indica con il simbolo

df (o) -
Teorema 61 Se f ¢é differenziabile in xg, allora f & continua in xg.

Dimostrazione. Sappiamo che I'applicazione ¢ = df (), essendo lineare, & continua
e £(0) = 0. Ne segue che

lim f(z) = lim [f(wo) + (@ — xo) + ()

T—raQ

= f(@o) +4(0) + lim r(x)
()

= f(x li li r—x
f( 0) + mi{rmlo H:B — mOH mLleo H OH
= f(xo),
il che dimostra che f & continua in xg. ]

Seguendo un’abitudine consolidata per le applicazioni lineari, si usa spesso scri-
vere df (xg)h invece di df (xg)(h).

Teorema 62 Se f ¢ differenziabile in &g, allora esistono tutte le derivate direzionali
di f in To: per ogni direzione v € RN si ha

O () = d (o).

Dimostrazione. Usando la definizione di differenziale, abbiamo

f(xg +tv) — f(x0) df (o) (tv) + r(xo + tv)

lim = lim
t—0 t t—0 t
td
— lim If (xo)v + (0 + tV)
t—0 t
r(xo +tv)

= df(mO)v_F%g%fa
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d’altra parte, essendo ||v|| =1, si ha

t t
lim r(xo + tv) — lim |r (o + tv)] ~ lim Ir ()] _o,
=0 t t=0 ||(xo + tv) — xo||  =—=o [T — 0|
da cui la tesi. ]

In particolare, se v coincide con un elemento ey della base canonica [e;, es,
...,en], si ha:
of

Tm(mo) = df(a:o)ek .

Scrivendo il vettore h € RN come h = hie; + haoes + - - - + hyen, abbiamo

df(a’:o)h = hidf (xo)e; + hgdf(.’l?o)eg + -+ hydf(xo)en
of

_, of af of
= hy P (o) + ho Dig (o) + -+ hy Oon (o),

ossia

N
@k =3 5 (@o)he.
k=1

Introducendo il vettore “gradiente” di f in xg

V(an) = (5 (@) g (@)oo (o))

si puo scrivere

df(@o)h = V f(@0) - h.

Possiamo quindi scrivere

f(x) = f(xo) + Vf(xo) - (X — x0) +7(T),

con (@)
) r(x
lim ————— =0.
2w || — o
Analizziamo con maggiore attenzione il caso N = 2. Come di consueto, invece di
usare la notazione (x1,3), gli elementi di R? verranno denotati con (z,y). Fissato
quindi il punto gy = (z0, yo), possiamo scrivere

) = F0,0) + 5 (an, )& = o) + 5 20, 30) o = o) + 7(,0).

con
i r(z,y)
(z,y)—(z0,y0) \/(90 —20)% + (¥ — y0)?

=0.
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Ricordando che il grafico di f & I'insieme

Gy ={(z,y,2) €R’: 2 = f(z,y)},
chiameremo “piano tangente” al grafico di f nel punto (zo, yo, f (20, %0)) I'insieme

0

{032 € 2= fanuo) + o w)(w — 20) + 5L (an.00)(w — )}

19 Funzioni di classe C!

Il seguente risultato € noto come “teorema del differenziale totale”.

Teorema 63 Se f possiede le derivate parziali in un intorno di g ed esse sono
continue in X, allora f ¢ differenziabile in .

Dimostrazione. Supporremo per semplicita di notazioni N = 2. Definiamo ’applicazione
lineare ¢ : R2 — R che ad ogni vettore h = (hy, hy) associa

of of
{(h) = — h — ho .
(h) . (o)h1 + e (20)hs
Vedremo che ¢ & proprio il differenziale di f in @y. Intanto, & lineare, come si vede

immediatamente. Inoltre, scrivendo @g = (29,29) e & = (x1, 2), per il Teorema di

Lagrange si ha
f(@) = f(0) = (f(x1,22) — f(a,22)) + (f (2], 22) — f(2],23))
0 0
- Lo —ad) + S &) - ),

per un certo &1 € [z9,71] e un certo & € [29, 2], Quindi,

r(@) = f(x) - f(zo) — £(x — 20)

~ o) - g o +
+ o6t - L) o9,
ed essendo |71 — 29| < || — x| e |v2 — 29| < || — o],
< @ - gLt + gLl - o tad
Facendo tendere @ a o, si ha che (£1,12) — (29,29) e (29, &) — (29, 29) per cui,
essendo % e % continue in &y = (29, 29), si ha
lim M =0
aao || —xof
da cui la tesi. ]
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Diremo che la funzione f ¢ di classe C! su E se f possiede le derivate parziali ed
esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente segue che una funzione di
classe C! ¢ “differenziabile su E”, ossia in ogni punto di E.

20 Derivate parziali successive

Supponiamo, per semplicitd, N = 2. Consideriamo E, un insieme aperto di R? e
una funzione f : ' — R che abbia le derivate parziali OF " OF i tutti i punti di E.

oz’ Tm
Se esse posseggono a loro volta derivate parziali in un punto @y, queste si dicono

“derivate parziali seconde” della f in @g e si denotano con i simboli

92 f o of o2 f o of

927 ™) = 52,801 @ Gagde; ) = By By )
o2 f o of o2 f o of
D107 ) = B0y 52y )0 5z (®0) = 55y, (%)

. . - . . 2 2
Teorema 64 (di Schwarz) Se esistono le derivate parziali seconde %, %

i un intorno di g ed esse sono continue in Tg, allora

0% f 0% f

022011 To) = 0x10x2

(o) -

Dimostrazione. Sia p > 0 tale che B(xg,p) C E. Scriviamo @y = (29,29) e pren-
diamo un @ = (z1,72) € B(xg,p) tale che 21 # 2 e x5 # 1. Possiamo allora
definire

g(z1,x2) = f(:Cl’xZ : iéxl’xg) ,

Si verifica che vale 'uguaglianza

9(5[51, m2) - g(x[l)a x?) _

h(z1,2z2) =

f(@1,@2) — f(29,22) .

CElf.T(l)

.CEl—IE(l)

h(z1,22) — h(x1,29)

1’2—1'3

Per il Teorema di Lagrange, esiste un & € ]a?, z1[ tale che

g(x1,29) — g(af,22)  dg _
z1 — 2§ - 0n (&1, 22) =

ed esiste un & € )29, x| tale che

h(z1,z2) — h(azl,a:g)

To — 338 0xa

Oh
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(97,?01(517332) - 5751(51,3:8)

= —(71,&) =

xg—acg ’

2] 2]
8752(1'1752) - 87152(3:(1)752)

xl—:c(l)



Di nuovo per il Teorema di Lagrange, esiste un 1y € ]29, x5 tale che

88751(517132) - %(fla‘rg) o 82f (51 772)
0 ) )

To — T, Q901

ed esiste un 7y €29, 1] tale che

%(xla£2) - %(l’?,gg) an

z — 2 - 021029 (m,€2) -
Quindi,
an 82
8%281’1 (517 7]2) - 8x18x2 (771’ 52)
Facendo tendere © = (71,72) a g = (29,29), si ha che sia (&,7m2) che (nm1,&)
tendono a xg, e per la continuita delle derivate seconde miste si ha la tesi. [ |

Diremo che la funzione f ¢ di classe C?> su E se f possiede tutte le derivate
parziali seconde ed esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente segue che
se una funzione & di classe C2, le derivate parziali “miste” sono uguali.

E utile definire la “matrice hessiana” di f nel punto xg:

& &
52 (T0) gy, (o)
Hf(xo) = i . ;
0 0
el G0 Té(mo)

se f & di classe C2, si tratta di una matrice simmetrica.

Quanto sopra si puo estendere senza difficolta alle funzioni di N variabili, con
N qualunque. Se f & di classe C?, la matrice hessiana risulta allora una matrice
simmetrica del tipo N x N:

02 f 02§ 02 f
5:7(0) g0 (T0) - gy (T0)
02§ 02§ 02§
0x10z2 (170) 7%(.’,60) ©tt OxpnOxa (:EO)
Hf(zo) =
02 f 02 f 02 f
0x10xN (mo) Ox20x N (mo) e ax?\] (mo)

Procedendo per induzione, si possono definire le derivate parziali n-esime di una
funzione. Si dice che la funzione f e di classe C™ su FE se f possiede tutte le derivate
parziali n-esime ed esse sono continue su tutto E.
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21 La formula di Taylor

Supponiamo ora che f : E — R sia una funzione di classe C"*!, per un certo n > 1.
Consideriamo come sopra, per semplicita, il caso N = 2. Introduciamo le seguenti
notazioni:

0 0
DI1 - (97161 } To — (9716’2 }
0? 0? 0?
2 2
=, D, D, = D2 = =
T gp2 UMY T grdm, ™ 92

e cosi via, per le derivate parziali successive. Si noti che, per un vettore h =
(hl,hg) S RQ, si ha

df (xo)h = h1 Dy, f(o) + ha D, f(x0) ,
che risultera conveniente scrivere
df(w())h = [thwl + hQDm]f(wO) .

In questo modo, possiamo pensare che f viene trasformata dall’operatore [hD,, +
hoD,,] nella nuova funzione [h1 Dy, + hoDy,|f = h1 Dy, f + haDy, f.

Dati due punti &y e & in RY, si definisce il “segmento” che li congiunge:
[To, ] = {0 +t(x —0) : t €[0,1]};
analogamente, scriveremo
|xo, x[= {0+ t(x —T0) : t €]0,1] }.

Supponiamo ora che [x, ] sia un segmento contenuto in E e consideriamo la fun-
zione ¢ : [0, 1] — R definita da

P(t) = f(xo + t(x — o)) .

Dimostriamo che ¢ € derivabile n+ 1 volte su [0, 1]. Per ¢ € [0, 1], essendo f differen-
ziabile in ug = xg + t(x — xp), si ha

f(u) = f(uo) + df (uo)(u — uo) +r(u),

im %)
u—uo [|u — ug|
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Quindi,

iy G6) = 6() . f(@o + s(@ — @) — f(@o + H® — 20))
st s—1t s—t s —1
iy W (@0 + 1 — @0)) (s — 1) (2 — 0)) + (@0 + 5(T — 20))
s—t s —t
= df (o + t(x — 20)) (% — o) + lim r(xo +Ss(_:ct— x)) |
ed essendo
lim [T@o 8@ = Zo)| oy @I =0
s—t s—1 u—ug ||u — wo| 0 ’
si ha
¢/(t) = lim M =df(xg+t(x — xp))(x — x0) .

s—t s—1t

Con le nuove notazioni, ponendo  — ¢y = h = (hy, he), abbiamo
¢'(t) = [h1 Dy, + haDy,| f (@0 + t(T — ®0)) = g(T0 + t(T — T0))

dove g ¢ la nuova funzione [h1 Dy, +haD,,] f. Possiamo allora iterare il procedimento,
e calcolare la derivata seconda di ¢:

(b”(t) = [thm =+ hQDIQ]g(wO + t(CU - ZC()))
= [thm + h2D$2Hh1D&?1 + hQDIQ]f(CCo + t(w — a}g)) .

Per brevita, scriveremo
¢"(t) = [hDq, + ha Dy, f (0 + t(x — 20)) -

Notiamo che, usando la linearita delle derivate parziali e I'uguaglianza delle derivate
miste (Teorema di Schwarz), si ha

(M1 D, + haDay|*f = WD3, f + 2haha Dy, Day f + h3D7, f
= [W{D2, + 2h1haDy, Dy, + h3D3 £ .

Osserviamo che 'espressione
[h1 Dy, + haDy,)* = [WiD2 + 2h1ha Dy, Dy, + h3D2]

si ottiene formalmente come il quadrato di un binomio. Procedendo in questo modo,
si puo dimostrare per induzione che, per k = 1,2,...,n+1, la formula della derivata
k-esima di ¢ e

¢(k) (t) = [thzl + h2D$2}kf(a'}0 + t(ﬂ: — $0)) ,
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e che, usando formalmente la formula del binomio di Newton

k s
@ +a =3 (),
=0

si ha
[tha:1 + h2D$2]k = Z <j>hlf_]h%D’;1JDgc2
=0

(in questa formula, i simboli DY e DgQ vanno interpretati come l'operatore identita).

Per poter scrivere agevolmente la formula di Taylor, introduciamo la notazione
d" f(xo)h" = [h1 Dy, + haDy, )" f(o) .

Teorema 65 Sia f : E — R di classe C"*! e [xg, ] un segmento contenuto in E.
Allora esiste un & € |xo, x| tale che

f(w) = pn(w) + Tn(w) ’

dove
pn(x) = f(20) +df (T0) (T — T0) + %dgf(a:o)(:c —x)? 4+ %d”f(a:o)(ac —xo)"

e il “polinomio di Taylor di grado n associato alla funzione f nel punto xy” e

1

(n — 1)'dn+1f(§)(w o wo)nJrl

() =

e il “resto di Lagrange”.
Dimostrazione. Per la formula di Taylor applicata alla funzione ¢, si ha

BUt) = 6(0) + $(0)1 + 8" O+ + B O + oD €

(n+1)!

per un certo ¢ €]0,t[. La formula cercata si ottiene prendendo ¢ = 1 e sostituendo i
valori delle derivate di ¢ trovati sopra. ]

Il polinomio di Taylor si puo anche scrivere nella forma compatta

pu() = 3 2o (o) (@ — o),

k=0
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con la convenzione che d°f(xg)(x — xg)?, il primo addendo della somma, sia f (o).
Si ha quindi

n

1

pa(E) =Y ol - 29Dy, + (2 — 29) Dy ]F f (o)
=0

— "1 k k akf . .

;;ok! JZ:%()W(%) (21 — 29 (2 — 29)

Puo essere utile la seguente espressione per il polinomio di secondo grado:
pa() = (o) + V(o) - (@ — o) + §(HF (o) (@ — x0)) - (2 — o) .

Il teorema sopra dimostrato resta valido per qualsiasi dimensione N, pur di inter-
pretare correttamente le notazioni: ad esempio, per un vettore b = (hy, ha, ..., hy),
si dovra leggere

d* f(xo)h* = [h Dy, + hoDy, + -+ -+ hy Dy ]* f(20) .

In questo caso, volendo esplicitare il polinomio di Taylor, sara utile utilizzare la
formula di Leibniz

k!
m1!m2! < -mN!

mi _mo my
ay tag?an” .

(a1 +az+ - +ay)k = >

mi+ma+--+my=k

22 La ricerca di massimi e minimi

Come sopra, consideriamo un insieme aperto £ C RY e una funzione f : E — R.
Diremo che @y € FE ¢ un “punto di massimo locale” per la funzione f se esiste un
intorno U di zg contenuto in E per cui zg & punto di massimo della restrizione di f
a U. Equivalentemente, se

30>0: Ve e B d(x,x0) < = f(x) < f(xo).
Analogamente per “punto di minimo locale”.

Teorema 66 (di Fermat) Se xy é un punto di massimo o di minimo locale e f ¢
differenziabile in o, allora V f(x) = 0.

Dimostrazione. Se & & punto di massimo locale, per ogni direzione v € RV avremo
che

f(xo + tv) — f(x0) >0 set<0,
t <0 set>0.
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Siccome f e differenziabile in g, ne deduciamo che

- fxo +tv) — f(x0)

ov t—0 t =0

In particolare, sono nulle tutte le derivate parziali, per cui V f(xy) = 0. Nel caso in
cui @y sia un punto di minimo locale, si procede in modo analogo. [

Un punto il cui il gradiente si annulli & detto “punto stazionario”. Naturalmente
un tale punto potrebbe non essere ne di massimo ne di minimo.

Mostreremo ora come la formula di Taylor possa essere usata per stabilire un
criterio affincheé un punto stazionario sia di massimo, o di minimo. Iniziamo con una
definizione. Diremo che una matrice A simmetrica N x N & definita positiva se

[AR]-h >0, perogni h € RV )\ {0}.

Diremo che A e definita negativa se vale la disuguaglianza opposta, ossia se —A e
definita positiva.

Teorema 67 Se x( ¢ un punto stazionario e f ¢ di classe C?, con matrice hessiana
H f(xp) definita positiva, allora o é un punto di minimo locale. Se invece H f(xo)
e definita negativa, allora g € un punto di massimo locale.

Dimostrazione. Per la formula di Taylor, per & # @( in un intorno di &g esiste un
& €xp, x| per cui

f(@) = fl@o) + V(@) - (@ — wo) + §(HI(€) (@ —a0)) - (@ — w0).

Se A = Hf(xo) ¢ definita positiva, esiste un ¢ > 0 tale che, per ogni v € RY con
o]l =1,
[Av]-v>c.

(Abbiamo qui usato il Teorema di Weierstrass, e il fatto che la sfera {v € RY : ||v| =
1} & un insieme compatto.) Quindi

(H f(xo)
Per la continuita delle derivate seconde, se @ ¢ sufficientemente vicino a @,

(Hr) o) 2

|z — o/ |z — o
(Lo si vede per assurdo, usando di nuovo la compattezza della sfera.) Essendo
V f(xo) = 0, per tali & abbiamo che

@) = f(@o) + 5 (HI() (@ —20)) - (@ — o)

> f(xo) + 3cllx — xol|* > f(x0) ,

r — I r — Iy
)- >c.
[z — o/ [l — o

|2%c>0.

per cui @y € un punto di minimo locale.
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La dimostrazione della seconda affermazione ¢ analoga. ]

Enunciamo ora (senza dimostrazione) due criteri utili a stabilire quando una
matrice A simmetrica N x N & definita positiva o negativa. Ricordiamo che gli
autovalori di una matrice simmetrica sono tutti reali.

Primo criterio. La martrice A é definita positiva se tutti i suoi autovalori sono
positivi. Essa € definita negativa se tutti i suoi autovalori sono negativi.

Secondo criterio. La martrice A = (a;;);; € definita positiva se

ai; >0,
al a

det [ P11 @12 5 ¢
asr  a

ailr aiz a3

det a1 Q22 a93 >0, ...
asr a3z2 ass

a1l a2z -+ Q1IN
a1 Gz -+ Q2N

det . . . > 0.
aN1 an2 -+ QNN

Essa ¢ definita negativa se i determinanti scritti sopra hanno segno alternato: quelli
delle sottomatrici con un numero dispari di righe e di colonne sono negativi, mentre
quelli delle sottomatrici con un numero pari di righe e di colonne sono positivi.

23 1l differenziale di una funzione a valori vettoriali
Sia E un sottoinsieme aperto di RV, g un punto di F e f : E — RM una funzione.

Definizione 68 Diremo che la funzione f é “differenziabile” in @y se esiste una
applicazione lineare £ : RN — RM per cui si possa scrivere

f(x) = f(xo) + (T — X)) + (),

dove v ¢ una funzione tale che

Zr
A —
we0 & — @0

Se f e differenziabile in gy, 'applicazione lineare ¢ si chiama “differenziale” di f in
Ty e si indica con il simbolo
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Siano fi, fa,..., far le componenti di f, per cui
f(.’B) = (fl(w)a fQ(w)7 s 7fM(w)) :

Teorema 69 La funzione f ¢ differenziabile in Ty se e solo se lo sono tutte le sue
componenti. In tal caso, per ogni vettore h € RN si ha

df(JJ())h = (dfl (wo)h, dfg(wo)h, - ,dfM(a’Jo)h) .
Dimostrazione. Considerando le componenti nell’equazione
f(x) = f(mo) + l(x — x0) + (),

possiamo scrivere
fr(@®) = fir(xo) + (T — x0) + 71(T)

con k=1,2,..., M, e sappiamo che

€T xr
limL:O & limﬁzo perogni k=1,2,..., M,
a0 || — Zo| a0 || — Xo|
da cui la tesi. m

Il teorema precedente permette di ricondurre lo studio del differenziale di una
funzione a valori vettoriali a quello delle sue componenti, che sono funzioni a valori

scalari.
E utile considerare la matrice associata all’applicazione lineare ¢ = df (xy), data da

él(el) 61(62) £1(3N)
62(61) 52(62) 62(6]\[)

EM(el) EM(BQ) Ce EM(eN)
dove eq, e, ...en sono i vettori della base canonica di RY. Tale matrice si chiama

“matrice jacobiana” associata alla funzione f nel punto @y e si denota con Jf(xy).
Ricordando che
O [

%j(wo) = dfx(o)e;,

conk=1,2,....Mej=1,2,..., N, si ottiene la matrice
%(mo) %(wo) %(wo)

o1 Oz ox N
0 o o
Jf(xo) = a%(wo) 37]2(500) ﬁ(wo)

Ofu 2 2
A (o) YA (x0) - - G ()

Si noti che, nel caso M = 1, la matrice jacobiana J f (@) risulta essere la matrice
trasposta del gradiente V f(x).
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Studiamo ora la differenziabilita di una funzione composta.

Teorema 70 Se f : E — RM ¢ differenziabile in xo, E' ¢ un aperto di RM conte-
nente f(E) e g: E' — RL ¢ differenziabile in f(x), allora go f ¢ differenziabile in
X, € si ha

d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) o df (o) -

Dimostrazione. Ponendo y, = f(xo), si ha

f(®) = f(xo) + df (o) (x — x0) +71(T), 9(Y) = 9(Yo) + dg(Yo)(Y — Yo) +72(Y) ,

con
TR 1.2 B S 1 16) I
z—zo || — To| v=uo [|[Y — Yol

Introduciamo la funzione Ry : E' — RL cosi definita:

|1;2—(yy) [ YT
Ry (y) = 0
0 se Y =1-

Si noti che Ry ¢ continua in y,. Allora

9(f(®)) = g(f(®0)) + dg(f(x0))[f (x) — f(20)] + r2(f(2))
= 9(f(0)) + dg(f(0))[df (x0)(x — T0) + r1(2)] + r2(f(x))
= 9(f(x0)) + [dg(f (x0)) o df (x0)](x — x0) + r3(T),

dove
rs(x) = dg(f(xo))(r1(x)) + r2(f(x))
= dg(f (o)) (r1(x)) + [ f(x) — f(zo) || R2(f ()
= dg(f(x0))(r1(x)) + [|df (o) (T — X0) + r1 (@) || R2(f () -
Quindi,

15— < Jtotr@ (5 )|+
(e (=) |+ 1) Rt

Se * — X, il primo addendo tende a 0, poiché dg(f(xg)) & continua; f & continua
in Ty e Ry & continua in Yy, = f(xg) con Ra(y,)) = 0, per cui ||Rz(f(x))| tende a
0; df (), essendo continua, & limitata sull'insieme compatto B(0,1). Quindi, si ha
che

o @l
2120 @ — @l

Ne segue che g o f ¢ differenziabile in xg con differenziale dg(f(xo)) o df (o). u
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Come noto, la matrice associata alla composizione di due applicazioni lineari e il
prodotto delle due matrici corrispondenti. Dal teorema precedente abbiamo quindi
la seguente formula per le matrici jacobiane:

J(g o f)(xo) = Jg(f(x0)) - Jf(x0)

et (@o) - P (o)

oxr N

d(go ' d(go :
(%I{)L (wo) (gof)r (wo)

oz N
GL(f(20)) -+ 52 (f(x0)) (@) -+ H (o)
%’ﬁ(f(wo))'-- %(f(flfo)) %fo(wo)'“ %(wo)

Ne segue la formula per le derivate parziali:

d(gof)i B

Tj(ﬂno) =

_ Ogi df1 dg; df2 dg; Ofm

= 5’y1 (f( 0))8733-(580) + 1 (f(wo))%j(l‘o) +- Bar (f(x0)) oz, (o)
Z gj}: f; (xo)

dovei=1,2,....,.Lej=1,2,...,N.

24 Il teorema della funzione implicita - primo enunciato

Il seguente risultato porta il nome di Ulisse Dini.

Teorema 71 Siano E C R x R un aperto, g : E — R una funzione di classe C' e
(x0,Yy0) un punto di E per cui si abbia:

0
9(70,%0) =0 %(xo,yo) £0.

Allora esistono un intorno aperto U di xg, un intorno aperto V di yo e una funzione
n:U—V tali che UXV CFEe presizeclU eyeV, siha:

g(r,y) =0 & y=n(z).
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Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

% (2, ()
Nz) = — Qe 07
T = e )

La funzione 7 risulta definita “implicitamente” dall’equazione g(z,y) = 0; il suo
grafico e 'insieme

Gr(n) ={(z,y) €U x V : g(z,y) = 0}.
Dimostrazione. Supponiamo ad esempio g—g(mo,yo) > 0. Per la proprieta di perma-
nenza del segno, esiste un 6 > 0 tale che, se |x — zo| < d e |y — yo| < 0, allora
g—g(:r, y) > 0. Quindi, per ogni = € [zg — I, zg + 0], la funzione g(x, ) & strettamente
crescente su [yo — 6, yo + J]. Essendo g(zg, yo) = 0, avremo che

g(zo,y0 —6) <0 < g(wo,yo + 9).

Per la permanenza del segno, esiste un ¢’ > 0 tale che, se x € [zg— ¢, 29+ ¢'], allora
9(x,y0 —6) <0 < g(x,y0 +9).

Definiamo U =]zg — §,20 + ' e V =]yo — 6,90 + 6[. Quindi, per ogni = € U,
siccome g(z, ) & strettamente crescente, esiste uno ed un solo y €y — 6, yo + [ per
cui g(z,y) = 0; chiamo n(z) tale y. Resta cosi definita una funzione n : U — V tale
che, presiz € U e y € V, si ha:

g(r,y) =0 & y=n(z).

Per vedere che n & continua, fissiamo ora un & € U e dimostriamo la continuita in
Z. Preso un = € U e considerata la funzione v : [0,1] — R x R definita da

V(1) = (Z + t(x — 2),n(Z) + t(n(z) — n(2))),

applicando il Teorema di Lagrange alla funzione g o vy si ha che esiste un £ €]0, 1]
per cui

9(x,n(x)) — g(z,n(T)) = %(V(f))(x —T)+ @(7(5))(77(90) — (7))

Essendo g(x,n(z)) = g(z,n(x)) = 0, si ha che




Siccome le derivate parziali di g sono continue e g—g ¢ non nulla sul compatto U x V,

si ha che |%(7(£))(g—§(7(£)))_1\ ¢ limitato superiormente e ne segue la continuita di
7 in . Resta da vedere la derivabilita: procedendo come sopra si ha che

(@) —n@ _ F0©)

Tz 29(3(¢))

con (&) appartenente al segmento che congiunge (z,7(z)) con (x,n(z)). Se x tende
a Z, si ha che (&) tende a (Z,7(Z)) e quindi

)

_ 09 (= =
(@) = (@ 52 (2,1(2))
n/(x):aljl_)H}: ( )__( ):_gg ~ 2
vz 2 (3,1())
Ne segue che 7 & di classe C*. ]

Vale naturalmente anche il seguente enunciato simmetrico rispetto al precedente.

Teorema 72 Siano E C R x R un aperto, g : E — R una funzione di classe C' e
(x0,Y0) un punto di E per cui si abbia:

99
, =0 — (o, 0.
9(o,Yo) bR (20, y0) #
Allora esistono un intorno aperto U di xq, un intorno aperto V di yo e una funzione
n:V —=UtalicheUxV CFEe presiz cU eyecV, siha:
9(z,y) =0 < x=n(y).

Inoltre, la funzione n ¢ di classe C' e vale la formula

)

(T

25 Il teorema della funzione implicita - caso generale

Vediamo come si generalizza il teorema della funzione implicita. Considereremo un
insieme aperto E di RM x RY e una funzione g : E — R¥, di classe C'. Quindi, ¢
ha N componenti

g(iB,y) = (gl(mv y)a s agN(m’ y)) .

Qui € = (z1,...,7) € RM e y = (y1,...,yn) € RY. Useremo la seguente
notazione per le matrici jacobiane:

le] 0,
- B (@,y) - P (,y) o (@, y) - P ()
9 (T Y= L : : @(w,y)z : :
G () (2, y) S () - G (2, y)
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Possiamo ora enunciare il Teorema di Dini in questo caso piu generale.

Teorema 73 Siano E C RM x RN un aperto, g : E — RN una funzione di classe
Cl e (x0,y,) un punto di E per cui si abbia:

dg
g(w07y0) :07 detaiy(anyO)#O

Allora esistono un intorno aperto U di xq, un intorno aperto V di y, e una funzione
n:U—=V tali che U xV CFE e, presix c U ey €V, si ha:

gz, y)=0 & y=n(r).

Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

(@) = - (@) Fh@a@).

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per induzione su N.

Nel caso N =1 e M > 2, si procede in modo del tutto analogo a quanto gia fatto
nel caso M = 1. Bastera prendere, al posto dell’intervallo [xg — d, zg + 4], la palla
chiusa B(xg, §), e similmente per gli intorni aperti di @, per dimostrare 1’esistenza
e la continuita della funzione 7. Resta da vedere la derivabilita: considerato & =
(Z1,...,Zn), prendiamo ora = (Z1+h, ..., Ty ); procedendo come in precedenza,
si ha che

)
h %5 (¢))
con (&) appartenente al segmento che congiunge (Z,n(Z)) con (x,n(x)). Se h tende
a 0, si ha che v(£) tende a (Z,n(x)) e quindi

@1+ hy. . Zm) — (T, .., Tar) _%(7(5))

I

_ _ _ _ g (A, =
on 2) — lim (@1 +h,. . Tn) 0@ T0) g (E ()
= =S
0x1y h—0 h aflg}(ajjn(a‘;))
Analogamente si calcolano le derivate parziali rispetto a xs,..., x5, per cui si vede

che 7 & di classe C! e

1 dyg
Jn(l’) = T g

%)) 00 )

Supponiamo ora ’enunciato valido fino a N — 1, per un certo N > 2 (e M > 1
qualsiasi) e dimostriamo che vale anche per N. Useremo la notazione

yl = (ylv"wyN*l)u
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per cui scriveremo y = (Y, yn). Siccome

9 0
aii (wOa Yo) - aygjlv (0, o)

det : : #0,

dgN 0
Bill (w()v y[]) aggf (m()a yO)

almeno uno degli elementi dell’ultima colonna €& non nullo. Possiamo supporre senza
perdita di generalita, eventualmente permutando le righe, che sia 891\’ (mo, Y,) # 0.

Scrivendo Yo = (91,9%), con 4§ = (..., y}_,), sard
. dgn
gN(w07y?7y9V):07 9 (w07 layN)#O
YN

Allora (caso unidimensionale) esistono un intorno aperto Uy di (o, %), un intorno
aperto Vy di y?\, e una funzione 1 : Uy — Vv di classe C! tali che U; x Vy C E,
per cui si abbia: se (z,y;) € Uy e yny € Vi,

gN(w7@17yN):0 <~ yN:nl(w7g1)7

1 aQN
095 (2, gy, mu(a, 1)) 0@ )

Possiamo supporre U; della forma U x 1:/1, con U intorno aperto di g e V; intorno
aperto di @(1) Definiamo la funzione ¢ : U x V; — R¥~! ponendo

Jnl(wvgl) = = (%@17771(337@1>)~

(ﬁ(.’D, @1) = (gl(w7 @17 "71(513; @1))7 R 79N—1(w7 @17 771(5'3> @1))) :
Per brevita, scriveremo
g(l,‘..,Nfl)(w7 y) = (gl(wa y)? s 7gN—1(w7 y)) :
Notiamo che ¢(x, :T/[l)) = 0 e che, essendo 7y (xy, @(1)) =%,

oo dg,... N—1)<

dg _

-0 , 1,...,.N
— (g, = =

8y1< oY1) oY,

1) om ~0
Ty, + ——— (o, — (@, . *
0,Yo) Do (o y0)8y1( Y1) (%)

Inoltre, siccome gn(x, Yy, m(x,y;)) = 0, per ogni (x,y;) € Uy, differenziando si
ha:

dgn dgN om -0
0= 8y ( OvyO) 6y ( anO)agl(man1>‘ (**)
Scriviamo
G, _ov | 9901, .N—
92 (3, g) | PN ()
d¢ _ 1 oy, Oyn
det —(x 0) = ——det
8@1 anl - gg (CCO yo) 89]\7 )
YN ’ 0
\ 8yN(x07y0)
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avendo usato la notazione di matrice suddivisa a blocchi. Sostituendo le due uguaglianze
(%), (%) e usando le proprieta dei determinanti, si ha:

8¢( 99¢1,..., N—l)(

et 8~ 3707:'/1) ayN $07y0)
e =
dg
0 ‘ dyn (1»‘07y0)
d _ 99q1,...,N— 0 o\ | 99(1,.. .N—
9(1,((.9511\7 2 (z0,90) + g(léy’N b (z ,yo)agl (o, ?) g<1’ay:{v b (0, %0)
= det
9gn dgn 0 \ dg
agl (ﬂfo,yo) + 8yN (w07y0)8~ (1‘07y1) ay (x07y0)
— et (2 0 0) 4 0, 30) G2 (20, ) | (22 10) )
dg
= et (22 (an, ) | 22 10) ) = det S an, o) 0
Abbiamo quindi
09
~0
qb(w(]:yl) :Oa det ("Eanl) 7&0
0y,

Per I’ipotesi induttiva, esistono un intorno aperto U di &g, un intorno aperto V; di
'!J1 e una funzione 1o : U — Vj di classe Cl taliche U x V) C U x Vl, per cui si abbia:
per ognix € U e Yy, € V1,
o(x,y) =0 & Yy =mnx).
In conclusione, per x € U e Yy = (Y1, yn) € V1 x Vo, si ha:
_ 9a,...N—1)(Z, Yy, yn) =0
z,yY) =0 & -

PN { g(l,...,N*l)(xatgbyN) =0

yn =n(x,y,)
o { ¢(w7’g1) :q
yn = (T, Y,)

Yy, = m(x)
IR
& = (n@),m@m@).

Ponendo V' =V} x Vs, resta pertanto definita la funzione n: U — V:

n(x) = (n2(x), m(x,n2(x))) .

Tale funzione ¢ di classe C', siccome lo sono sia 11 che n2. Siccome g(x,n(x)) = 0
per ogni x € U, se ne deduce che che

gi( T, 1(T)) + %(%ﬁ(w))Jn(w) =0,
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da cui la formula per Jn(x). |

Ed ecco 'enunciato simmetrico.

Teorema 74 Siano E C RM x RN un aperto, g : E — RM una funzione di classe
C! e (xo,y,) un punto di E per cui si abbia:

Jg
g(w()vyO):O? det%(wﬁvyo) #0

Allora esistono un intorno aperto U di Xg, un intorno aperto V di y, e una funzione
n:V = Utali che U xV CFE e presixcU ey eV, si ha:

g(x,y) =0 & x=ny).

Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula

-1
1) =~ (pew-)  GLow).v).

Vediamo ora un’importante conseguenza del teorema della funzione implicita.

Definizione 75 Dati A e B, due aperti di RN, una funzione ¢ : A — B sé un
“diffeomorfismo” se & di classe C', biiettiva e la sua inversa ¢! : B — A & anch’essa
di classe C'.

Enunciamo il teorema di inversione locale.

Teorema 76 Siano A e B due aperti di RN e p : A — B una funzione di classe C.
Se per un certo xy € A si ha che det Jp(xg) # 0, allora esistono un intorno aperto
U di xy contenuto in A, e un intorno aperto V di p(xg) contenuto in B, tali che la
restrizione iy : U — V' sia un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione g : A x B — RY definita da
9(x,y) = p(x) - Y.
Posto y, = ¢(xp), si ha che

)
9(@0,yy) =0, e det %(wo,yo) = det J(xo) £ 0.

Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto V' di ¢, un intorno
aperto U di &g e una funzione  : V — U di classe C! tali che, presiy € Ve x € U,
si ha:

elx)=y < gy =0 < x=1).

Quindi, n = <p|7U1 e la dimostrazione € cosi completa. ]
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26 Le M-superfici
Indichiamo con I un rettangolo di RM ,dove 1 < M < N.

Definizione 77 Chiameremo M-superficie in RN una funzione o : I — RN di
classe C'. Se M = 1, o si dira anche curva; se M = 2, si dira semplicemente
superficie. L’insieme o(I) é detto supporto della M-superficie o. Diremo che la
M -superficie o e regolare se, per ogni u € IO, la matrice jacobiana o' (u) ha rango

M.

Consideriamo da vicino il caso N = 3. Una curva in R® ¢ una funzione o :
[a,b] — R3, o = (01,09,03). La curva & regolare se, per ogni t €]a,b[, il vettore
o' (t) = (o1(t), o4(t),04(t)) & non nullo. In tal caso, si definisce il seguente versore
tangente nel punto o(t) :

To(t)

Y

(o) o(t) +74(1)

o(t)
Esempio. La curva o : [0, 27] — R3 definita da
o(t) = (Rcos(2t), Rsin(2t),0)
ha come supporto la circonferenza
{(z,y,2): 2>+ 3> = R?, 2 =0}

(che viene percorsa due volte). Essendo o/(t) = (—2Rsin(2t), 2R cos(2t),0), si tratta
di una curva regolare, e si ha:

T,(t) = (—sin(2t), cos(2t),0) .

Una superficie in R? & una funzione o : [a1,b1] X [ag, b] — R3. La superficie &
regolare se, per ogni (u,v) € |a1,bi[ X |az, ba[, 1 vettori g—Z(u, v), %(u, v) sono linear-
mente indipendenti. In tal caso, essi individuano un piano, detto piano tangente

alla superficie nel punto o(u,v), e si definisce il seguente versore normale:
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o(u,v) + vg(u,v)

vg(u,v)

do do
- (u,v) X Z=(u, v
UU(U, U) Bu( ’ ) v ( ’ )

152 (u,v) x 32 (u,0)]]

Esempi. 1. La superficie o : [0, 7] x [0, 7] — R? definita da
o(¢p,0) = (Rsin¢cosf, Rsin ¢sinf, R cos ¢)
ha come supporto la semisfera

{(x,y,2) 2% +¢% + 22 = R%y > 0}

Essendo
3_0
¢
do . .
%(qﬁ,@) = (—Rsin¢sinf, Rsin ¢ cos b, 0)

(¢,0) = (Rcospcos, Rcospsinf, —Rsin ¢),

si tratta di una superficie regolare, e si ha:

Ve (p,0) = (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 0, cos @) .
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2. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucosv,usinv,0),

ha come supporto un cerchio se » = 0, una corona circolare se r > 0. E una superficie
regolare.

3. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, definita da

o (1, 0) = ((”;R 4 (u— TJ;R) cos (g)) cos v,
(5 (o= 2 os (3) ) siner

(-

ha come supporto un nastro di Mobius. E anch’essa una superficie regolare.

4. La superficie o : [0, 27] x [0,27] — R? definita da
o(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsinu)

dove 0 < r < R, ha come supporto 'anello toroidale o “toro”

{(z,y,2) : (/22 +9y2 — R)? + 22 = r?}.

Si puo verificare che anche in questo caso si tratta di una superficie regolare.
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Una 3-superficie in R? si dice anche volume.

Esempio. La funzione o : [0, R] x [0, 7] x [0,27] — R? definita da
o(p,¢,0) = (psingcos b, psin ¢sin b, p cos @)
ha come supporto la palla chiusa
{(z,y,2) s 2® + 4 + 22 < R?}.

In questo caso, det o’'(p, ¢,0) = p?sin ¢ e pertanto si tratta di un volume regolare.

=T o=
RN SN

NS
ST

27 Analisi locale delle M-superfici

Sia 1 < M < N. Identificando RY con R x RN =M ogni vettore & = (21, ...,zy) di
RY si scrivera nella forma @ = (&, &), con & = (z1,...,20) e & = (Tpr41,...,TN).
Useremo inoltre la seguente notazione: dato & = (x1,...,z7) € RM e r > 0,

Bl#, 7] = [r1 —roay 4+ 7] % - X [zar — ryza + 7] CRM.
Per semplicita, scriveremo B([r| invece di BI0, r].

Teorema 78 Siano E un sottoinsieme aperto di RN, g un punto di E e g : E —
RN=M wyna funzione di classe C*, tale che

g(xo) =0, e Jg(xo) ha rango N — M.

Allora esistono un intorno U di g e una M -superficie regolare e iniettiva o : Blr] —
RN per un certo r > 0, tali che o(0) = xq e

(xeU:g(x)=0) =o(B[r]).
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Dimostrazione. Supponiamo, per esempio, che sia invertibile

0 0
81‘]5[1_‘_1 (o) -+~ agg;, (o)
Jg .

ajc(5130) =

69_. Bg_'
00t () .. Ot ()

Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto U di &g, un
intorno aperto U di T e una funzione 7 : U — 17, tali che U x U C E e, se & € U
exE 17, si ha:
gx,x)=0 < T=nI).

Preso r > 0 tale che B[ao,r] C U, sia U = Blag,r] x U e o : Blr] — RN definita
da o(u) = (u+ &g, n(uw + Xo)). Si verifica che la matrice jacobiana Jo(u) ha come
sottomatrice la matrice M x M identita, per cui o e regolare. Si vede facilmente
che o ¢ iniettiva, in quanto lo € la prima componente © — u + &y. Inoltre, se
T=(z,x)eU,

~A @~

9(#,8)=0 o FT-n@) o (@3 =o(d- &),

da cui la tesi. Nel caso in cui la sottomatrice considerata non sia invertibile, bastera
operare degli scambi nelle colonne della matrice Jg(xg) per ricondursi alla situazione
precedente. [

La M-superficie o individuata dal teorema precedente ¢ detta “M-parametrizza-
zione locale”.

Vediamo tre casi di particolare interesse. Iniziamo con una curva in R? (caso
M=1,N=2).

Corollario 79 Siano E un sottoinsieme aperto di R%, (x9,v0) un punto di E e
g: E — R una funzione di classe C', tale che

9(zo,%0) =0 e Vg(zo,y0) #0.

Allora esistono un intorno U di (zg, yo) e una curva regolare e iniettiva o : [—r, 1] —
R, per un certo r > 0, tali che o(0) = (x0,%0) €

{(]I,y) eU: g(x,y) = 0} = U([—T, 7-]) .
Vediamo ora il caso di una superficie in R (caso M =2, N = 3).

Corollario 80 Siano E un sottoinsieme aperto di R, (xg,yo0, 20) un punto di E e
g: E — R una funzione di classe C', tale che

9(xo,y0,20) =0 e Vg(xo,y0,20) #0.

76



Allora esistono un intorno U di (xg,yo, 20) € una superficie regolare e iniettiva o :
[—7,7] X [=7,7] = R3, per un certo r > 0, tali che a(0,0) = (x0, Y0, 20) €

{(l‘,y, Z) eU: g(:l?,y,Z) = O} = O-([_Ta T] X [_T7 T]) :
Infine, vediamo il caso di una curva in R3 (caso M =1, N = 3).

Corollario 81 Siano E un sottoinsieme aperto di R, (xo,yo, 20) un punto di E e
91,92 : B — R due funzioni di classe C, tali che

91(z0, %0, 20) = 92(x0,Y0,20) =0 e Vgi(xo, Yo, 20) x Vga(xo,yo, 20) # 0.

Allora esistono un intorno U di (x9,yo,20) € una curva regolare e iniettiva o :
[—r, 7] — R3, per un certo r > 0, tali che a(0) = (w0, Yo, 20) €

{(x,y,z) eU: g1($,y,2’) - gg(ﬂ?,y,Z) = O} = U([—T’, T]) :

27.1 I moltiplicatori di Lagrange

Siano F un aperto di RY, &y un punto di E e f : E — R una funzione differenziabile
in @y. Vogliamo cercare eventuali punti di massimo o di minimo per la funzione
ristretta a un “vincolo”, che sara descritto da un’altra funzione, in generale a valori
vettoriali.

Teorema 82 Sia g: E — RN"M una funzione di classe C* tale che
g(xo) =0, e Jg(xo) ha rango N — M.

Posto
S={xrecFE:g(x)=0},

se &y € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esistono (N — M)
numert realt \i,..., A\n_ns tali che

N—M
Vi(xo) = > AjVg;(ao).
j=1
I numeri A1, ..., A\y_ns si chiamano moltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, esistono un intorno U di g, un r > 0 e
una M-superficie regolare o : Blr] — R¥ tali che 0(0) = xg e

SNU =o(B[r]).
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Considerata la funzione F': B[r] — R, definita da F'(u) = f(o(u)), si ha che 0 ¢ un
punto di minimo o massimo locale per F. Quindi, VF(0) = 0, per cui

0= JF(0) = Jf(o)Jo(0).

Ne segue che

Vf(xg) é ortogonale a B—U(O),... 0o
aul

Inoltre, essendo g(o(u)) = 0 per ogni u € BJr], si ha che

(0).

,6UM

Jg(xo)Jo(0) =0.
Quindi anche i vettori

0 0
Vagi(xo),-..,Vagn_n(xo) sono tutti ortogonali a —U(O), p—

o (0).

" Oupr
Siccome o & regolare,

0 0
lo spazio vettoriale T generato da —U(O), ceey 70(0) ha dimensione M .
6u1 8UM

Quindi lo spazio ortogonale 7+ ha dimensione N — M. E siccome, come abbiamo
visto,

Vf(xo), Vgi(xo), - .., Van_a(To) € T+,

questi vettori devono essere linearmente dipendenti. Quindi, essendo che i vettori
Vgi(xo), ..., Vgn—nm (o) sono linearmente indipendenti, ne segue che V f(xg) si
deve poter esprimere come una loro combinazione lineare. [ |

Vediamo anche qui tre casi particolari interessanti.

Corollario 83 Siano E un aperto di R?, (z0,y0) un punto di E, g : E — R una
funzione di classe C! tale che

9(zo,90) =0 e Vg(zo,50) # 0,
e f: E— R una funzione differenziabile in (xo,yo). Posto
S={(z,y) € E:g(x,y) =0},

se (xo,yo) € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esiste un numero
reale A\ tale che

V f(z0,90) = AVg(wo, yo) -
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Corollario 84 Siano E un aperto di R3, (xq,y0,20) un punto di E, g: E — R una
funzione di classe C' tale che

9(wo,90,20) =0 e Vg(zo,y0,20) # 0,
e f: E— R una funzione differenziabile in (xo,yo, z0). Posto
S={(z,y,2) € E:g(x,y,2) =0},

se (2o, Yo, 20) € un punto di minimo o massimo locale per f|s, allora esiste un numero
reale X\ tale che

V f(zo, 0, 20) = AVg(wo, yo, 20) -

Corollario 85 Siano E un aperto di R3, (zo, Y0, 20) un punto di E, g1,g2 : E — R
due funzioni di classe C' tali che

91(20, Y0, 20) = g2(z0,Y0,20) =0 e Vgi(zo,Yo,20) X Vg2(zo, Yo, 20) # 0,
e f: E — R una funzione differenziabile in (xo,yo, z0). Posto
S = {(':vavz) EE: g1(fﬂ,y,Z) = Oa gQ(-’E,y, Z) = 0}7

se (o, Y0,20) € un punto di minimo o massimo locale per f|s, allora esistono due
numeri reali A1, Ao tali che

V f(zo, Y0, 20) = M Vg1(xo, Yo, 20) + A2V g2(x0, Yo, 20) -
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Parte III - Serie

28 Introduzione e prime proprieta

Sia V' uno spazio vettoriale normato. Data una successione (ag)r in V, la “serie”
associata ¢ la successione (sy,), definita da

So = aop,
s1=ap+ay,

So = ap + a1 + ag,

Sp=ap+ a1 +az+---+an,

L’elemento aj, ¢ detto “termine k-esimo” della serie, mentre s, = Y ,_,ai ¢ detta
“somma parziale n-esima’ della serie. Se (sp), ha un limite in V, si dice che la
serie “converge”. In tal caso, il limite S = lim,, s, € detto “somma della serie”, e

scriveremo
n

S:lirrln<2ak) :iak,
k=0

k=0
o talvolta anche
S=ay+ar+a+---+a,+...

Tuttavia, per abuso di notazione, la serie (s,), stessa e spesso denotata con gli stessi
simboli

o
Zak, 0O ay+ay+ag+---+ap+....
k=0

A volte, per brevita, scriveremo semplicemente ), ay.
Analizziamo tre esempi, con V = R.

Esempio 1. Per a € R, la “serie geometrica”
l+a+ta®+a’+--+a"+...

ha come suo termine k-esimo a, = of. Se a # 1, la somma parziale n-esima &

n n+1_1

k (6%
=Yoo ot
" a—1 "~
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mentre se &« = 1, essa ¢ s, = n + 1. Quindi, la serie converge se e solo se |a] < 1,
nel qual caso la sua somma &

o0
>at=

k=0

Si noti che se a > 1 allora lim,, s,, = +00, mentre se @ < —1 la successione (sy,),
non ha limite.

In generale, se la successione (sy,), non ha limite, si dice che la serie ¢ “indeter-
minata”. D’altra parte, per serie a valori reali, si dice che

- la serie “diverge a +00” se lim, s, = 400,

- la serie “diverge a —oc0” se lim, s, = —00.

Esempio 2. La “serie di Mengoli”

1 1 1 1

12 23 3T T Dy T

E una “serie telescopica”:

1 1 .
n+1 n+2

ha come termine k-esimo aj = Wl(kﬁ)

G-9(-)G-)e

Quindi, semplificando,

1
n+2’
il che mostra che lim,, s,, = 1. Abbiamo cosi dimostrato che la serie converge e che
la sua somma e pari a 1. Possiamo quindi scrivere

Sp=1—

Z =1.
 (k+1)( k+2)

Nell’esempio precedente, si potrebbero usare diverse notazioni nella somma come,

ad esempio,
= 1
2~
= k(k+1)

o varianti di essa; inoltre, la lettera “k” potrebbe essere sostituita da una qualsiasi
altra scrivendo, ad esempio, Z‘;il ﬁ = 1. Queste osservazioni, simili a quelle
fatte per la sommatoria, si applicano a tutte le serie.
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Esempio 3. La “serie armonica”

1+ L + ! + ! + -+ ! +
2 3 4 n+1 7
ha come termine k-esimo ap = k%rl Essa diverge a 400; possiamo vedere cio

scrivendola come

1 1,1 1,1 ,1,1 1, 1 1 1 1 1 1 1
L+ G+ G+ttt G+rntantotstuts e © o
raggruppando insieme prima due dei suoi termini, poi quattro, poi otto, poi sedici,
e cosl via, raddoppiandone il numero di volta in volta. E facile vedere che le somme

comprese nelle parentesi sono tutte maggiori di % Quindi, la successione delle somme
parziali deve avere limite +o00. Possiamo quindi scrivere

<1
}:———:+m.
k1

Purtroppo e raro che si possa calcolare esplicitamente la somma di una serie.
Molto spesso quindi saremo gia soddisfatti nel dimostrare che una serie converge o
non converge.

E importante notare che la convergenza di una serie non & compromessa se viene
modificato solo un numero finito dei suoi termini. Infatti, se la serie converge,
possiamo modificare, aggiungere o eliminare un numero finito di termini iniziali, e
la nuova serie cosi ottenuta convergera ancora. Al contrario, se la serie non converge
perché ¢ indeterminata, o diverge a £00, lo stesso sara vero per la serie modificata.

Teorema 86 Se una serie ), aj converge, allora
lima, =0.
n
Dimostrazione. Se lim,, s,, = S € V. Allora anche lim,, s,_1 = 5, e quindi
lima, = lim(s, — s,—1) =lims, —lims, 1 =5—-5=0,
n n n n
che & quanto volevasi dimostrare. [

Studiamo il comportamento delle serie rispetto alla somma e al prodotto per uno
scalare.

Teorema 87 Si supponga che le due serie Y, ap e Y, by convergano con somme
A e B, rispettivamente. Allora anche la serie Y, (ax+by) converge, e la sua somma
¢ A+ B. Inoltre, per ogni o € R fissato, anche la serie ), (aay) converge, e la sua
somma € oA. Scriveremo brevemente

o (o] o [o.¢] o
(ak+bk):2ak+2bk, Z(aak):aZak.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
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Dimostrazione. Siano s, =Y ,_gai € s, = > ._bg. Allora,

n n
Sp+ s, = Z(ak—i-bk), asy = Z(aak),
k=0 k=0
e il risultato si ottiene passando ai limiti. [ |

Vediamo come il Criterio di Cauchy si adatta alle serie negli spazi di Banach.

Teorema 88 Se V' é uno spazio di Banach, la serie ), ai converge se e solo se

n

2 @

k=m-+1

Ve>0 dn: n>m>n = <e.

Dimostrazione. Essendo V' completo, la successione (s;,), ha un limite in V" se e solo
se & una successione di Cauchy, cioe,

Ve>0 3n: [m>nen>n] = |sp,—sml<e.

Ora non e restrittivo prendere n > m, e sostituendo s, = ZZ:O ap € Sy = ZZL:O ak
si ha la conclusione. [ ]

Ora enunciamo un utile criterio di convergenza.

Teorema 89 SeV é uno spazio di Banach e la serie ), ||ax| converge, allora anche
la serie Y, aj converge.

- . v . : .
In tal caso si dice che la serie ) , aj “converge in norma’” e, nel caso in cui V
coincida con R o con C, si dice che la serie “converge assolutamente”.

Dimostrazione. Assumiamo che la serie ), ||ax| converga. Sia € > 0 fissato. Per il
Criterio di Cauchy, esiste un n € N tale che

n

n>m>n = > |al<e.

k=m+1
Siccome
n n
Yoo < D N,

k=m+1 k=m+1

abbiamo che
n
n>mz>n = Z ag|| <e€,
k=m+1

e si arriva alla conclusione usando di nuovo il Criterio di Cauchy. ]

La convergenza in norma di una serie rafforza cosi l'interesse nello studiare il
comportamento delle serie di numeri reali positivi.
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29 Serie di numeri reali - 1

In questa sezione consideriamo solo serie con termini a; in R.

Se per ogni k si ha a; > 0, allora la successione (s,,), € crescente, quindi ha un
limite e abbiamo solo due possibilita: o la serie converge, oppure diverge a +oo0.

Il seguente Criterio di Confronto sara molto utile.

Teorema 90 Siano ), ap e Y, by due serie per cui
FkeN: k>k = 0<ap<b.

Possiamo affermare che:
a) se Y, by converge, allora anche ), ay, converge ;

b) se >, ay diverge, allora anche ), by diverge.
Dimostrazione. Definiamo
Sp=ag+ay +ag+ -+ ap, sl =byo+by+by+ - +by.

Come detto in precedenza, possiamo modificare un numero finito di termini nelle
due serie e supporre senza perdita di generalita che sia 0 < ap < by per ogni k.
Allora le due successioni (s,), e (s,), sono crescenti, e s, < s/, per ogni n. Di
conseguenza, i limiti S = lim,, s,, ¢ S’ = lim,, s}, esistono, e S < S’ < +o0. Se >, by,
converge, allora S’ € R, quindi anche S € R, il che significa che )", a; anch’essa
converge. Se Y, aj diverge, allora S = 400, quindi anche S’ = +o0, ossia >, by
anch’essa diverge. ]

Esempio. La serie

1+ ! + ! + ! +- ! +
22 32 42 (n+1)2 7
converge. Questo puo essere dimostrato confrontandola con la serie

RIS I SO S
1-.272.3 " 3.4 n-(n+1)

che & una leggera modifica di quella gia trattata nell’Esempio 2 sopra. Tutti i
termini della prima serie sono minori o uguali ai corrispondenti della seconda serie,
che sappiamo convergere.
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Come primo corollario, abbiamo il Criterio del Confronto Asintotico.

Corollario 91 Siano ) ;. ai e Y, by due serie a termini positivi, per le quali esiste
il limite a
¢ =lim 7~ .
kb
Abbiamo tre casi con diverse conclusioni:
a) ¢ €10,400; le due serie o convergono entrambe o divergono entrambe;
b) £ =0; se ), by converge, allora anche ), aj, converge;

c) £ =+o00; se )y, by diverge, allora anche ), ay, diverge.

Dimostrazione. Caso a). Se ¢ €]0, +oo|, esiste un k tale che

- 4 ag 3¢
k>k = -—-<—<—
- 2 b, 27
cioe,
- 3¢ 2
k>k = akggbk e bkgzak.

La conclusione segue quindi dal Criterio di Confronto.

Caso b). Se £ = 0, esiste un k tale che, se k > k, allora a;, < by, e si applica il
Criterio di Confronto.

Caso ¢). Se £ = 400 abbiamo ’analogo del secondo caso, con i ruoli di ax e by
invertiti. [ |

30 Liminf e limsup

Sia (ay), una successione di numeri reali. Per ogni coppia di numeri naturali n, ¢,
definiamo

O‘n,@ - min{ana Ap41y - - - ’an—f—é} ) Bn,f — ma‘X{aTH Ap41y--- 7an+€} .

Se manteniamo fisso n, la successione (ay, ¢); € decrescente, e la successione (8, ¢)¢
€ crescente, per cui i seguenti limiti esistono:

ay, = 11?1 Qe = inf{an, ant1,...}, Bp = lign/@’n’g = sup{an, ani1,...}-
Notiamo che @, potrebbe essere uguale a —oo, e f3,, potrebbe essere uguale a +oo.

Inoltre,
an <an<f,, perognin.
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Ora, la successione (@y), ¢ o costantemente uguale a —oo, oppure ha valori reali
ed & crescente; similmente, la successione (f3,,), ¢ o costantemente uguale a +oo,
oppure ha valori reali ed ¢ decrescente. Possiamo quindi definire il “limite inferiore”
e il “limite superiore” di (ay), come

liminf a,, = lima, , limsupa, = limg3,, .
n n n n

Vediamo come puo essere caratterizzato il limite inferiore. Abbiamo tre casi:

i) Ve>0 dneN: n>n = a,>l0—c¢

liminfa, =¢ € R & 7 . .. ..
n 1) Ve > 0, an < £+ ¢ per infiniti valori di n.

liminfa, = —co < VB €R, a, < per infiniti valori di n .
n

liminfa, =400 & Vo e R dneN: n>n = a, > .
n

Notiamo che quest’ultimo caso e equivalente a lim,, a,, = +o0.

Analogamente, per il limite superiore abbiamo tre casi:

] i) Ye>0 dneN: n>n = a,<l+¢
limsupa, = €R < ,_ . ... -
n i) Ve > 0, a, > ¢ — ¢ per infiniti valori di n.

limsupa, = +o00 & Va € R, a, > « per infiniti valori di n .
n

limsupa, = -0 & VBeR dneN: n>n = a,<pf.
n

Quest’ultimo caso ¢ equivalente a lim,, a,, = —oc.

Il vantaggio di considerare i limiti inferiore e superiore e che essi esistono sempre,
mentre il limite, come sappiamo, potrebbe non esistere. Il seguente teorema spiega
meglio questa situazione.

Teorema 92 La successione (ap)n ha un limite (possibilmente uguale a —oo 0 +00)

se e solo se liminf a, = limsup a,; in tal caso, questo valore coincide con lim ay,.
n n n

N

Dimostrazione. E una conseguenza diretta delle caratterizzazioni sopra descritte.
Evitiamo di scrivere i dettagli, per brevita. [
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La seguente proprieta sara utile.

Proposizione 93 Sia (a,), una successione di numeri reali positivi. Allora,

.. . . a
< liminf /a, <limsup {/a, < limsup ntl
n n n an

.. Anp+1
lim inf —F
n an

Dimostrazione. Dimostriamo I'ultima disuguaglianza. Sia ¢ = lim supa:;—:l. Se £ =
n

400, non c¢’e¢ nulla da dimostrare. Quindi, supponiamo ¢ < 4oo, e notiamo che

sicuramente £ > 0. Sia € > 0 fissato. Allora, esiste un m € N tale che

a g
ntl g 2

n>n
- ap, 2

Di conseguenza,

e puo essere cosi dimostrato per induzione che
_ e\ ap
TR Y (RN
- " 2/ (L+35)m
Poiché per ogni o > 0 si ha che lim,, /o = 1, esiste un 1 > 7 + 1 tale che

n>n = {a <(€+§) L<€+E
- " 2 (+5)m ’

Abbiamo cosi dimostrato che limsup a, < /.
n

La prima disuguaglianza puo essere dimostrata in modo simile. |

31 Serie di numeri reali - 11
Il seguente corollario ci fornisce il Criterio della Radice.

Corollario 94 Sia ), a;, una serie a termini non negativi. Se
limsup #ar <1,
k

allora la serie converge.
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Dimostrazione. Sia ¢ = limsup,, {/a; e sia a €]¢,1] un numero fissato arbitraria-
mente. Allora, esiste un k tale che

E>k = Va,<a,
cioe
k>k = ap< aF.

La conclusione segue per confronto con la serie geometrica o, che converge,
poiché 0 < o < 1. [ |

Richiamando la Proposizione 93, come conseguenza immediata abbiamo il Cri-
terio del rapporto.

Corollario 95 Sia ), a; una serie a termini positivi. Se

. a
lim sup ket
k ag

<1,

allora la serie converge.

. . . . . . . a
Ne presentiamo comunque una dimostrazione indipendente: sia ¢ = lim sup,, %

e sia a €]¢,1] un numero fissato arbitrariamente. Allora, esiste un k tale che

— a
k>k = —Stlog
ag

Senza perdita di generalita ai fini della convergenza, possiamo supporre che la dis-
uguaglianza scritta sopra valga per ogni n € N. Allora

a1 < aag,
as < aa; < o?ag,

a3 < aay < @’ag,

ar < aaj_1 < aFag

La conclusione segue per confronto con la serie ), a*ag che converge, poiché 0 <
a < 1. |

Presentiamo ora il Criterio di Condensazione, che abbiamo gia implicita-
mente utilizzato trattando la serie armonica dell’Esempio 3.
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Teorema 96 Sia (ay)r una successione decrescente di numeri non negativi. Allora

le due serie
(@) oo
E ag E 2ka2k
k=0 k=0

o convergono entrambe o divergono entrambe.

Dimostrazione. Per semplicita eliminiamo il primo termine ag dalla prima serie.
Supponiamo che la serie -, 2Faor converga. Allora,

ar + (a2 +a3) < a4 2az,
a1 + (a2 +as) + (as + a5 + ag + a7) < a1 + 2a2 + 4ay,
a1 + (a2 + a3) + (a4 + as + ag + az) +

+(ag + ag + aio + a1 + a12 + a13 + a4 + as) <

< a1 + 2a9 + 4ay4 + 8ag,

portando alla disuguaglianza

ontl_q n
Z akSZQkQQk, per ogni n € N.
k=1 k=0

Per confronto, siccome 2% a1 converge, anche aj converge.
) k 2 ge, k g
Viceversa, supponiamo ora che la serie ap converga. Allora
I pp k g 9
ai + 2az < 2(a1 + az),

a1 + 2a9 + 4ag < 2((11 +as + (CL3 +a4)),
a1 + 2a90 + 4ay + 8ag < 2(a1 +a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)),

portando a
n A
Z2ka2k < Z2ak, per ogni n € N.
k=0 k=1
Per confronto, siccome ), 2a;, converge, anche ), 2k ay, converge. ]

Esempio 1. Consideriamo la serie
>
=
k:lk
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N

dove 8 > 0 ¢ un numero reale fissato. La successione (ax)g, con ap = 1/k%, ¢
decrescente. La “serie condensata”,

Zz Qo _sz
k=1

¢ una serie geometrica del tipo ), o, con o = 2178, Converge se e solo se |a| < 1;
quindi,

o0

-y,

k=1

o0

1
Zk—ﬁ converge <« [>1.
k=1

Esempio 2. Studiamo ora la serie

Zklnk

k=2

per qualche 8 > 0. Facendo uso del calcolo differenziale si verifica facilmente che la
successione (ag)g, con ax = 1/k(Ink)?, & decrescente. La “serie condensata”

o0

1
Z2ka2k - ZQk ln2k 1n2 Z kB

k=2

Ricordando I’esempio precedente, concludiamo che

= 1
kz;k:(lnk)ﬁ converge < [>1.

Finora in questa sezione abbiamo considerato solo serie a termini non negativi.
Adesso studieremo una serie a termini con segni alterni. Consideriamo una serie del
tipo

ao—a1+a2—a3+--~—|—(—1)”an—|—... ,

dove tutti gli ag sono positivi. Ecco il Criterio di Leibniz.

Teorema 97 Se (ax)i € una successione decrescente di numeri positivi e
lilgn ar =0,

allora la serie >_;.(—1)*ay, converge.

Dimostrazione. Sia

sn:ao—a1+a2—a3+---+(—1)”an,
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e consideriamo la successione (sy,), delle somme parziali. La dividiamo in due sot-
tosuccessioni, una con indici pari e l’altra con indici dispari. Poiché (ag)y € positiva
e decrescente, vediamo che

51 <83<85<87< ... <86<584<82<50-

Pertanto, la sottosuccessione (S2m+1)m, quella con indici dispari, & crescente e lim-
itata superiormente, mentre la sottosuccessione (S2;)m, quella con indici pari, €
decrescente e limitata inferiormente. Quindi, entrambe le sottosuccessioni hanno un
limite finito, e possiamo scrivere

lim sopm41 = 41, lim s9,,, = 5.
m m
D’altra parte,
62 — 51 = hm(SQm — 82m+1) = lim ao2m+1 = O,
m m

quindi ¢; = ¢5. Avendo le due sottosuccessioni (S2,+1)m € (S2m)m 1o stesso limite,
possiamo essere certi che la successione (sy,), avra anch’essa lo stesso limite. ]

32 Integrazione su intervalli non compatti

Iniziamo considerando una funzione f : [a,b[— R, dove b < 4o00. Supponiamo che
f sia integrabile su ogni intervallo compatto del tipo [a,c|, con ¢ €]a,b[. Questo
avviene, per esempio, quando f & continua in [a, b|.

Definizione 98 Diciamo che una funzione f : [a,b]— R ¢é “integrabile” se f ¢
integrabile su [a,c| per ogni ¢ €la,b[, e il limite

C
lim / f
c—=b= Jq

esiste ed & finito. In tal caso, questo limite si chiama “integrale” di f su [a,b] e si
denota con f; f, o con f; f(z)dz.
In particolare, se b = +00, scriveremo: fjoo f,o f;oo f(x)dx.

Esempi. Sia a > 0; si vede facilmente che la funzione f : [a, +oo] — R, definita da
f(z) =z, ¢ integrabile se e solo se a > 1, nel qual caso abbiamo

/+oo dx al—a
o ¢ a-—1
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Y
Y

Consideriamo ora il caso a < b < 400. Si puo verificare che la funzione f : [a,b] = R,
definita da f(x) = (b—z)~?, ¢ integrabile se e solo se 8 < 1, nel qual caso abbiamo

O ()
| wm =

Si dice anche che l’integrale converge se la funzione f & integrabile su [a, b[, ciog,
quando il limite lim,_,;- fac f esiste ed e finito. Se il limite non esiste, si dice che
lintegrale ¢ indeterminato. Se esiste e vale +00 0 —o0, si dice che l’integrale diverge
rispettivamente a +00 0 a —oo.

E chiaro che la convergenza dell’integrale dipende esclusivamente dal comporta-
mento della funzione “vicino” al punto b. In altre parole, modificando la funzione al
di fuori di un intorno di b, la convergenza dell’integrale non viene compromessa.

Enunciamo ora il Criterio di Cauchy.
Teorema 99 Sia f : [a,b][— R una funzione integrabile su [a,c|, per ogni ¢ €]a,b].

Allora f ¢ integrabile su [a,b] se e solo se per ogni e > 0 esiste un ¢ € |a, b tale che,
per ogni ¢ e " in [¢,b], si ha che
C//
e
C/

Dimostrazione. E una diretta conseguenza del criterio di Cauchy applicato alla fun-
zione F : [a,b[— R definita da F(c) = [7 f. |

Dal Criterio di Cauchy deduciamo il seguente Criterio di Confronto.

Teorema 100 Sia f : [a,b[— R una funzione integrabile su [a, c|, per ogni ¢ € ]a,b].
Se esiste una funzione integrabile g : [a,b[— R tale che, per ogni x € [a,b],

[f(@)] < g(=),

allora anche f é integrabile su [a,b].
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Dimostrazione. Una volta fissato € > 0, esiste un ¢ €]a,b[ tale che, prendendo
arbitrariamente ¢, ¢ in [¢,b[, si ha che | [ g| < e. Se per esempio ¢ < ¢, essendo

—g < f < g, abbiamo
c/l C// c/l
c c c

C// c//
/ f’ < / g<e.
c c

Pertanto il Criterio di Cauchy si applica, portando alla conclusione. [

e quindi

Si noti che sarebbe stato sufficiente supporre la disuguaglianza |f(z)| < g(x) su
[¢,b], per un certo ¢ € ]a,b[. Come conseguenza immediata, abbiamo quanto segue.

Corollario 101 Sia f : [a,b[— R una funzione integrabile su [a,c], per ogni ¢ €
la,b]. Se |f| é integrabile su [a,b[, allora anche f lo ¢, e si ha che

/abf s/abm.

Una funzione che soddisfa l’ipotesi del corollario sopra menzionato sara detta
L-integrabile. Enunciamo ora un corollario del Criterio di Confronto che & spesso
utilizzato nella pratica.

Corollario 102 Siano f,g : [a,b]— R due funzioni con valori positivi, integrabili
su [a, c] per ogni ¢ € la,b]. Supponiamo che esista il limite

= lim M
L= a:l—>lr g(x)

Allora, valgono le sequenti conclusioni:
a) se L €]0,4o00[, allora f é integrabile su [a,b] se e solo se lo é g;
b) se L =0 e g ¢ integrabile su [a,b[, allora lo é anche f;

¢) se L =400 e g non ¢é integrabile su [a,b], allora neppure f lo é.

Dimostrazione. Caso a). Se L €]0, 400, esiste un ¢ € |a, b[ tale che

f(z) 3L

€le,b = £<—<7
. 2" gle) ~ 2

cioe, .
veledl = f0) <o) e o)<

La conclusione segue allora dal Criterio di Confronto.
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Caso b). Se L = 0, esiste un ¢ € ]a, b[ tale che, se x € [¢,b], allora f(x) < g(x), e
si applica il Criterio di Confronto.

Caso ¢). Se L = +o00 ci riconduciamo al caso b) scambiandoiruolidi feg. =

Esempio. Consideriamo la funzione f : [0, 400] — R definita da
f(a;) — 61/(m2+1) _1.

Come funzione di confronto, prendiamo

Essa ¢ integrabile su [0, +o0o[, con

teo g T
: C
/0 o dx = CBIE [arctan z]j = 5

Dato che .
lim @— lim € _1:

z—+oo g(x) TS0+t

L,

concludiamo che anche f & integrabile su [0, +o00] .
Consideriamo ora il caso di una funzione f :]a,b] — R, con a > —oo. Ecco una

definizione analoga del suo integrale.

Definizione 103 Diciamo che una funzione f :la,b] — R é “integrabile” se f &
integrabile su [c,b] per ogni ¢ €la,b[, e il limite

b
1.
tm [

esiste ed & finito. In tal caso, questo limite si chiama “integrale” di f su la,b] e si
denota con ff f, o con f; f(z)dz.

Data la funzione f :]a,b] — R, & possibile considerare la funzione g : [@/, V[ = R,
cona = —bel = —a, definita da g(x) = f(—z). E facile vedere che f ¢ integrabile
su ]a, b] se e solo se g & integrabile su [d/,b'[. In questo modo ci riconduciamo alla
situazione precedente.

Definiamo anche lintegrale di una funzione f :]a,b[— R, con —oo0 < a < b <
400, nel modo seguente.
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Definizione 104 Diciamo che f :]a,b[— R é “integrabile” se, una volta fissato un
punto p €la,b[, la funzione f & integrabile su [p,b[ e su ]a,p|. In tal caso, si pone

AU=AW+LU.

E facile verificare che la definizione data non dipende dalla scelta di p €]a, b].

Esempi. Se a,b € R, si puo verificare che la funzione

1
1) = o op

¢ integrabile su ]a,b] se e solo se f < 1. In questo caso, ¢ possibile scegliere, ad
esempio, p = (a + b)/2.

Un altro caso si presenta quando a = —oo e b = +o00. Per esempio, si verifica
facilmente che la funzione f(z) = (22+1)~! & integrabile su ] — oo, +00[. Prendendo
ad esempio p = 0, abbiamo:

oo S | oo
dr = dm+/ dr =m.
/_OO x2+1 /_Oox2+1 o 22+1 m

Un’altra situazione che si potrebbe presentare nelle applicazioni é il caso di una
funzione il cui dominio sia un intervallo privato di un punto interno.

Definizione 105 Dati a < q < b, diciamo che una funzione f : [a,b] \ {¢} = R ¢
“integrabile” se f ¢é integrabile sia su [a,q[ che su]q,b]. In tal caso, poniamo

/abfzjaqﬂfqbf.

Ad esempio, se a < 0 < b, la funzione f(x) = /|z|/x ¢ integrabile su [a, b]\ {0} e

/ab\/a‘;adx:/ao\/__imdx—i—/ob\}%dx:%/g—%/fa_

D’altro canto, la funzione f(z) = 1/x non & integrabile su [—1, 1] \ {0}, anche se il
fatto che f sia dispari potrebbe portarci a supporre che il suo integrale sia pari a zero.
Tuttavia, cosi facendo, si perderebbero alcune proprieta importanti dell’integrale,
come ad esempio ’additivita sui sotto-intervalli.
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33 Serie e integrali

Ora dimostriamo un teorema che evidenzia lo stretto legame tra la teoria delle serie
numeriche e quella dell’integrale.

Teorema 106 Sia f : [1,4+00[— R una funzione positiva, decrescente e integrabile
su[1,¢], per ognic > 1. Allora la serie Y -, f(k) converge se e solo se f ¢é integrabile
su [1,+o0[. Inoltre, si ha

+oo > +o0
/1 fs;f(k)gﬂm/l 3

Dimostrazione. Per x € [k, k + 1] si ha che f(k+ 1) < f(z) < f(k), quindi

k+1
f(k+1)§/k f<Fw).

Sommando, otteniamo

n n

n+1
f<k+1>s/1 S .

k=1 k=1

Essendo f positiva, la successione (3°;_; f(k)), e la funzione ¢ — flc f sono en-
trambe crescenti e quindi hanno un limite per n,c — +oo. La conclusione segue ora
dal teorema di confronto per i limiti. [ |

\

>
1 2 3 4 5

Dovrebbe essere chiaro che la scelta del punto di partenza a = 1 sia per 'integrale
che per la serie non ¢ in alcun modo obbligata.

Esempio. Consideriamo la serie Y 7 k73; in questo caso,
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e quindi

DO o

[ee)
< g 1 <
= ﬁ =
k=1
Una maggiore accuratezza si ottiene calcolando la somma di alcuni termini iniziali

e poi utilizzando la stima fornita dall’integrale. Per esempio, separando i primi due
termini, abbiamo che

N | =

con

Si dimostra cosi che

34 Serie di numeri complessi

Quando consideriamo una serie ), aj i cui termini sono numeri complessi a; =
Tk + tyg, dove xp = R(ax) e yr = S(ag), possiamo scrivere le somme parziali come

n

n n n

Sy = Zak = Z(xk +iyg) = Zxk —i—iZyk =op+im,
k=0 k=0 k=0 k=0

dove o, = R(s,) e 7, = 3(s,). Abbiamo quindi una successione (o, 7,), in R2.

Ricordando che una tale successione ha un limite in R? se e solo se entrambe le sue

componenti hanno un limite in R, otteniamo il seguente enunciato.

Teorema 107 Se aj, = xj, + iyg, con x) e yr numeri reali, la serie Y, ay converge
se e solo se entrambe le serie ), xp e >, yr convergono. In tal caso,

o @] o0 o0
BT SERE) SIS
k=0 k=0 k=0

Esempio. Consideriamo la serie

3 PEARNESNC S S S S S
— +1 3 5 7

k

La parte reale ¢



mentre la parte immaginaria e

1 1 n 1 1 L+

2 4 6 8
Entrambe convergono per il Criterio di Leibniz per le serie a segni alterni, quindi
anche la serie data converge.

Da notare che, nell’esempio precedente, la serie non converge assolutamente,
poiché

kz:% k+1‘:kz:0k+1

o’

la serie armonica, che sappiamo essere divergente.

Introduciamo ora il “prodotto di Cauchy” di due serie Y - ar € > ooy by . Esso

definito dalla serie i
Z < Ak — jbj) .
§=0

o’

k=0

E necessario tuttavia prestare attenzione alla sua convergenza. Infatti, non e vero in
generale che se le due serie convergono, allora anche la loro serie prodotto di Cauchy
converge. Il teorema seguente afferma che cio sara vero se almeno una delle due
serie converge assolutamente.

Teorema 108 (Teorema di Mertens) Supponiamo che le serie Y, ap e >, by
convergano, con somme rispettivamente A e B. Se almeno una delle due serie

converge assolutamente, allora la serie prodotto di Cauchy converge con somma AB.

Dimostrazione. Per fissare le idee, supponiamo che la serie Y, aj converga asso-
. A _ o0 . .
lutamente, e poniamo A = ) /7 |ag|. Indichiamo con

k
Ci — Z ak_jbj
Jj=0

il termine k-esimo della serie prodotto di Cauchy. Siano

n n
! 1!
snzg ak , snzg b , Sy = C .
k=0 k=0

k=0
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Definiamo inoltre r, = B — s},. Allora

s, = aobo + (a1bo 4 agb1) + - - - + (anbo + an—1b1 + - 4 arbn—1 + aoby)
= ags), + a18,_1 + + ap-18) + ans
=ao(B—r,) +ar(B=r)_1) + -+ an1(B—71) + an(B — 1)

/ / / /
= spB — (agry, + a1ry,_; + -+ + an_17] + anry) -

Siccome lim s, B = AB, la dimostrazione sara completa se
n
liyrln (aory, + a1y, + -+ + ap—1r] + anrg) = 0.
Fissiamo un € > 0. Usando il fatto che lim 7/, = 0, possiamo trovare un 7 tale che
n

n>n = |r|<e.

Poniamo R = max{|r},| : n € N}. Per il Criterio di Cauchy, esiste un fip > 71y tale
che
n>ny = |ep—pi+1| + |@n—n42] + -+ lan| < €.

Allora, se n > no,

laorh+ a1rly_y + -+ ap_1rh + aprf| <
<lao| [ + -+ + |an—n, | 175, | + lan—py 1] [, —1[ + -+ + |an] 7]
<e(lao| + -+ + lan—n|) + R(|an—n,+1] + - + |an])
<eA+Re=(A+R)e,

completando cosi la dimostrazione. [ |

35 La funzione esponenziale complessa

Studiamo ora, per ogni z € C, la serie

k

OOZ

Si tratta di una serie di potenze, che converge assolutamente, poiché

99



E quindi possibile definire una funzione F : C — C in questo modo:
>
- m
k=0 k

Ricordiamo che, se z = x € R, allora F(z) coincide con exp(z), ossia
oo
-3
k!
k=0

Possiamo quindi interpretare questa funzione F come un’estensione della funzione
esponenziale al piano complesso C. Per questo motivo, chiameremo F la “funzione
esponenziale complessa”, e scriveremo exp(z) o e al posto di F(z).

Teorema 109 Per ogni z1 e z9 in C si ha che
exp(z1 + 22) = exp(21) exp(z2) .

Dimostrazione. Le serie Y 7° 7+ G ey g 7; convergono assolutamente, e le loro
somme sono exp(z1) e exp(z2), r15pett1vamente Quindi, per il Teorema di Mertens 108,
la serie prodotto di Cauchy converge, e la sua somma & exp(z1)exp(zz2). D’altra
parte, la serie prodotto di Cauchy e

00 k k—j j [e's) k [e%s) k
2] 2\ 1 k k=i i\ (21 + 22)
S (ot 2) =T ()ad) - Bt
k=0 7=0 k=0 7=0 k=0

(abbiamo usato la Formula del Binomio) e la sua somma ¢ exp(z; + 22), da cui la
conclusione. m

Scrivendo z = x + iy, otteniamo

exp(z + iy) = exp(z) exp(iy) .

Inoltre,
= (iy)*
exp(1y) = lim gy (y),
k! n
k=0
dove
n .
(iy)"
k=0
2 3 4 5 6 7 n
_ Yy Yy Yy Yy Yy Ly Y
I TR TR TR T T T ER AT
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Abbiamo quindi che
an(y) = ) () +i4 (),

dove
2 4 6 2m

Y Y Y m_Y
W) =1-5+ gt t D

se n = 2m oppure n = 2m + 1, mentre

3 5 7 2m+1
D)=y L L Y _ym_Y
n () TR e Y am )
se n = 2m + 1 oppure n = 2m + 2. Siccome
lim ¢ (y) = cosy, lim ¢{?(y) = siny,

n—-+o0o n—-+o0o

concludiamo che

lim g (y) = (hggl a5 (y) , limg ) (y)> = (cosy,siny)
quindi '
e" T = e®(cosy + isiny).

Questa e la Formula di Eulero.

Si puo facilmente verificare che

ezt + efzt ) ezt _ efzt
cost = ——, sint = ————
2 23
Queste formule possono essere utilizzate per estendere le funzioni cos e sin al campo
complesso, semplicemente considerando ¢ € C. Le funzioni iperboliche possono
anch’esse essere estese a C, mediante le formule

e* e * e? — e= %
coshz = ———, sinhz = ———
2 2
Notiamo che
cost = cosh(it), sint = —i sinh(it) .

A questo punto si capisce bene lo stretto legame tra le funzioni trigonometriche e le
funzioni iperboliche.
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36 Serie di funzioni

Siano F uno spazio metrico e F' uno spazio vettoriale normato. Se abbiamo una
successione di funzioni fr : F — F, per ogni « € F possiamo chiederci se la serie
> i fr(x) converge o meno. Se esiste un sottoinsieme U C E e una funzione f : U —
F tale che

ka(az) = f(x), perognixeU,
k=0

diciamo che la serie “converge puntualmente” a f su U; cio accade quando, ponendo
sn() = > p_o fu(x), la successione (sy,), converge puntualmente a f su U. Diciamo
che la serie “converge uniformemente” a f su U se la convergenza di (s,), a f &
uniforme su U, cioe

<e.

S fila) - f(a)

k=0

Ve>0 dneN: VzeU n>n =

Teorema 110 Se ogni funzione fi, : E — F é continua suU C E e la serie Yy, o fx
converge uniformemente a f su U, allora anche f é continua su U.

Dimostrazione. E una conseguenza diretta dell’analogo teorema sulle successioni di
funzioni. ]

Teorema 111 Siano E un compatto, F' uno spazio di Banach, e supponiamo che
tutte le funzioni f, : E — F siano continue. Se la serie Y o || filloc converge,
allora la serie Y v~ fr converge uniformemente a una funzione continua su E.

Dimostrazione. Sappiamo che V = C(E, F) ¢ uno spazio di Banach, e Y 2 fx ©

una serie in V' che converge in norma. Quindi, converge in V, il che significa che
converge uniformemente. [ ]

Esempio. Siano FE = [a,b] C R, F' = R e consideriamo la serie
— 1
Z e sin(e®* =1 4 arctan(z® + Vk)).
k=1
Studiamo la serie delle norme in C([a, b],R). Abbiamo che
1 1
sup{ ‘ e sin(e***~1 4+ arctan(z? + \/E))‘ 1x € |a, b]} < =k

e la serie ), k% converge. Quindi la serie converge in norma, pertanto anche uni-
formemente.
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Adattiamo ora i due teoremi visti precedentemente al contesto delle serie.

Teorema 112 Sia (f;)r una successione in C([a,b],R) tale che la serie ), fi €
uniformemente convergente. Allora,

lantZ/n

Dimostrazione. E una conseguenza diretta del teorema sul passaggio al limite sotto
segno di integrale, quando applicato alla successione di funzioni (s, ). [ |

Teorema 113 Sia (fi)r una successione in C*([a,b],R). Supponiamo che la serie
> oi fr e la serie delle derivate ), f; convergano uniformemente a delle funzioni
f:[a,b] =R eg:[a,b] = R, rispettivamente. Allora, f ¢ di classe C', e f' = g. Di
COMSEquenza, possiamo SCrivere

d & . d
& 2@ =2 il
k=0 k=0

Dimostrazione. Consideriamo la successione delle somme parziali s, = Y, f&-
Allora, (s,)n ¢ in CH(I,R), e s, = Y}_, fi. Per ipotesi, lim, s, = f e lim, s, = g
uniformemente su I. Quindi, per il teorema sullo scambio limite-derivata, deve essere
che f e CH(I,R) e f'=g. [

Iterando lo stesso argomento, possiamo facilmente generalizzare il precedente
teorema.

Teorema 114 Sia (fx)r una successione in C™([a,b],R). Supponiamo che le serie

St Y S
k k k k

convergano tutte uniformemente su [a,b] a delle funzioni f, g1, g2, ..., Gm, Tispet-
tivamente. Allora, f e di classe C™, e
f'=g1, f”2927 S f(m):.gm-

36.1 Serie di potenze

Un esempio importante di serie di funzioni e fornito dalle “serie di potenze”

(PS)c > at,
k=0
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i cui termini sono funzioni f; : C — C definite da fi(2) = apz*, per opportuni
coefficienti a; € C. Analizziamo dapprima la convergenza puntuale di una tale
serie.

Teorema 115 Ponendo
L = limsup {/|ag|,
k

abbiamo le sequenti possibilita:
a) se L =400, la serie (PS)c converge solo per z = 0;
b) se L =0, la serie (PS)c converge per ogni z € C;
converge se |z| < 1,

c) se L €]0,+00[, la serie (PS)c {

non converge se |z| > 1 .
Dimostrazione. Se L = o0 e z # 0, allora {/|ax| > ‘71| per infiniti valori di k, quindi

larz®| = (¥/]ax||z])¥ > 1,  per infiniti valori di k.

Se la serie dovesse convergere, allora dovrebbe essere limy azz* = 0, ma non & cosi.
Quindi, se L = +oo, la serie converge solo per z = 0.

Se L = 0, per ogni z € C abbiamo che
limsup {/|axz*| = |z|limsup {/|ax| =0,
k k

quindi la serie converge assolutamente, per il Criterio della Radice.
Assumiamo ora L €10, +o0o[. Se |z| < 1, allora

limsup {/|axz*| = |z|limsup {/|ax| = |2| L < 1,
k k

e la serie converge assolutamente, per il Criterio della Radice. Al contrario, se
2| > 1, ossia L > ﬁ, allora ¢/|ag| > ﬁ per infiniti valori di k, quindi
lapz®| = (¥/]ax||2z])¥ > 1,  per infiniti valori di k.
Se la serie dovesse convergere, allora dovremmo avere che limy azz* = 0, ma non &
Ccosl. [ ]
Definiamo il “raggio di convergenza” r della serie (PS)c come segue:
0 se L = +o0,

p—={J foo seL=0,

1
7 se L €]0,4o0].

Se r > 0, diremo che B(0,7) & il “disco di convergenza” della serie. Sottolineiamo
che esso ¢ una palla aperta. Se r = 400, poniamo B(0,r) = C.
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Se r > 0, la serie (PS)c converge puntualmente in B(0,7). Tuttavia, questa
convergenza potrebbe non essere uniforme. Vediamo ora che la convergenza sara
uniforme su qualsiasi disco piu piccolo.

Teorema 116 Supponiamo che sia r > 0. Allora, per ogni p €10, r|[ la serie (PS)c
converge in norma, quindi uniformemente, su B(0, p).

Dimostrazione. Sia p €0, r]| fissato. Allora,
sup{|apz"| : 2| < p} = |axl",

e poiché

limsup {/|ax|p* = plimsup ¥/|ax| = pL < 1,
k k

la serie >, |ax|p* converge, per il criterio della radice. Abbiamo cosi dimostrato che
la serie (PS)c converge in norma su B(0, p). |

Corollario 117 Ser >0 e f: B(0,7) — C ¢ definita da

f(z) =) arz®,
k=0

allora f é continua su B(0,r).
Dimostrazione. Dal teorema precedente, per ogni p €0, r[ la convergenza & uniforme

su B(0, p), quindi f & continua su B(0, p). Essendo p €]0,r[ arbitrario, f ¢ dunque
continua in ogni punto di B(0,r). ]

Osservazione 118 La precedente teoria puo essere facilmente adattata a serie del

tipo
[e.o]
Z ar(z — 20)F,
k=0

dove zy € C é un punto fissato. (In effetti, il cambio di variabile u = z — z
ci riporta al caso considerato precedentemente.) Il disco di convergenza, in questo
caso, € B(zp,r) ={2€ C: |z — 2| <r}.
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36.2 Serie di Taylor

Consideriamo ora la serie di potenze
o

(P S )]R Z akxk ;
k=0

dove z € R e tutti i coefficienti a; sono anch’essi numeri reali. Stiamo quindi con-

siderando la serie Y, fx, dove le funzioni fi, : R — R sono definite da fi(z) = aga*.

Pertanto, se r > 0, il disco di convergenza B(0,r) risulta ora ridotto all’intervallo
| —r,r] e, se r = 400, esso coincide con 'intera retta reale R. In questi casi, ci si
potrebbe chiedere se la somma della serie (PS)g sia derivabile su | — r, 7.

Teorema 119 Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie (PS)g, e sia
o0
f(z) = Zakxk, per ogni x €] —r,7[.
k=0

Allora, la serie
o
Z kapat 1
k=1

ha lo stesso raggio di convergenza r. Inoltre, la funzione f :]—r,r[— R é derivabile,
e

oo
f'(z) = Z kagz*=t,  per ognixz €] —r,r[.
k=1

Dimostrazione. Essendo
lim sup /|kay| = 111?1 Vk limsup {/]ax| = limsup &/|a|,
k k k

vediamo che il raggio di convergenza per la serie ) kapz®~! & uguale a r. Possiamo
quindi definire la nuova funzione g :] — r,r[— R come g(z) = > 7, kaga*~1. Per
ogni p €10, 7], sappiamo che la convergenza della serie ¢ uniforme su [—p, p].

Ponendo fi(x) = apz®, abbiamo che f = Y, fx e g = Y, fi, la convergenza
essendo uniforme su [—p, p]. Per il Teorema 113, f & derivabile su [—p, p] e f'(z) =
g(z), per ogni x € [—p, p]. La conclusione segue, poiché p €0, r[ & arbitrario. [ ]

Iterando lo stesso argomento e facendo uso del Teorema 114 si ottiene facilmente
la seguente generalizzazione.
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Teorema 120 Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie (PS)g, e sia
o0
f(z) = Zaka}k, per ogni x € —r,7[.
k=0
Allora, le serie

oo
Z k:akznk_
k=1

k(k—1)(k —2)apa®2, ... |

WE

Z k(k —1)apz*=2,

1
)
k=2

B
Il

3

i k(k—1)(k—2)---(k—m+ Daga®™,
k=m

\

hanno tutte lo stesso raggio di convergenza r. Inoltre, la funzione f :] —r,r[— R ¢é
infinitamente derivabile e, per ogni intero positivo j,

F9)(z) = ik(kz —1)(k—=2)---(k—j+ Dagz*7, per ognixz c]—r,r[.
k=

Osserviamo ora che, prendendo x = 0 nella formula precedente, otteniamo
F9(0) = jlay,

per ogni j € N (ricordando che f(©) = f). Ecco allora che

F) =3 ek =37 00 o
k=0 k=0

Questa ¢ la “serie di Taylor” associata alla funzione f in g = 0. Abbiamo quindi di-
mostrato che qualsiasi serie di potenze con raggio di convergenza positivo r definisce
una funzione f che ¢ analitica su | — 7, 7.

Osservazione 121 Riferendosi al Remark 118, possiamo estendere le consider-
azioni fatte per la serie (PS)r anche alle serie di potenze del tipo

oo
ag(x — mo)k ,
k=0

dove g € R é un punto fissato. Se il raggio di convergenza r € positivo, il disco
di convergenza é |xg — r,xo + | e la funzione f :|xg —r,z0 + r[— R definita dalla
somma della serie puo essere scritta come

— 1
fa) =) P o) @ — 20)*,
k=0
cioe, f(x) = lim, py(z), dove p,(x) & il polinomio di Taylor.
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36.3 Serie di Fourier

Consideriamo ora i “polinomi trigonometrici” con un periodo fissato T > 0. Essi
sono definiti dalla formula

fu(t) =co+ ; (ak cos (#t) + by sin (# )) ,

dove cg, ai e by sono costanti reali. Siamo interessati a studiare la convergenza della
successione di funzioni (fy,).

Teorema 122 Se esiste una funzione f :[0,T] — R tale che
lim f,,(t) = f(t) wuniformemente su [0,T],

allora necessariamente

T
ca:z{/o F(t)at,

2 (T 2
ak:T/O f(t)cos(%kt)dt,

b, = % /OTf(t) sin (#t) dt .

Dimostrazione. Per il Teorema 112,

/OTf(t) dt:/OT (co + g (ak cos (#t) + b, sin (#t)))dt
=coT + i /OT (ak cos (#t) + by, sin (#t))dt = coT,

da cui segue la formula per ¢g. Analogamente, per ogni intero j > 1,

/OT f(t) cos (2%%) dt = /OT <Co + g (ak cos (#t) + by, sin (#t))) cos (2%%) dt
- § /OT (ak cos <#t> + by, sin (#t)) cos (Z%t) dt.

D’altra parte, integrando per parti due volte, vediamo che per ogni intero positivo

k#J,
T : T :
2rk 2 2rk 2
/0 sin (%t) oS (%jt) dt =0, /0 cos (%t) coS (%t) dt =0,
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mentre se k = j,

T 21y
sin [ —=t ) cos
|, s (7)
T 214 T
f(t) cos <t> dt = —a
| rtereos (5 S

da cui si ottiene la formula per a;. Analogamente si pud vedere che

T . /27 T

che ci fornisce la formula per b;. [ |

Pertanto,

Per ogni funzione continua f : [0,7] — R, definiamo i suoi “coefficienti di

Fourier”
2 2
/ f(t) cos Wk) / f(t) s1n 2k )dt,

e la sua “serie di Fourier”
o
27k 2mk
% + Z (ak cos <%t> + by sin (%t)) .
k=1
Il problema é: questa serie converge per ogni ¢ € [0,7]?

La risposta &, in generale, negativa: esistono funzioni continue f : [0,7] — R per
le quali la serie di Fourier non converge in alcuni punti ¢ € [0,7]. Tuttavia, ci sono
molti modi per superare questa difficolta. Ne vedremo rapidamente alcuni.

Definiamo le somme parziali della serie di Fourier come

n
21k 27k
fu(t) = % + Z (ak cos (%t) + by, sin (%t)) .
k=1
Possiamo ora introdurre le “medie di Cesaro”
1
t) = —— t t e t
on(t) = ——= o) + L) + -+ F(®)] .
per poter enunciare, senza dimostrazione, quanto segue.

Teorema 123 (Teorema di Fejer) Se f: R — R ¢é continua e periodica di peri-
odo T, allora

limo,(t) = f(t), uniformemente su R.

n
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Fccone una conseguenza diretta.

Corollario 124 Siano f, f : R — R funzioni continue e periodiche di periodo T'. Se
i rispettivi coefficientt di Fourier sono tali che ay, = ay e by = by, per ogni k, allora
f e f coincidono.

Dimostrazione. Con le notazioni adattate a questa situazione, avremo che o,(t) =
on(t), per ogni n, quindi

F(t) = F(t) = lim(o,(1) — 3a(1)) = 0.

per ogni t € R. |

Potremmo anche definire i “coeflicienti di Fourier complessi”

1 (T -
Ck:T/O f(t)eil%tdt,

per k € Z. Ponendo by = 0, vediamo che

|

(a_p +ib_y) sek <0,
(ay, — iby) se k>0,

N|— D[

cosi che

fn(t) = Z cpet T

Nel seguito, usiamo la notazione

o0 n

E or = lim < E Uk> .
n—oo

k=—o00 k=—n

Corollario 125 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo T. Se
la serie > o2 |ck| converge, allora

lim f,,(t) = f(t),  wuniformemente su R.

Dimostrazione. Osserviamo che

i 21k
’ckel A

= |ex] -
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Pertanto, se la serie > ;2 |cx| converge, per il Teorema 111 la successione (fy)n

converge uniformemente a qualche funzione continua f :R — R, che & periodica di
periodo T'. D’altra parte, per questa funzione,

I 2m 1 [T 2
& = T/ Ft)e Tt dt = T/o (nhm fn(t)) e~ T gy

_ - —th _ = zzﬂt —zﬂt
_nh_)ngO / fn(t) dt = 7}1_)1120 / Z cje dt

. 2#(1 27(i—k), T
= lim — cj dt = lim — cpdt = ¢,
0

n%oo ) n—oo T

per ogni k € Z. Per il Corollario 124, le due funzioni f e f coincidono, per cui la
dimostrazione ¢ completa. [ |

Nel seguente teorema, la funzione f potrebbe essere discontinua in alcuni punti.

Teorema 126 (Teorema di Dirichlet) Sia f: R — R una funzione periodica di
periodo T'. Si supponga che ci siano un numero finito di punti to,t1,ta,...,tN, con

O=tg<ti<ta<---<tny=T,

tali che f é derivabile con continuita su ogni intervallo [t;_1,t;[, conj=1,2,...,N.
Nei punti t; (dove la funzione potrebbe non essere continua, oppure, se continua,
potrebbe non essere derivabile), esistano e siano finiti i sequenti limiti:

lim f(s), lim f(s), lm f'(s), lim f'(s).

s—>tj_ s—>t s—>tj_ s—>t+

Allora, per ogni t € [0,T],

9 -5 onen (2] s (20)) =t 01+ i 109
k=1

s—t— s—tT
Inoltre, la convergenza é uniforme su ogni intervallo compatto su cui f € continua.

Osserviamo che, se f € continua in t, allora

76y = 5 Tim f(s) + lim £(5)).

s—t— s—tt

Per le dimostrazioni dei Teoremi 123 e 126, si rimanda al libro di Korner [4].

Forniamo ora due esempi di applicazioni del teorema precedente.
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Esempio 1. Sia f : R — R la funzione 27-periodica definita da
ft)y=t, se te[-mmnl.

Si verifica facilmente che le ipotesi del Teorema di Dirichlet sono soddisfatte. Cal-

coliamo
1 27 T

1

0= 27r

—T

2 2 1 T
=5 | FO)costit)ar = / tcos(kt) dt = 0,

—Tr
poiché t — tcos(kt) & una funzione dispari; inoltre, integrando per parti,

by = 27Tf()s1n( )dtzl/ﬂtsin(k:t)dt

o T J)_

(] )

™

Possiamo quindi affermare che
0 E+1
2(—1
ft) = Z (k:) sin(kt), perognite]—m, m|.
k=1
Come caso particolare, prendendo t = 7, otteniamo la bella formula

T_4 1 n 1 1 n
4~ 3 5 7
Esempio 2. Sia f: R — R la funzione 27-periodica definita da
ft)y=4* sete|[—m x|

Si vede subito che sono soddisfatte le ipotesi del Teorema di Dirichlet. Calcoliamo

1 21T 1 s 5 7.‘_2
— | 2a==
=5 [ @)t 2W/w a

e, integrando per parti,

27 1 T
ap = o ; f(t)cos(kt)dt = - / 12 cos(kt) dt =

=L ([T ) ) 2=
_% ([_t COS]EJI{:;;:|7:W N /’T Cos]ikt) dt) _ 4(;21)/6'

—Tr
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D’altronde,

2 2w

1 ™
by = o f(t)sin(kt) dt = - /_7r t?sin(kt)dt =0,

poiché ¢ — t?sin(kt) & una funzione dispari. Essendo f : R — R continua, possiamo
quindi affermare che

ﬂ' oo
:?Z

k=1

cos(kt), perogniteR.

Concentriamoci su due casi interessanti. Se ¢ = 7, otteniamo la formula
[e.e]
2 4
T3 2 k2’
k=1

che ci da

d’altra parte, se t = 0, abbiamo

che ci fornisce la formula
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