
TRASFORMAZIONI CANONICHE

In un sist Hamiltoniano lo stato è dato da un po
nello spazio delle FASI individuato dalle coord 5,9

Il Moto di ato punto nello spaziodelle fasi descrive come
evolve lo stato del sistema

Un sistema HAMILTONIANO è tale se esiste un sistema di
coordinate R Pm91 9m dette coordinate canoniche

tic le equazioni del moto eq nelle incognite Pitti Putti alti qual
hanno la semplice forma delle equazioni di Hamilton

pit Gigliottialtiti

aiutate aggiraalti
e

e H Inter
detta HAMILTONIANA

Le funzioni pit e 914 descrivono il moto nelsensoche ad ogni t
associano un set di numeri Pa qu che individuano un

ph nelle sp delle fasi T'Q Al variare di A questopunto

cambia



Lo stessomoto può essere descritto scegliendo diverse coord pertalento
per es P 9 Variaredelphlungo at moto

può essere descritto in

ma
arbitrarisist dicoord

In gto sist di coord il moto è dato dalle funzioni pitt fut
Se la trasf di coord è

peulpifitlq vlfi.it
allora deve valere pltl ulpitl.it tlqltl vlpcHgCH t

Domandai le equazioni differenziali che Putt e fatt the nl
soddisfano sono ancora nellaFORMA DI EQ DI HAMILTON

ata domanda equivale a chiedersi se esiste una

funzione Hamiltoniana K pià ti t.ci le fuut.PH fatt
soddisfano le g diff

È ftp.itlqnt flEititl hai im

Se ato accade la trasf di coord tra dueset di
COORDINATE CANONICHE è detta TRASFORMAZIONE canonica



ESEMPIO di trasformazione NON canonica

Consideriamo la seguente trasf di coord nello stato
delle fasi
pe pcosà A
9 Insane

dove pia sono coord canoniche Lo sono anche p g

Consideriamo la particella LIBERA con He If
le api di Hamilton sono

petto
OH IH

Vediamo quali sono le g che le faut piti541 soddisfano
tenuto conto che esse sono legate allefuni pitt alti da
pit
pctlcosqltlqltl.FIsen 91h

Facciamo le derivati temporali di ambo i lati

p è così poisenti
i Èsenotiffcosà

Siccome pig soddisfare A le p e soddisfano
pi così poisent o

sist lineare in

pisano PIcosì I cosà incognite è if

Risolviamo il sist lin e troviamo leap



È upcosàseng PCH e Git soddisfano

è W cos'è questa equaz diff

Se pià sono buone coord canoniche allora

potranno essere scritte nella forma di cg di Hamilton
coi Junt KIP g te

274 9
l ato avviene se Klpig

t.czi
wpcosasentfseqto avviene bisogna

2 w cos'è che si verifichi la
condizione

E 1 1 1,127

cosisenà
K te

F 2 20cosìsent possano essere portati
nella forma di cg
di Hamilton

La trasf di coord a

NON è canonica



ESEMPIO di trasformazione
CANONICAinvertiamo

rightarrow overlinePhPhalphaoverlineqhqhbetaphalphaoverlinePhqhbetaqhsim
Prendiamo funt H plait
Se pnlefttright e qhlefttright soddisfano le ep diHam

PnfracpartialHpartialqnleftpqrightqhfracpartialHpartialpnleftpqright
che cg Soddisfano overlinePnlefttrighteoverlineqnlefttright 1

hatPhfracPhalphafrac1alphafracpartialHpartialqhleftalphaoverlinepbetaoverlineqright
overlineqhfracqhpfrac1betafracpartialHpartialphleftalphaoverlinepbetaqsimright

I termini a destra dell'uguale sono scrivibili come

fracpartialKpartialoverlineqnlefthatphatqrightefracpartialKpartialoverlinepnlefthatpoverlineqright per qualche Kleftoverrightarrowpoverrightharpoonqright

La risposta è sì r untale K
sceltadiHKleftoverrightarrowphatqrightequivfrac1alphabetaHleftalphaoverlinepbetaoverlineqright

La trasformazione è CANONICA

fracpartialKpartialoverrightarrowq4leftoverlinepoverlineqrightfrac1alphabetafracpartialHpartialq4leftalphaoverrightarrowpbetahatqrightbeta
fracpartialkpartialoverrightarrowpnleftoverrightarrowpoverrightarrowqrightfrac1partialbetafracpartialHpartialpnleftdoverrightarrowpbetaqsimrightalpha



TRASF CANONICHE

Scriviamo la trasf di coord nello sp delle fasi

Pnunleftoverrightharpoonpqsimtrightequivoverlinepsimoverlineqapprox
notazionesemplificata

coordinate p e q
si mescolano

qhvhleftpsimqsimtright

Nella notazione compatta
anchescritta avolte

xiwileftoverrightharpoonxtrightxileftoverrightharpoonxtright JijfracpartialWipartialx2j ha detneq0

Def La trasf di coord A regolare e invertibile

si dice CANONICA se comunque si prende
forallH

un'Hamiltoniana Hleftpqtright ESISTE SEMPRE

una funzione Kleftoverlinepoverlineqtright tic se le pnlefttright e q4lefttright
con pnlefttrightunleftpsimlefttrightqsimlefttrighttrighteqnlefttrightvnleftpsimlefttrightoverlineqlefttrighttright
soddisfano le cg dittam con Hamiltoniana H

HPnfracpartialHpartialqn qhfracpartialHpartialPhh1ldotsm
ALLORA anche le funzioni overrightarrowPklefttright e hatqklefttright
soddisfanocg di Ham con Hamiltoniana Kleftpsimqsimtright

overlinePnfracpartialKpartialoverlineqkqsimnfracpartialHpartialoverlinepnk1ldotsn
a

H e K si dicono canonicamente CONIUGATE

Lesoluzioni di e leftodotright sono collegate dallatrasf A
pnlefttrightunlefthatplefttrightqsimlefttrighttright
qnlefttrightvnleftpsimlefttrightqsimlefttrighttright

soluzid Soluz d o



Trasf Canoniche nel formalismo compatto

Consideriamo la trasf di coord nello spazio delle fasi data da

Xi Wi Fit I Eit

trasf inversa Ijaw x t ciè

WING Al ti X

acwceitl.tl e

Se il moto in IQ è descritto dalle Juna
Xi t i 1 2m

nelle coord allora alle coord E sarà desueto

dalle funzioni equivalentemente

Ict Wj t A Tilt Wi ECHIA

Da gta espressione si può ricavare una retata tra le
derivate tal e ICH

FAI SIZE It II
II Jacobiandellatrasf di coord

Canalogamente già Jme con Imetejàm
cioè 5 31

Ora se t soddisfa l'eq diff Filt fi Ht t
allora

Filth F.nJjilxltlitlfilxltl.tl dèi Halt



usando Xft e Wilt t A posso scrivere una relat
tra Iit e IIA cioè un'g diff Ford fu la
funtore Ict

FLAI E Ji wlxtthtltlfilwlxlthtlitltffilwlilht.li
Diciamo ora che ti sono buone coord canoniche cioè
le 4 dif delmoto sono nella forma

ti Feiez fi Eilif

f E Jj Ei afa II
indice È JETTA due

La trasf è canonica se anche le nuove coord Ii sono

buone coordinate canoniche cioè se I KIT it tic leey
del moto nelle coord I sono nella forma

È E TAK
Confrontando con si vede che la trasf
TE E LEI è canonica se UH 7k te

JETT H II EEK
Espressa per bene con tutti gli argomenti espliciti
JCWCE.tlA E TIM WIENAI SIEGITTIAFEEKATA



In particolare possiamo prendere Heo Allora se la

trasf è canonica I kotxitlt.ci

GIA wait A EVEKOLIA

Cioè ko è l'Hamiltoniana coniugata all'Hamiltoniana nulla

Esempi di trasf canoniche

1 Pa It an qu 5 tbukp.tt H pta qbit
Int P

ftp.t
cost

2 Pas de qu pà dirlo klfifitl.LA dpPoTit

3 Pipa 9 fatate KCpioitkhlpotatptl E.pl

Es particella libera
m

HIFI II KlpiatkII Inplo
op di Ham
natura K

Pit 2ft Etti pt

È 3 o Initiate

Patti Ed

troy dcoord
tutti I tiusando la



4 Invece la trap di coord

p Epcosì 9 E'sent
è canonica con K H Fpcosì Vipsent

5 Trasformazioni PUNTUALI ESTESE

94 vu q t non dip.dep

Pn ÈPi non generica

TITA ricuciti.tl



Vediamo qual è la forma generica della nuova

HamiltonianaPropSe la trasf è CANONICA allora existsc dipendente

al più daltempo t A c

KleftoverlinextrightcoverlineHleftoverlinextrightK0leftoverlinextright
dove

overlineHleftoverlinextrightequivHleftwleftoverlinextrighttright
Ko è A c EnablaoverlinexK0leftoverlinextrightfracpartialWsimpartialtleftomegaleftoverlinextrighttright
K0 è l'Hamiltoniana convogate ad H0 ed e
non banale qudo la trasf canonicadipda t esplicitan

Dim trasfcanonicaperipotesi

EnablaoverlinexKoverlineJEnablaxHfracpartialsimWpartialtE1EJsimEJsimTlefthatJTright1nablaxHfracpartialhatWpartialt
E1E

EEJsimEJsimTnablaoverlinexHsimEnablaoverlinexK0 sum_jJijTfracpartialHpartialxjsum_jfracpartialWjpartialoverlinexifracpartialHpartialxjfracpartialoverlineHpartialhatxi
setrasf ecanoulcaexistsK0tsfracpartialoverlinewpartialtEnablaoverlinexK0
RightarrowEoverlineJEoverrightharpoonJTnablaoverlinexoverrightharpoonHnablaoverlinexleftKK0rightRightarrow

RightarrowEJsimEoverrightharpoonJTnablaoverlinexHsim è IRROTAZIONALE forallwidearcH

EoverlineJEJsimTc12nRightarrownablaoverlinexleftKcoverlineHK0right0
Lemma 4 vediultimapagina

KcoverlineHKo a meno di una cost irrilevante



LEMMI utili per le dimostrazioni precedenti

Lemmal Localmente w̅ è gradiente di una fune F
abè w̅ FF se e solo se il SUO ROTORE è nullo

cioè divj djvi D Forme chiuse sono localmente
esatte e viceversa

Lemme Se 5 è t.ci JEJ CE allora

B II 5 soddisfa BTE E B O cioè

EB è simmetrica

Dimm Dimostriamo che E II È è simmetrica

differenziano JEJ CE
moltiplichiamop

III ET TEDI 0 f a sin e

j a des

5 TII E E II 5

3 51



essere scritto come ti ETF qualche Fixit

cioè Er simu
Dina

3 _E Ein III RECA
Ed è simm

I Et 2 Ed simm

Sui 24
Jxj Jxe.to ftp.ote EF

E EFF
Lemmy Sia A x A matrice 2mi2m con xD

Se tifaut regolare Fixit il campo ved AFF
è irrotazionale cioè ha rotorenullo localini Tel
allora 7 funt alt tic A alt 1

Din ATF irwtaz.VE xiFAje3Ie IyIAiefjdY
Prendiamo F Xi Giaji Ai I

Feti Gilajixil Aiixi a

2 0 2 Ajixit Iglaiixi fiajilxit Aji
Etii Xi Anti

Aji Aiisija A è matrice diagonale



Inoltre 1 3 IgAii E Aji Zitti di

Ishii o m ji

Aig x t ai xi A dij
Mettiamo in o

In Fails.ieIjIIailxitldie2Ie oKF

Ii ajcxiitl.gg Ii aicxatlaf.it o of

tu itjfajcxjitl ailxiitlIYI.gg O FF

aj Xj t e ai Xi Al its
Idipidaxi 9

indip.de Xj
ai xi ti alt ti µ


