











































































































CONDIZIONE DI LIE

Definiamo il differenziale d inteso come operatore

differenziale che agisce solo su 112 con coord p9 Si ha

d'ftp q tI EI dPr 9,992

Esso è legato al diff totale usato precedentem dalla relazione

df d'f 2 at
Ovviamente d e d coincidono su fuert indip esplicitane
dal tempo caso particolare d'pueda e d'qu'alga

In formalismo compatto abbiamo

d'f È2 dk

Consideriamo ora la trasf di coord Xi Wi x ̅ t
sullo spi dellefasi Per quantodefinito sopra abbiamo

d'wi II E JeJijde

Def La trasf di coord Xi Wilxit si dice soddisfare

la CONDIZIONE DI LIE se CIO e

una funzione G x ̅ t tali che
c w̅ Edit x ̅ Ed'x ̅ d 6

cioè a F WiFi d'W E x ̅ Ei d'x ̅ d'G














































































































n coordinate pig la condizione di Lie diventa Ef
C E Un d'un e In d'un Pudga E Idp d'E

che possiamo riscrivere usand und'un d nun Under

2 Eundun 2 Eden d'LIETTECioè

c Und'un Padoin d'F pagiche ctorF

Negli esempiprecedenti
1 c 1 Fe è È
2 C F O

3 1 F LA 5 È

4 c 1 F Psentcosì

Osservazione

w̅ x ̅ ti soddisfa la condit di lie con c è
se e solo se w̅ x ̅ t E w̅ x ̅ E soddisfa

la condiz di lie con














































































































WiEijd'W E x ̅ Ei d'x ̅ d'G

WiEijduj Ei di dg_ 2 WiFi 2 de

2C unden 2 Eden d E
Cioè

c Und'un Pdai d'F peralche c OEF

Eun'E SE Eun E un E
2 7th v11

E Wi E E
Dalla condizione di Lie sappiamo che

Fe WIE IE x ̅ Ese

eaeii.li i

IJri wi

Provare per gli esempi














































































































3 Pipa 94 Tutati KCFiqitlHCFqtatpIH2PL
1 F LAFF 6 2 pa pà 29 P P

Un ZE TIE EE EE

III x ̅ se

L

wi wtf taxi

FEDE CANI HF x ̅ XIII
WEdw x ̅ IKE

atdy

xitati x ̅ 1Iatay xitati atildxi
dxi

Edxi x ̅ di d'G o

Lei 2 o 27119

LT 0 1 9 2 7,0














































































































c UnEE FI Eundon Edàn AF Koat

wEdw Edx ̅ dg 2Kodt

wedw WELedt xE̅dx ̅ d 6 Ed
A wi Ei 2g 2 2k at

see IF ZEE La WIE EI

2 ErumEmie Ie In ImEme

2 GE u 2EEmrIE TE E

E.FI EseEIIEii

eEJTE
I 52 3














































































































Dimostriamo ora un altro criterio di canonicità

Prof La trasf di coord Xi Wi x ̅ it
soddisfa la condizione di lie è CANONICA

Dima Dimostreremo la prop con c 1 Infatti
W'EittEWII
covuli

Noi dimostriamo ato

Condizione di lie e 1 GLIA te

EWi Eijd'wj FFitigdy d'G

atwj E.LY de Je die

FeiEijJjedia FetiEiedie E fede

Édin WiEijJje TiEie 2 1 0

coefficienti di die sono tutti nulli cioè 6 tic

Altil 2 dove Aelkit WIE Je IFiEie

cioè A è gradiente di una funzione G
Vedilemma

Qto avviene localm A ha rotore nullo lezionepreceden














































































































Andi W Eit soddisfa la conditi di Lie per unaglch G
SE E SOLO SE ha rotore nullo cioè

II 0 kik

Vediamo cosa vuol dire sulla forma di A data

Wi EijJje_ Eitie Kee

III
E e

EwittIIII
EdinEie

È E

JTEJ Exe JTEJI Era JTEFFIETJ

2 JTEJ E ne che si annulla se e solo se

la trasformazione è simplettica

cioè canonica

JTEJ E EJTEJ 11 EJT J'E JETT E 4



Condizione di Lie e Ko

Prendiamo la condizione di Lie C 1

EUnd'un Epidoto d'F

e riscriviamola usando il fatto che d d daga

Eundon Edàn AF 37_Funge at

Consideriamo una trasf che soddisfa qta condizione e quindi è

canonica Se un moto è descritto da pit GH nelle

coord fig allora il moto nelle coord p q sarà datoda

pit Ulpiti gia it e quel vipiti gatti
Consideriamo il funzionale azione

SIP g Épial.iqAl HIpAI9CAI t1 dt

usiamo la relazione

Stp9 FILELHIHIA
IE PCHGHI t1 FlpHITHlit 7dt

ie

qfen in IIIitIIiiiEEmED
HELENA it et

I



5 più Flpitligitht

Cioè Stp a può essere riscritta come un altro
funzionale azione ITPè i cui argomenti sono ora le

funtoni PHI GH più un termine la cui variaxone

è nulla per variat nulle agli estremi

Abbiamo quei DS 85 cioè se pct 9 t
estremizzano S con Ham H cioè soddis es di Ham

con Hamiltoniana H allora PIAI alt date in
estremizzano 5 con Ham K cioè soddisfano cg di Ham

con Ham K

Abbiamo ridimostrato che cond Lic canonicità

In più abbiamo trovato un'espressione per Ko intermini
della funt ftp.T.tl che appare nella condizione diLia

kolpiq.tl LEIMt È un'pititlazlpii.tl
Data questa espressione possiamo riscrivere la cond di lie

ΣUndon Padoin AF Ko at



Funzioni GENERATRICI di trasf canoniche

Consideriamo la trasf
petaso
q Fp sang

Vediamo che possiamo invertire la seconda eq per ricavare

p in puntone di 9 Otteniamo

a Ie
Se poi sostituiamo nellaprima ca abbiamo

Piff cosà
Quali un modoequivalente di dare la trasf è fornire
le relazioni

p SI così

tag
cioè

P Peggy

pe plait

In questo modo posso usare già come coord indipendenti

sullo sparo delle fasi anche se non sono coord canoniche

cioè le g delmoto µ i moti alti alti espressi in
ate coord non sono nella forma delle cq di Hamilton

1
Ata cosa la posso generalizzare a un caso generico



Partiamo dalla forma standard

Pu Unpigiti
an vulfi.it

Se il secondo set di cg è invertibile esplicitando le fa in
funzione delle 94 e in cioè se det Iii 0

allora ottengo

pa pa q q t 4 11

ostituendo qte relazioni nelle prime 9 in ottengo

Pa Palace t Un playgit 9 t

La trasf di coord può essere vista come una relazione tra
le coord indip pp e le coord indip già
Pu Pu 9,7 t
Pa Palqq t

invertendo queste relazioni ottengo letrasf
canoniche nella forma solita

sono già le coord indip mentre in erano fig

a condizione di Lie dipende dai diff dg e dà Se 19,7 sono

le coord indip da edà diventano i diff fondamentali
base delle 1 forme sullo spazio delle fasi

Ridai Pida Ko at dF dove Fila
o Flp 9,941,7t



Vediamo che data una finzione regolare F già t

t.c.de
g Fg possiamo da essa ricavare delle relatoni

tipo ed essere sicuri che esse definiscono una

trasformazione canonica nel seguente modo

AF È 219194119 È in SEA

Ora se poniamo

Palaiiit 24,19 it

plait 219 it
Abbiamo delle trasf di coord che soddisfano la
condizione di lie o con Ko IE e quali è canoni

Fa genere tramite inversione delsecondset di g in A
una TRASF CANONICA COL

K H LE

Funzioni deltipo Filqiàit generano tutte e sole le

trasf canoniche che consentono di prendere 99
Come VARIABILI INDIPENDENTI

Fi non può generare la trasf identità Fitz peli
bandm del II 0



Riarrangiando ora la condizione di Cia in un altro modo

f dà f dà Kodt dF

TEIKE di
Pida quale Ko at de

con Elf q t F p fig t f Jlpq t

Ogni funzione E p9 t con dit III Io genera una

trasformazione canonica tramite

Pa Fiat

LEIF9,4
con K I LE

unioni tipo E generano la maggiorpartedelletrasf interessanti

Identità Elpiqit Paga Pa Fa In 9577 94

Trasf puntualiestese E PIÙ q t

Pa Ein 2 1911 9 vita

Giocando con la condizione di Lie ci sono altri duetipidi funigener
95 3 F ppA

9h EHftp 9 tl

pe gg 9 7
K H JE K H II



ESEMPIO

Consideriamo la seguente trasf di coord nello sp dellefasi M1
p È cosà
g Ep seng

Verifichiamo la CANONICITÀ

1 PARENTESI DI POISSON fondamentali

pig Ippsene 2PMcosì

2 Psenà Prcosà Tseng Prcosà

così cosà PAI sent seni

cos'è senti 1

9,93 0 pp 0 1

2 CONDIZIONE DI LIE

pala Zpcosà d 2PMsent 2p cosà sentdp picosgdà

cosàsenàdp 25cos'èdà a

trasf soddisfa cond di lie se IF A c

pala AF Pdq
dato da a

F dev'essere tale che

FFdi IEdà così seràde p 2cos'g 1 di
cioè



II così sent F fcosìsarà flat
inseriamo qui sotto

II apcos'è I percio_a f àI
flat o flat cost

IF pcostano cost tic cond di Lie è soddisfatta
4

3 JACOBIANO SIMPLETTICO

t.fi frasiesentyfsenfE cosà

steeft.IE I ee Esami

È sent E cosà

È
sent
Ècosì
Eisen

È I Tseng

E cosà è serà E cosà

9 Il e a

4 Esistenza DI una funzione GENERATRICE per es di tipo I pia
r tease Efsa 3ft
g Ep sarà a pagà LE



Quali E dev'essere tic

pagà LE E Età flail

Contale Fa abbiamo

Ef FI f'là fa f'lotto µprima9

Consideriamo l'oscillatore armonico con me

Alpi g p ai g di Ham f là G

Verifichiamo che in questa H 7k fig A.c le g
del moto si possono ancora scrivere in forma di G diHamilton

Date pe plpitliotti e q q pit getti
i 2pctcosqui cosìè 2ftseràà

q apfsenfltll fsenqp.ttcosàà
Scriviamo le pi e f in puntone di peg sist lineare

p 2ft I cosà pit seràà q.pt poi
è Ep f senepi cosà il Ip poi gp

Usando le g di Ham A

È I I 7k up chegeneraate eq di Hamilton


