1. Formule di cambiamento di variabili

LEZIONE: CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEGLI
INTEGRALI DOPPI
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Domini normali regolari

Se
x, € C'(a b)), a(x) < B(x), Vxelab)]

allora il sottoinsieme D di IR? cosi definito
D:{(x,y) €R?:a<x<b, a(x)gyg[ﬁ(x)}.

si chiama dominio normale regolare rispetto all’'asse x.
Se

1.6 € CY([e.d)), v(y) <d(y), Vyeled],
allora il sottoinsieme D di IR? cosi definito

D={(xy)eR?:c<y<day) <x<iy)}.

si chiama dominio normale regolare rispetto all’asse y
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Domini regolari

Definizione

Un dominio regolare D € per definizione I'unione di un numero
finito di domini normali regolari, a due a due privi di punti interni
in comune.

Osserviamo esplicitamente che la frontiera di un dominio
regolare D, oD, & unione di un numero finito di curve
generalmente regolari e chiuse.
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Trasformazione di coordinate

Volendo calcolare
//D f(x,y)dxdy

puo talvolta essere utile effettuare una trasformazione di
coordinate nel piano, cioe considerare una trasformazione

(1) d:(uv)eT — (x,y)eD

che porta ad esprimere la funzione integranda in termini delle
nuove coordinate u, v. Il dominio D viene trasformato in T.
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Trasformazione di coordinate

Sia T un dominio regolare del piano u, v. Sia®: T — D
definita dalle funzioni:

x=x(u,v)

uv)eT,
{ y=y(uv) ()

sia® e C'(T)e D=o(T).

Si definisce matrice Jacobiana della trasformazione @, la

matrice cosi definita

IXY) _ ( Xu Xy )

a(uv)  \yu W
e il determinante Jacobiano, che si indica con Jo(u, v), € il
(X, y)

determinante di , OVVero

a(u, v)
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Teorema di cambiamento di variabili

Teorema (Teorema di cambiamento di variabili)

Siano T, D domini regolari di R?. Sia ® : T — D inveribile,
dcCl(T)e

Jo(u,v) = ‘a(x, Y) #0 (u,v)eT.

a(u, v)

Siaf: D — R continua, allora

[ txyranay = [ 1(x( V) [do(u, v)| dudv (1)

Lelemento infinitesimo di area dxdy si trasforma nell’elemento
di area |Jo(u, v)| dudv.
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Calcolare I'area del dominio D del piano delimitato dalle
parabole y = x?, y = 2x?, x = y® e x = 3y2.
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Poniamo:

Allora il dominio D corrisponde al rettangolo T del piano u, v,
individuato dalle seguenti limitazioni:

T={(yv):1<u<21<v<3}

Osserviamo che

a(u, v) - % 3 22
= = = 3u“v
‘a(xv}’) ‘ 2 | xR
dunque
oax,y)| 1
‘a(u, v)|  3uv? 70
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Larea di D & dunque data da

/ /D dxdy / /T 3U12V2dudv
SIS SEHE N
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2. Integrali doppi in coordinate polari

LEZIONE: CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEGLI
INTEGRALI DOPPI
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Coordinate polari

Come appena osservato, un opportuno cambio di variabili
permette di trasformare un dominio non normale in un dominio
normale dove quindi & possibile usare le formule di riduzione
per il calcolo dell’integrale.

Ad esempio se il dominio D ha una simmetria di tipo radiale si
esprime facilmente in coordinate polari. Un cerchio, una corona
circolare, un settore circolare, in coordinate polari diventano
rettangoli. Ricordiamo come vengono definite le coordinate
polari di un punto.
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Coordinate polari

La posizione di un punto P del piano € individuabile per mezzo
delle coordinate cartesiane (x, y) o per mezzo delle coordinate
polari (p, 6).

p = v/ x?>+ y? é la distanza di P dall'origine O e 6 & la misura
in radianti dell'angolo che OP forma con il semiasse positivo
delle x.
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Coordinate polari e coordinate cartesiane

Le coordinate cartesiane e polari sono legate dalle seguenti
formule di trasformazione:

X = pcoso
{ y=psenéd @

che possiamo utilizzare come formule di cambiamento di
variabili. La trasformazione individuata non soddisfa pero le
ipotesi del teorema di cambiamento di variabili.
Osserviamo inoltre che

‘ a(x.y) ‘ _
d(p. 0)

che si annulla nell’origine.

cosf —psend |
senf pcosf |
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Cambio di variabili

Si dimostra comunque che vale il seguente risultato:

Formula di cambiamento di variabili, da coordinate cartesiane

in polari

Sia f(x, y) una funzione continua nel dominio regolare D, allora
//D f(x, y)dxdy = //D f(pcos 6, psend) p dp d.  (3)
polare

dove si € indicato con Dpo/are la rappresentazione di D in
coordinate polari, cioé

Dpotare = {(p.0) € [0, +oo[ x [0,27] : (pcos 6, psend) € D}
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Calcolare l'integrale della funzione f(x,y) = 1 — x> — y? esteso
al cerchio D= {(x,y) e R?: x2 + y? <1}

Bisogna calcolare I'integrale

//D(1 — x2 — y?)dxdy.

Vogliamo utilizzare la formula (3). Se descriviamo D in
coordinate polari otteniamo le seguenti limitazioni su p e 6:

0<p<Ht
0<0<2m,

ciog il dominio Dporare € il rettangolo [0, 1] x [0, 27] .
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Esempio 1
Usando (3) si ottiene che
/D(1 — x% — y?)dxdy

// (1 — (pcosB)? — (psend)?) p dp db
po/are

// 2) 0 dp df.

polare

Il dominio Dyoare € Normale rispetto all'asse p e all’'asse 0, per
cui, usando le formule di riduzione si ottiene

1 21
// (1—p?) p dp db. =/ p(1—p?) do [ db
Dpoiare 0 0

1 » 02 p31 -
= 2 1 =on |- =2
ﬁ/op( p°) dp ﬂ[z 3]0 3
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Esempio 2

Calcolare xy
[yt yea.

dove D e la porzione di corona circolare centrata nell’origine di
raggio interno 1 e raggio esterno 2 che si trova nel primo
quadrante.
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Se descriviamo D in coordinate polari otteniamo le seguenti

limitazioni su p e 6:
1<p<2
0<0<Z,

cioé il dominio Dpoyare € il rettangolo [1,2] x [0, 5] .
Utilizziamo la formula (3)
// 2xy _dxdy = // pcose) (psenb) _ o dp o
DXty Dooizre (0COS 0)2 + (0 SeN 0)

// cosfsenf p dp do
Dpo/are
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Il dominio Dpojare € Normale, per cui usando le formule di
riduzione si ottiene

// cosfsenf p dp do
Dpo/are

2 2
= /1 dp /0 cosfsenf p df

2 n
= / p dp /zcosesen(?d()
1 0

o [sen?0]® _(, 1\1_3
2,1 2 |, 2)2 4

Cambiamento di variabili negli integrali doppi 2. Integrali doppi in coordinate polari



