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1 Assiomi, versione 1965 (pubblicata nel 1983)

| CE,
1. ab = ba (RE)
2. ab=pq&ab=rs — pg=rs (TE)
3. ab=cc — a= (IE)
4. Jz(B eax & az=ee) (SC)
5.1 a#b& Babc& Bd'b'd & ab=d't & (FS)
be=bd&ad=dd &bd=Vd — cd=dd
6. Baba — a=0b (IB)
7. Bapc & Bbge — Hx(Bpwb&qua) (IP)
8. Ja3b3e(-Babc & -Bbca & -Bcab) (Log)
9. pFq&ap=aq&bp=bg& cp=cq — BabcV BbcaV B cab (Up2
10. Badt & Bbdc& a#d — Tz Iy (Babr & Bacy & Buaty) (Eu)
11.|JaVaVy(z e X&ycY — Bazy) — 3JbVaVy(aeX&yeY — Buaby) (Co)
Legenda:
(RE) Assioma di riflessivita per l’ ot e
(TE) Assioma di transitivita per l'equidistanza P ot
(IE) Assioma d’identita per I'equidistanza ot e
(SC) Assioma di costruzione di segmenti Adriod
(FS) Assioma dei 5 segmenti T
(IB) Assioma d’identita per l’ escman
(IP) Assioma interno di Pasch oL

(Log) Assioma 2-dimensionale inferiore

(Upy) Assioma 2-dimensionale superiore
(Eu) Assioma euclideo
(Co) [Schema(?) d’Jassioma di continuita
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2 Skolemizzazione di due degli assiomi

Per ‘skolemizzare’ (SC) ed (IP), possiamo introdurre due simboli di funzione,

eXt(*? -3 = *)7 Ip(*? =3 -3 = *)7
per poi riscrivere gli assiomi in questione cost:

Bgaext(q,a,b,c) & aext(q,a,b,c) = be (SCsK)
Bapc& Bbge — Bpip(a,p,c, b, q)b& Bqip(a,p,c, b, q)a (IP%)

3 Cosa cambia rispetto agli assiomi del 19597

La versione degli assiomi del 1965 non comprende piu gli assiomi di transiti-
vita (esterna) e di connettivita (esterna),

Babd & Bbed — B abc
a#b& Babc& Babd — BacdV Badc,

che frattanto Haragauri Narayan Gupta, nel corso della tesi di dottorato
(svolta sotto la supervisione di Alfred Tarski e di Leon A. Henkin), e riuscito
a dedurre dagli altri assiomi. Semplificazioni notevoli agli assiomi formulati
da Gupta sono state apportate dalla Szmielew.

Inoltre I'assioma di Pasch e formulato in maniera diversa da prima; dalla
versione esterna (‘outer’ in inglese) siamo passati a quella interna (‘inner’,

vedi Fig. :

.| Bapc & Bbgc — EI:L‘(Bp:Eb&Bq:L‘a) (IP)
12. | Bapc& Bqch — Fx ( Baxq & Bbpx) (OP)
%

(Una riformulazione della versione esterna, da (OP’) ad (OP), era gia inter-
venuta fra il 1951 e il 1959 — ritocco simile aveva subito anche (Eu)).

Figura 1: Diagrammi raffiguranti le due versioni—(IP) ed (OP)-—dell’assioma di Pasch.



4 Degli assiomi del 1951, quali erano gia spa-
riti nel 19597

La versione degli assiomi del 1951E| comprende sei enunciati riguardanti la
relazione d’intermedieta (non stretta), quattro dei quali spariranno nella ver-
sione del 1959, in quanto Tarski e due suoi allievﬂ saranno riusciti (nel 1956
57) a dedurli dagli altri assiomi; gli altri due spariranno—anni dopo—come
riferito nella sezione precedente. I sei assiomi in questione sono:

B abb riflessivita
Babc — Bcba (SB) simmetria
b#c& Babc& Bbed — Babd transitivita esterna
Babd & Bacd — BabcV Bacb connettivita interna
Babd & Bbcd — Babe transitivita interna
a#b& Babc& Babd — BacdV Badc connettivita esterna

Intervengono fra il 1951 e il 1959 anche la sparizione dell’assioma di
unicita per la costruzione di triangoli:

a#b&ac=ad & bc=bc & Bbdd & (BadcV Bacd) — c=¢

e quella dell’assioma di esistenza per la costruzione di triangoli:
ab=db — JcIx <(1(t =add &be=bcd & Bere &
(B abxV BbraV B :1:(1/)>>

c

'Non disponendo della versione del rapporto RAND antecedente le revisioni del 1951,
non possiamo stabilire se modifiche degli assiomi siano intervenute fra il 1948 e il 1951.
2Eva Callin e Scott Taylor.



5 Assiomi semplificati da Makarios, ca. 2013

‘ CE}

= b Z W )
2. ab=pqg&ab=rs — pg=rs (TE)
3. ab=cc — a=b (IE)
4. Jz(Bgaz & az=bc) (SC
5.1 a#b& Babc& Bd'b'd & ab=d'b & (FS)

be=bd&ad=dd &bd=Vd — de=dd
6. Baba — a=1b (IB)
7. Bapc& Bbge — Ex(Bpxb&qua) (IP)
8. Ja3b3c(-Babc & -Bbca & -Bcab) (Log)
9. pFEq&ap=aq&bp=bg& cp=cq — BabcV BbcaV B cab (Upe)
10. Badt& Bbdc& a #d — Hwﬂy(Babw&Bacy&Bwty) (Eu)
11. EIaVa:Vy(meX&er — Baa:y) — EibVa:Vy(xeX&er — Bxby) (Co)

Legenda:

(RE) Assioma di riflessivita per I'equidistanza

(TE) Assioma di transitivita per 'equidistanza

(IE) Assioma d’identita per I'equidistanza

(SC) Assioma di costruzione di segmenti

i8S

N

—

U A2

S e N e e e

(Co)

Assioma dei 5 segmenti (variante di Makarios)
Assioma d’identita per I'intermedieta
Assioma interno di Pasch

(Log) Assioma 2-dimensionale inferiore
(Upy) Assioma 2-dimensionale superiore
(Eu) Assioma euclideo

Assioma di continuita

6 Lemmi basilari dimostrati da Makarios

Le dimostrazioni che seguono impiegano solo i primi sei assiomi di CE}, vale a
dire (TE), (IE), (SC), (FS’), (IB) e (IP), che individuano quella che Makarios
chiama la geometria (tarskiana) assoluta priva di dimensione, senza assioma

di continuita.

Lemma 1 (Riflessivita debole dell’equidistanza) ab = ab



Dim. (Sottinteso: le variabili a, b dell’asserto sono da considerarsi universal-
mente quantificate; nel corso della dimostrazione utilizzeremo questi stessi
due nomi per generici punti). I passi-chiave di una dimostrazione formale
sono questi:

1. a ext(a,a,a,b) =ab (SC)
2. .°. ab=ab (TE)

Il primo passo ci da un esempio di come si ‘istanzino’ variabili universal-
mente quantificate (qui le variabili ¢, a, b, ¢ dell’assioma citato), sostituendole
con dei termini. Traspare 1’aspetto booleano della logica almeno due volte—
ma in modo sotterraneo, dato che qui vediamo la traccia di una dimostra-
zione formale e non una derivazione particolareggiata—: dapprima, quando
tralasciamo uno dei due congiunti dell’assioma (SC); poi quando, dopo aver
istanziato le variabili p, ¢, r, s dell’assioma (TE), utilizziamo due volte quanto
ricavato al passo precedente e utilizziamo la regola Modus Ponens. 11 con-
trassegno .". (leggi ‘pertanto’) segnala che il passo non risulta direttamente
da un assioma, né ¢ un’ipotesi di partenza, né la citazione di un lemma gia
noto, né un’assunzione o definizione provvisoria: risulta, invece, dall’impiego
di passi precedenti della dimostrazione. .

Lemma 2 (Simmetria dell’equidistanza) ab=cd — cd = ab

Dim. 1 passi-chiave di una dimostrazione formale sono riportati sotto. Va da
sé che a fine-dimostrazione vada adoperato il principio di deduzione, onde
‘scaricare’ 'ipotesi di partenza.

L. ab=cd (Ipotesi)
2. ab=ab (Lemma
3..". cd=ab (TE)
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Lemma 3 (Non-strettezza dell’intermedieta) Babb

Dim.



1. Babext(a,b,a,a) & bext(a,b,a,a) =aa

2. .. b=ext(a,b,a,a)

3..°. Babb

L’'ultimo passaggio di questa dimostrazione sfrutta la proprieta di con-
gruenza dell’=, che conferisce a questa relazione logica qualcosa in piu di

una comune relazione di equivalenza.

_|

Lemma 4 (Simmetria dell’intermedieta) Babc — Bcba

Dim.
1. Babe
2. Bbce

3. .". Bbip(a,b,c,b,c)b& B cip(a,b,c,b,c)a

4. ", b=ip(a,b,c,b,c)

(Ipotesi)
(Lemma
(IP)

(IB)
=)

5..". Bcba (
_|
Lemma 5 (Riflessivita dell’equidistanza) ab = ba
Dim.
1. Bbaext(b,a,b,a) & aext(b,a,b,a) =ba (SC)

2. x = ext(b,a,b,a)
3..°. Bbaz&axr=ba
4. r=a

4.1. ', aa=ba
42. .. ba=aa
43. .. b=ua

(Definizione locale)
(=)

(Assunzione)

(=)

(Lemma
(IE)



44. ', ab=ba (=)

5. r#a (Assunzione opposta)
6. .. Brab (Lemma )
7. ra=zra&ab=ab&aa=aa (Lemmall)
8... ab=ba (FS)
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A questo punto, per stabilire che le teorie assiomatiche CE} e CE; sono di
pari forza (i.e., hanno gli stessi teoremi), basta osservare che gli enunciati (FS)
ed (FS') risultano logicamente equivalenti tra loro: cio grazie alla riflessivita
dell’equidistanza (che in CE, abbiamo laboriosamente finito di dimostrare,
ma che in CE; & un assioma) e grazie anche a (TE). I dettagli vengono lasciati
come esercizio.
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Figura 2: Ma la tecnologia della dimostrazione sta evolvendo. . .

7 Esercizi
Esercizio 1 Skolemizzare la versione (OP) dell’enunciato di Pasch.

Esercizio 2 Ricavare la simmetria (SB) dell’intermedieta dalla versione ester-
na, (OP), dell’enunciato di Pasch—usando anche gli assiomi (SC), (IB) e
(IE).
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8 Svolgimento degli esercizi
Soluzione Es. [1l

Bapc& Bqch — Baop(a,p,c,q,b)q& Bpop(a,p,c,q,b)b (OP%)

Soluzione Es. 2| (Lucrezia Bottegoni) Dimostro che: Babe — Bcba_.|
L. Babc (Ipotesi)

2. Babb (Lemma
3..". Jz(Baza& Bcbux) (OP)
4. ", Baxpa& Bcbuxy (eliminaz. J)

5 a =1 (IB)

6 Bcba (=)
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