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Una sfera ha i
curvatura gaussiana cost iti .
ante positiva. Che cosa avviene § erenziabile e possiede un massimo assoluto in to; quinds

superficie com i R® i

" % rcle <o @m.:m connessa di R* possiede curvatura gaussiana ovunque po
ssariamente costante? U io di o

! . . ? Un esempio di i 2)

¢ I'ellissoide di equazione: ’ Pupericie con uesci

d(P - o) F d¥(® - o)
m (t0)=0, —5 (to) £ 0. | [36.2]

E splicitando la prima di queste due relazioni si trova:

x v z
|+M”H QJ@UGVO

a? b2
20/ (t) @ alto) =2vep =0.

Quest'uguaglianza significa che v- & perpendicolare a p € gundiCiE __|Mz -

é v € Tp(S) pud essere un vettore tangente
un sezione normale di S in p; la seconda

(cfr. esempio 35.9(8)). La cl i
) ] . asse di quest N ; R
a considerare quelle orientabili queste superfici & molto ristretta, se ci si
 versore normale a S in p, perch
siasi. Supponiamo ora che a sia
e [36.2] da:

20/ (t) ® o (to) + 20" (to) ® alto) =2V eV + 20 (tg)ep=

36.4 TEOREMA Si }
L P ,m.R._ S C R’ una superficie compatta connessa orier
gaussiana ovunque positiva. Allora S ¢ diffeomorfa a §%

b::gh: azione. HHMWNHN un O_H0=HNNMOEQ Q— chmeN.HH:v MC—UQAZNG €
rw

=2+20"(tg)ep <0

g quindi, per il teorema 35.3:

¥:8 — S? 1
7(x) = N®). 1509 = Is(ed(t0)] = 1ot 7l = T 3631
dove x(v) & la curvatura normale di S nella direzione (v) calcolata rispetto al ver-

sore normale P poiché questa disuguaglianza ¢ valida per tutti 1 v € S, le cur-

liell
vature normali sono diverse da 0 e quindi K(p)>0. =

Poiché K (x) = det( il di
= Y+(X)) > 0 il differenziale di ~ &
i . ~ € ovunque non d
WQMMM Q ¢ un diffeomorfismo locale. Poiché § & compatta “ e m:o:momm,wh”ﬂ.
n . . i
L ommmvmamm Qooﬂ..oEm 24.5(b)). Quindi ~ & un rivestimento di S2 Ma § &
¢ semplicemente connessa, e quindi 4y & un omeomorfismo Noo_.o__. «
anog

18, . \ .
8.7). Si conclude che ~ & un diffeomorfismo (proposizione 24.4). u

Dal teorema 36.5 discende immediatamente il seguente corollario:

36.6 COROLLARIO In R’ non esistono superfici differenziabili compatte tali

Il teorema seguente vi i K(x er ogni X€ S
g pone un vincolo importante alla curvatura gaussiana di una che K(x) <0 .
‘che < U per : :

superficie compatta.
essenziale perché la conclusione del corol-

Ovviamente la compattezza di S €
stante —1,

ario sia vera. Si pensi ad esempio alla pseudosfera, che ha curvatura co

36.5 TEORE 1 Y
MA  Sia S una superficie differenziabile compatta di R®. Esiste
ma non & compatta (cfr. esempio 35.9(5)). Abbiamo anche il seguente risultato:

almeno un punto p € S tale che K (p) > 0.

36.7 COROLLARIO In R? non esistono superfici minime ( cioé tali che H=0)

compatte.

Dimostrazione. Sia

®:5—-R
) =0, allora K(p) <0. =

D(x) = __uh:N =XeX. . . . .
Dimostrazione. Se in un punto p € S si ha H(p

Poiché S & ¢ di iabi
. Emmmmam .o compatta e ® ¢ differenziabile, in particolare continua, ® assume
Inun punto pe S. Sia a: J > § i : .
a . . : una curva differénziabi :
aty)=p, e sia o/(tg)=ve Tp(S). La funzione B
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Nel paragrafo 35 abbiamo introdotto 1’operatore forma L in un punto di una
superficie elementare S € ’abbiamo applicato allo studio della geometria locale

P.a=aea:J->R
di §. L & definito per mezzo del campo di versori normali alla superficie, €



