
Esercizio 2
-

&

=E

Lungo la retta= y si ha

1f(x)1 =Le 0,
(x)

x30

dunque f non è continua in 10
.
0.

& =2

Cu la maggiorazion 121 e 1gl>e

ei trova

I f(x ,y))
tegh beteg)

= righ ->

&
x+ yz (x , y) - 0

dunque f è continua in 10
,
0.

Osserviamo che f è costante sull'osse a sulllasse y ,

dunque entrambe le derivate partiali esistom e volgono

Zeri .

Tuttavia
, f non è differenziabile

. Infatti
,

se lo fosse,

allora Ff(ga = (8) per quanto appena osservato

e di conseguenza ogni derivata direzionale



(0 .0 = Vf(0
, 0 · o

sarebbe nullo
.

Questo può è falso .
In effetti,

sogliendo un qualsiasi versone v = (6
, u) con d

,r + 0,

si ha

10 , 0) = lim t (f(tolo

= lini
Se

= Ja 70 .

T alternativa, si può verificare direttamente che nella

formula f(x,y) = f(00) ++(0) · (x
,y) + h(x

,y)
,

il

resto e(,4) non soddistaile

&y =

(f) - fad-500 - dal

=22 + yz

=gI

e restringendosi a x = y si trova=
che non tende a 0

per10 .



· 1= 3

Con lo stesso argomento del punto precedente si verifico che

& è continua in 10,0) e che entrambe le derivate

parziali esistono e sono nelle.

Studiano la differenziabilità. Scrivendo

r(x,y) = f(x ,y) - 700) -

%
· Gl, ,

= 0

si ha

(x + yz)2
② =+yz30le s (x2+ yz)3/2 (2, y) - 0

usando (attagz

Dunque r soddisfa la condizione per la differenziabilità e

↓ è differenziabile .

Osservazione L'uso delle coordinate polari è spesso conveniente
-

in questo tipo diCimiti. Per esempio, lo studio della

continuità di f può essere fatto scrivendo

2
2 + c

IcosO/ I sind

If (2000 ,
asingl =

22

= r

* - *

I coso/Ising



Si vede facilmente che,

·

per d = t io trove Ialsina"
1 - 0

per i o t
. c . sind cost to ;

·

per C = 2 in trove a Icosolsinolr 0
S

2 - 0

· idem per x = 3
.



Esercizio 2
-

Ricordiano che lo funzion e differenziabile in 10
, 0)

se
, per definizion ,

il resto

~(x
, y) : = f(x , y) - f(0, 0) - Vf(0

,
0) · (x

,y)

soddisfa

linSe

Calcoliamo dunque tal limite .

Anzitutto
, ( ,

0 =E (00) = 0 perché e costa

lango l'osse s e lungo classe y. Dunque Ff(0, % = 10
.

0).

Si ha allora

=
Ill. 2

2
I sino I coso19

+yz ↓
2

wordinate

polori
=rcost

y= esind

= R2d-2 Ising)Koso19

· dunque

Ora,

· So <
,
rid-2 - *

per ogni &

150



t . c . sincrost #O
, dunque il limite nor esiste.

Per esempio ,
senza usare cord. Polari , lungo

2x - 2

lo sotto= y in trova 11 -> -

x30

panchie 2x - 10
.

·se d =1 Isivoloso dirende dall'angolo

O scelto e non vole O per
sinocoso to.

Per escrrio, lungo la retta= y si ha

=

·be art
, ah"Kos r150

Equivalentemente ,
con la maggiorazion

lal?ys
,
lyla

,
si trovo

#e
(2 , y) + 0

Te conclusione
,
o differenziabile in 10

, 0 se a

solo se>



Esercizio 3
-

- be
- x +

yx(x + y
- 1)

I INf(x ,y ,
z) = e

-
x +

y(1 + x+y)

6z5 - 2xz

I Munti critici son doti dalle soluzioni del sistema

I
2 (x2 +y

- 1) = 0

x2+ y + 1 = 0

2z(3z" - c) = 0
.

Si trove z = 0

oppure z == se 240 .

Poi
, for a y

,
si trova

Lae oppare =se
↓

non ammette soluzioni

Dunque per >0 ci son i tre punti critici

P = (0
,

- 1
,
a)

,
= Q = (0

,
- 2,5)

mentre per & - 0 c'è solo P
.



L'hessiona di of i

Messf (2
, y ,
z) =

I
2e

g-x) - 4x + 2x (x + y) + 1 - (x +y) - 2x ey-x (22+y)0

IY - x2 y
- x2

-2xe (x +y) e (x2+ y + 2) O

O O 30z" -2x

e valutato in P = /0
,

-2
,
0 da

S

Messe (p = (02 Ie =

⑧ - 2x

da è diagonde con due autovalori vositivi e il terzo
I

che dirende da C
. Dunque, Se a o la matric

è definita positive e P è un minimo. Se <3 0
,

P

è invece un punto di sello. Sufire ,
se X = 0

,
la

considerazione dell'hessiona non i permette di concludere.

Tu tel caso l'audisi è più delicato e non I grove

ometterla. Ad ogni modo
,

si può procedere come segue per

mostrare che
,

per a= 0 P è ancora punto di minimo.
S

Scrivendo

& (xy , z)
= (x7+y) +3

- x
+ z6

&



2) la funzione zo ha un minimo in =0 perché

260
;

2) anche (2h +y) eB-"te eve minimo in 10-11 .

dal momento che lo suo tassione in 10
.
-1) è

GetO definitaa positive.1

Juvece
,

nei punti Q /con xx)
,

Ness (1Q)
=
e S O

I
S

e
-16 I
·-2

= 82

e la motric ha tutti gli autovalori positivi , dunque

↓Q sono punti di minimo



Esercizio 4
-

I
ye

ax -

y(1 + xx)

IXf(x , y ,
z) = xexx

-

y(1 - y)

2cz eaz

Ifunti critici sono doti dalle condizioni

y
= 0 -x = -

I x = 0 S y = 1

z
= 0

Ossia P = (0
,

0
,
0)

,

Q = (-
,

1
,
0)

.

L'hassiona è

I
Xy e

2x- y

(2 +xx)(1 + (x)(1 -y) ed
y

⑧

((1 + (x) (2-y)eax
-

y
x(y-2) e

2x - y
O

S G 22(2 + z2)eXz2

e valutato in P di

1(Hessf(p) = io Guardando i minei prinind,

sitrova



ot(0) = 0 non sono tutti positivi,

det (18) = - 1 & - né a segui alterni, perdi

il primo è nullo

dat (2000) =
-
2

.

Dunque lo moleia non I definita positive we

definita negativa. Inhorticolore
,

poiché dat (Hessf(pl) #0,

non ha autovalori nulli
, quindi P è recessariamente

pento di sella.

Invece
,

Messf(Q) = (
de

e-

24

I
è diagonale ,

con tutti gli autovalori positivi se >o

e negativi se <0 .

-> Q è minimo se 230 e massimo se < 0.



Esercizio S
-

Usiamo il teorema dei moltiplicatori di Lagrange con

f (x
,y) = x2 +yzeg(x ,y) = x + yz + x y2 - 1

.

#f(x,y) = (3) e Vg( , y) =( (

Risolvendo Uf = dVg ,
si trova

(i)

I
2 () +xyz - 2) = 0

(ii) y(x + xx2 - 1) = 0 (X )

(ii) x +y2 + 22 = -

Supponiamo x = 0. Allora y2 = a dalla Civil
,
ossio y

= = 1
.

simmetricamente
,

se y =o troviamo x
= 12

.

Se invece

entrambi x
, y to,

allora d 70 recessariament
,
affinche

(i) e (ii) possono essere soddisfatte, e si trovo

1 + yz - j = 0

S 1 + x2 - 5 = 0

do ci 2 =- 2x = =5 .

T particolare, x = y2 e

,
sostituendo nella (ivil

,
risulta

x +x + xx = 1

do in
"

+ 2x - 2 = 0 oscie z =-



== 2 = E
,

di mi solo -a + Vz è accettabile

in quanto-1-ic e negative.

Dunque le soluzioni di (A ) sono

↑c = (0
, 2) Pz = /1

,
0) a = (3

,

3) a : ( - 3
,

3)

Pi = (0
,
-2) Pu= (2

,
0 an (5

,
-5) Qu = (- 5

,

- 3)

dove 5=-1

Sostituendo in f ,
si trovo

f(pj) = 1
, f(aj) = 252 = v - 22

.

Dunque i Pj sono massimi vincolati e i Q
j

i minimi

vincolati .

·
·

Pu Pu

0
pa

·

Qz



Esercizio 6
-

2"n ! log(1 + n -n) -2"n ! n
-

per e e

ricordando log(1 + t) -+
per t -0 .

La serie & 2"u ! -" converge per
il criterio del

M

rapporto .
Si ha infatti

2
n+ -

(n+ 2) ! (n + 2)
- (n + 2)

2"n ! n
- 4

= 2(n + 1)(n +1)(

= 2(1 + 7)
-

- 2e-2)

n - a



Esercizio7

u'3
Se21

,
la successione x nou converge a 0

per nex
, durque to serie nor to converger.

Supponiamo ore 01 . Te criterio della radice

non consente di concludere
.

Si two dimostrare che

lo serie converge con ilriterio dell'integrale oppure

con il criterio di condensazione
.

n"3
10 modo : Poiché x è decrescente, possione
-

riconduci a studiar la convergenza di 1
.

ozt at.

si ho xt" = e
t"logk

e

a
t lose

1

I dt = jobu ques de
↑

t = u3

dt = Su2du

Ricordando che logaco a povendo-logz = d,

basta mostrare che

1. 42e-bu du

converge -

Questo è velo per esempio perché

22 e- in per re sufficientemente grande.



Infatti

u2 . 2 a-
Tu

-> S

I
-N

dunque è definitivamente < 1
-

Tu alternativa si però esplicitamente integrare (ee-tu du.

2o modo : Per il criterio di condensazione, prossiamo
-

sidurci a studiare la convergenza di

ana

Applicando il criterio della radice
,

si ho

(2424)42

e 1 - per new Poichéoce
,

segur che zu > S e la serie denque
n -

converge.



Esercizio8

lane-e/logintal~ login

por n = 0

e ricordiamo che s converge se e solo se

X- 2
.

(Tutor-ca ind
-

-

190



Esercizio &
-

= limsup
- log(3n -4)

= limsup e

=

e osserviamo che -log(3n-u) v - log (n)-

8

Dunque E = e = 2 e R = 2. Per x = 1

lo serie diventa & s , the diverge per confronto

con lo serie armonica & ↑. Per x = -a
,

la

scie converge ter il criterio di Libri



Esercizio 10
-

·e improprio in 0
,
e= (e seI

-to (infattito) , domese v

~ to
,

e l'integrale converge ter confronto resistatico con

I

· 12 è intratio arche in a
.

Si ho
, per

a e (0
,

1),

=Ite
↓

cambio di variabili

y = x -1

e
,

ricordando Ety ~a + Ey p ya,

5 trove-e2 = -E ,
a

per confronto esintativo con 10y

,
l'integrale

Q-2

diverge



medo alternativo : con il cambio di variabili

x = u
2 (dx = zudu)

,
si trovo

1=e

=e

che nor converge /per esempio scrivendolo esplicitamente

comme

2live [-log(1-b) + log(-)]

· 122
è improprio in 0 e all'infinito.

Per 200
,
x = otele - , dene

l'integrale converge in 0 per confronto esintativo con

2 a Per 2 10
,

E = o(z2) a

-,v ,
dunque l'integrale converge all'infinito

per confronto esintatico cono



Eserciziose

arctor (34) (logz)
f(x) : =

-x - 1

Supponiamo dopprima 0. L'integrale è improprio

in x = 1 e all'infinito.

Per se 1
,
studiamo ed esempio Aldo . Allora

per 112 si ha

Lacton(x39)(logz)9 arcton (24log2)9 =: C

e l'integrale converge per confronto con 12 a

Tuvace, per quarto riguardoof(a) d
,

si no

actor (23) > occtor (1) = e logkalc, logz
, dunque

&()
Alloras'integrale diverge for confronto con 10

Supponiamo ora /0 . L'integrale è ancora

improprio in 1 e all'infinito. Studiano separatamente

627 e 1 : f .

· Per 22 si ha



=a) ator (*) autore

do cui

2 2

Logne) Fe = Al llogue) No

Per confronto, faida ha lo stesso carattere di

da

I Losann &

Ricordando che
, per a -a ,

logz = log(2 + (x-2)) vx - 1
&

& P

segur che -

(log)E Ex- z (x - 1)"2
- C

x + 2

e I r converge se e solo se r < 1,

cioè nel mostro caso -C <1
,

ossie as -

E
.

· Per o si ha 3 o (stiano sempre

supponendo (10) e dunque arctor (3)~3
x + X

suoltreNes ~E, quindi

f(x) ~

23

llogalos
x

a - d



e per confronto esintativo è sufficiente studiare

la convergenza di

&

dz
ja

2 llogz)-***
-a

da

Ricordianode /0 converge
2 z (logze/t

se e solo se+>1
oppure + = 2 e 132 .

Nel nostro caso ciò significa

E -31-1 oppure E-31 =e - <2

ossia

x - 5 oppur
2 = - j e 2 - 1

-
impossibile

In definitiva , l'integrale converge se a solo se

- 2 <5.
- - j O

I I I


