


53 . Spesupefrei algebriche :
affini & proiettive

Un"idear Della

geometria algebrica :
OMOGENEIZZARE

-STUDIARE GLOBALM .

NEL PROLETTIVO

CASO CASO
AFFINE PROLETTIVO

#

1In,y ,z, ..... 1[20,x,, ...,un]dDEOMOGENEIZZARE
,

STUDIARE LOCALMENTE SU

DI UNA CARTA AFFINE

-1-



$3 .1 . It caso affine definita de FOLINOMI in A
↓ &

Ef Una CURVA ALGEBRICA PLANA AFFINE e una Coppia*

/ ↑
in uno spazio di dim

=2↑I

defruita dis "n-1 funzion
independent in dim=n
& IPERSUPERFI21 :

*

un polinomio e n
variabili

Vedi NOTE Per VOCABOLARLO

2 = (z(f) , f)
A ↑S fek[e, y] , deg(f)1It LVOGO DEGL ZERI di f :

zlf) : = [HtAk(f(1) =03
il polinemio che definisce
la curre

detto anche supporto della curra 6.

deg (b) := deg (f)
-2-



RETTA A RETTA
D.: Perch non possians/seur

-

dire : - Elf) * QUINTUPLAplicemente ↓ LD #

Controsempo : z(voy) = = ((z* = z((x- y))
ma sono polinami diversi, di gradi diversi Quindi ci noghiamo
ricorders nen solo it supports, , ma ance it polinemio. Cambia
l "motteplicita".

A z(x-y) As z((x-y))

= >· T
questa e "deppia,

ma z1.) non se

lo ricorde
,
mentre

f se lo ricordan.
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LET FtEr ,y] => decompenge in irriducibili f = f ...f
6. := (Elfi) , fi) sono dette componenti irriducibili di

3 = (z1f), f), di molteplicitaMi .
· 3 IRRIDUCIBILE V=1

· ↳ RIDOTTA # Mi
=1i >f ridotto #

↓

↳
-

- T INTEGRALE v=1M
=1 EfIrriducibile

loss:) E INTEGRALE] RIDOTTA A IRRIDUCIBILE

contresempi↳RDden
aa
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Esempi : [tut Plan e Affini]
deg(f) = 3
↑

· · f(x ,y) = y"= x(x-2)(x-2) eviz IRRIDUCIBILE (LISCIA)

C . f(x ,y) = y" = x3
CUBICA

11 1/ (CUSPIDATA)

11) of(x,y) = x(x =1)(x- 11 RIDUCIBILE RIDOTTA

2

# f(x,y) = x . y 11 1/ NON RIDOTTA

2 ↓ deg(f) =2V . f(x ,y) = y - x CONICA IRRIDUCIBILE (LISCIA)

I f(x,y) = a -
RETTA COMCA
2 ROPPLA

G
DEGENRE

II 11 NON RIDOTTA

-
H =1deg

/ ·f(x, y) = y -2x RETTA IRRIDUCIBILE RIDOTTA
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5. Comportamento sotto affinita
XAr-> A Affinita del plano

detby +2 ty=>

Descrivamo l'immagine del supporte di una curre algubrica 6 :
#E x/zIH)Es "(Fc]e Elf) Es f(x*(Fr)) = 0

Descrivamo e'immagine inversa of X come : det
x-1 : (es

, ye)- (a,x, + b, y , + c , d ,x , + 22yz+ hi)--
=:ch

=:gAllora deficiamo fe (x ,y1) := f (a,x ,+b,y ,+4 , d,x ,+ 2,y , + h,)
cost de avera :

a(z(f)) = z(fr)
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T Le curve f e fa sono Affinemente EQUIVALENTI

L'equivalenga affire e una relegra di equivalenza perce
le afruit sono investibili e chiuse per composignore .

i. e
. frfzEdeg(f) =deg/fil

ITROP] El grado e invariante per equivalenza affired
Dim: Se f(x , y) =... + qxkyh+.... allora

fulk,y) =... - + q(a , x, +b , y , + c ,)(d , x ,
+ 2,y ,

+h
,]...

Oweco termine a termine it grado nen pus aumentare
(sotrebbe diminuire espandendo con Newton) . Allora siI
ha de deg (f) > deg(fe) , ma per la simmetria della

relagneni di equivalenza si deve avere de defife)-deglf)
Quindi

deg(f) = deg (f2) #
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$3 .
2
.
I1 caso projective a Mik

&

Lef Una CURVA ALGEBRICA PIANA PROIETTIVA E una Coppia
c'e una
↓

2 = (z(f) , f)R A↳ I
f- /[20,+g22]c

,
eJe LVOGO DEGLI ZerI PROlETTIVO dif it polinema

-

-

If) : = [Ie(f(1) =03 OMOGENEO

detto anche supporto della curra 6. che definisce le curva
Ora sono zeri proiettivi , cite pentinel
prano pricettivo.

deg (b) := deg (f)
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Domanda : come mai abbiamo bisogno di polinomi
omogenei net proiettivo ?
= () dev'esstre ben definito
In particolare , non puo dipendere del rappresentante del
punto proiettivo scelto

.
Siccome :

19 : 92 :....: an) = (tas : tas :... tan)Inte
Allora dobbiamo aver che

- (d, as 1 . . . . ., an) =0 f(ta ,tans ..., tan) =0 He*
Per polinemi omogenei

abbiamo :

f(tao , tans ...., tan) =tegH- - ,an) = 0 OTTMO
Ok =O

Controesempio : f(x0 ,x,,x2) := 10 -x,22
f(1 , 1 , 1) =0 MA f (2 ,

2
, 2) = -2 F0 ·
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3) 3 . 2 . 3 .A Di

jo :Ari INIETTIVA MA NON SURIETTIVA

(91,92)+ (1 : 91 : 92)

Infatti : Jm(jo) =#Zp(x) =: No-
RETTA ALL'INFINITO

Allora possono restringers all'immagine e inventive :

00 : -Zend =10- A SIMILMENTE S
PEFIMSCONj C jis Pi=jit en Hi

Inversa di jo 90 Per i=1 ,2
RISTRETTA 199nit CIOE SULLE ALTIE

ALL'IMMAGINE CARTE AFFINI

CANONCHE

[redi note per esempio conK= R] .
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53. 2 . 4. Omogeneizzazione e deomogeneizzazione
↳T /omogeniz . wat No
h : k[x,y]-> k[no, x,, x2]

f(x ,%) deg(f)
. f(z) =:(hf)(x ,x,xz)No

L (DEOMOGENIZ. Wit No)
a : 1[xo ,x,x2)-> 1[2,y]

↑ (20 ,x, x2) 1 - F(1, x, y) =: (at)(x ,y)
Esempi : GRADO COSTANTE

L
IL GRADO El1) fla ,y) = xy

- 1 = (hf)(20 ,2 ,x2) = x,x2- 25 ↓ CLATO

2) F = u,xz - do EaF = Xy - 1
.

G =XoXiX2-Xox+X BaG =

Xy
-

y= 1
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Emma) 1) (a · h) (f) = f= a e inverso
sinistro di h

,
ma

nich destro
.

a e inverso destro di h

2) x5k (no a)(F) =FA Meno DI ROTENZE di Xo
L
·

3) jo(z(f)) = ze (hf) n No
* 40 (zI (F) nuo) = z(aF)

Dim: ser esercizio

La CriUsura ProlETTIVA di T = (Elf , f) e definita de
: = (Er(hf) , hf)
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& 3. 2 .5 . Radici di polinomi omogencie molteplicita
Ricordiamo (b :c)E RADICE OMOGENEA di GEK[r ,y]aG(b,c=0
Inoltre ha MOLTEPLICITAG = ((x -by) G2 , Gelb ,cto

in[x ,y]d-m
TEO (RUFFINI ErolETTIvo) Gek[a ,y] a

G(b
,c) =0 )G = (ax - by)

?
Gre G2[x ,y]d-1

Dim.:
per esercign . [in

altre parale ogni radice ha molteplicita1]

(Fondam . dell'ALGEBRA IROlETTIVO) . K=K . GEK[m,y ] d .
Allora

G(x,y)= (2x -biy)
mi

con mi =
d

i=1

Dim : per esercigno utilizzando il trorema fondam . algebra classics
#
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