


$5. Singularita di curve pane
CF) /Elf) , +) curra affore . La MorTePUCita if (a)
di un punto Qe21f) er definite come

mf(a) :
= min Jalf,2)
179

· my (a) =o se azIt) Testensione delle def.]
·

my(a)
=1 & e un punto LISCUO . NON SINGOLARE

· my (0)
=2 & e punto Dopp1O

·

· my (e) =3 & e punto TRIPLO PUNTO

·

my (9)
=4 & e punto QUADRIPLO& SINGOLARE

---- - -----

⑧

Nel morettivo usaremo le stesse definigeri.
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CUSPIDE

tapi&

m=2 m=3
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95.2.
Polinemi Derivati e di Taylor per quelsiasibelk

Ricordiamo che dim,k[t] =a
= d+1 can base B =[ (t)is

e che tre spazio
vettorials in 1 oid

#It]ed & -
i-esima derivato

i espansaFORMULA weine
K di dfit) =tb) it #

al punto
TAILOR be

be

Mentre nel caso
amogeneo

vale che se Glbu)tK[dJa , allora :

↳(m)=
espanse vieimo

K22 di as pento#

OmoGenea ( ,8)
=f

Ricordiamoci ance la regola delle catena : -

f(x,
(H)

, ... u(t)) =(f) · (it)) +.. -
+denf) . (H) = (ilt) ... mich) ·(

⑪ ↑
und dire rattere delle GRADIENTERIT..,En ,T prime derivate delle comparenti de F4-DERIVATA PARZEALE welle t



In wi varehil : wa gett, ...u , (a , ...,an allow

SoLO PER LE
DERIVATE

DELLA FUNELONE Gg(x)=- (X. . ..Xn)=(a,...an)
↓

Cosa succede espandendo ? Bisogne acquisire un po di manualita
con Newton generalizzalo ·
RICORDIAMO k In

-

VIENE DA

generalizza( &
&
-
do)y ....yZkNEWTON

yet ...

+

yn

"

=z) =

de-,
da,

CON TAILOR
Edi=K COEFF MULTINOMIALE Edick

NPOI PRENDO IL

Allora :
CoEFF.

DI XK DA[
- -

AMBO 1 LATI T

g(e ... ,)=.-
Applicando i) teorema or Schwarz [devirate pargiali commutano]

:

-
DERIVATA d, VOLTE In XI

,

&
- - eglda g ...d)a.
& VOLTE IN Xes

di ↑e Pol vaLUTATA

Edi=k
In 191, ---

, Any
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Esempio : n=2
.

l
Espando con Newton

! E
E

I

*

*facclmo la Verifica :

=.Oxyg=g= condiz
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EFORMULA di EULero]
#20 -

---

, In De allora :

d .F=Zi= ...)

Dim: FemogenesFLE=) DERIVO RISPETTO ALLA VARABILE T

& I AMBO I LATI

&+)(
= 1 ((tro' ... (ten))M

T DERNATA IN t/ 11 E CALLOL

- UGUALE Ad Un ↳.... enter (non ha effetto)
SETTO IL VALORE DIam)

- (no ....)
IN AMBO I LATI Il

-

ENUNCIATO #
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55.
2

.
1 Caratterigazione differenziale

Setting · dei penti singlesi
· Ep(F) ,#) curra prome alg - prevettiva
· atzp(i) , AQA : <(x90 +Max : Xq , +ma: 192+Maz)/(xuep23
· G(b ,m) : = F(x90 +Ma , de , +ma , ,

& 92 +maz)
Ricordiamo Ma(F) := molteplicita di (1 : 0) in Taylor pro= motteplicit di M=0

M

USANDO FOMOGENED

di grado d E
DERIVATE PARZIALI

OMOGENEE DI GRADO

d= #DERIVATE

- 8 -

-



Allora ma(F) =m> MM/G n um
*

G
sono Polinomi Nellez (90 : a:92) di grado l CON CEFF (Oxi

.

. . .

· XirF)(Q)
↑

-

#2(&x,
·

. . .

·xin)(Q)Air.....Air =O fk=m-1

... iR= O

#) S 1
,-vs

(xx)(diaimE0 (k
S

I F
190 ,d ,da)(a)=0 Vlda

,
di

, da):di =m-1
PedesTutti I Suel - *

COEFFICIENTI colo = O => Possiamo

E & RAFFINACE
QUESTO

F
1%,didaje)o 7 (do ,

di
,
di:di

PER LA FORMULA DI

EULERO UNA DERIVATA -

R-ESIMA E COMBINAZ . t
190 ,d ,da)(a)=0 Vlda

,
di

,d):dim-1
LINEARE Di TUTTE LE-

-

(RH-ESIME)

I

&=>↑
1%,didaja)#o (do ,

di,di:di
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Abbiamo appens dimostrato :

Crop) Ep(t) &+P& allowa :

&

ma(F) = mun (d + d , + da3T (do,
d,d2)-M3 :

OUVERO & Let MOLT = M

#TutTe DERIV. PARZIALI ↑
(do

,
di

,dr)(a)FO ↑ In ALTRE PAROCE La

& OrdinE FINO A m-1 In a MoltePLICITA E IL MINIMO DEGLI

sono Nulle e Ce n'e Una M-ESiMA ORDENI DELLE AERIVATE

CHE MON I ANNULLA In Q
PARZIALI CHE NON S1 ANNULLANO

.
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&

# geelf) SinGolare (Onf7(9) =(off)(9) =0

Dim: Le molteplicita venyono preservate deNo allora

mp(f) =

Mjo(q) (Ep (hf)) Q : = jo(q) = (1 : 91 : 92)

Ora settiams F(10 ,
x

,x) : = If(4 ,
x
,x) =xg()f(2)e osserwa

&x
,F(1 ,

x
, xz) =0xf(x ,y) [simiumente per 1x by]

Quindi valutando in q=

quien so tera[,
Allora geelf) singolale es deepff) singoltre
PROP PREC
= (OxiF)(a) =0 Vi = 1

,
2

,
3 (Onf)(9) Lyf)(9)

-

Il Il

Per Eulero (a) = (OxF)(a) + qn(0xF)(0) + 92(0xF)(a)
-

=>
Perche QEEE) Allort Se Questi Due Sono EERO

Incre (of)(a) deve essere zero
-11-



35.
2

.
2

.
Retta tangente e cono tangente

C &, Zp(f) , considero la curva definita de
2

= (i, ..., ime(Q) Kie .

....Nime(t=O
is, .... ima(f)=o

Se malF) =o = a fzp(f) e questa curva dri 0 =0 banale

Se malF) =1& zp(t) Lisc10 e la curra si chiama

RETTA TANGENTE a Ep(F) ina

& melf)2 = de ZpLE) SINGOLare e la curva su chieme

COND TANGENTE a Ep(F) in &
di ordine ma(F)

Nell'affine le definitioni ser identicle
. (fesF , zzsEp , (x ,y)+ (X ,xix2)

(ss) m = 1 => (n y)Df(q)= n(Onf)(q) +y(bjf)(9)=0 RETTA TANGENTEAFFINE
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95. 2 .
3 Molteplicita dell'origine per curve affini

Nell'origine le cose sono pi semplici . Taylor affire :

d=deg(f) N-

f(x,y) = 2
(i ,n- isj0 ,0)=

s pus convinciare de ne assumendo (0 ,0)-Elf)

fla ,y) new necessariamente amogeneo ma possiemo comunque
decemparlo well, component emogenceU

-

f(tx,ty) =[th)2i
i=0-

=: fu (x,2)
Siccome rogliamo studiar la molteplicita dell" origine ,

consideramo li retta)(a ,b) :

La
,b)

8. E
x = at
t

Y
= bt
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Abbiamo imparato che

[1
,0 (fe ((a,b) := molteplicita algebrica di 10,0)

in g(t) := f(a , b)=full
Quind [100l (f , Las) = MES

fila ,b) = 0 Vj = 0, ..., m - 1 & fulab) + 0

Siccome la moltaplicita per l'origine e

M(0,0(f) : = min [10,0 (f, Lasi)
(a,b)#10,0)

Allora dobbiemo avece che

fj(a ,b) = 0 Vj= 0
, ...,

m- 1

& funco,if) (a ,b)0 -(b)F(a , b)e
?

y
10

, 0)
VARREBBE - (a ,b)+ 10,0)

ma fol fj
omogeneo e

TUTTI I POL OMOGENE Si ANNULLANO

NELL'ORIGINE - 11-



In altra pande abbiomo dimostrato :

LTROP] feK[x ,y] allora

mco ,a (f) = min SuEM3
fr componente amogenea dif

O equivalentemente i polimaui
di grado uguale ad n

(n) =O #h = 0
,

...

.,Mc(f) = 1

fu(x ,y)= ziga = E
per i coeficienti a_in,a #0 pen=mcalf)

Esempo : flu ,y) = x + 5ny#Fy2 + retry + xy
-

=> frEfe= O & fato = Mira(f) =3

- 12-



m= 1 M32

↓
EMMA) L'equazione Idella retta como targente e deta da

overo Dalla componente

fmco, p(f)
=0

OMOGENEA PIV BASSA

Dim.: Segur dalla definiznane [Nordinando i termini si
producono i fattoriali]
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$5.3 Luogo singles di curve wootte
) 1K=K , FeK[no,x,,x2)d>o .

Allora :

(Sing(zp(f))) +as> zp(e) ridotTa

PICCOLA

ANTICIPAZIONE
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