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Dimostrazione. Dimostriamo separatamente entrambe le implicazioni.

< ). Supponiamo che Zp(F) sia una curva non ridotta. Sia F = F"'---F"™ la sua
scomposizione in componenti irriducibili. Per ipotesi esiste almeno un m; > 2. Allora
Z(E™) € Z(F) e Sing(Z(E")) C Sing(Z(F)), quindi | Sing(Z(E"))| < |Sing(Z(F))!.
Per ipotesi ogni punto di Z(F,") & singolare, deg(F;) > 1, e il campo K & algebrica-
mente chiuso e quindi infinito, percid Sing(Z(F"")) = Z(F"') & un insieme infinito.
Ne segue che |Sing(Z(F™))| = oo.

= ). Supponiamo che Zp(F) sia una curva ridotta. Sia F = F; - - - F, la sua scomposi-

zione in componenti irriducibili. Allora per la regola di Leibnitz si ha che

1=

30qF=Y F---F_1(0yF)F41---F,  k=0,1,2. (5.9)

i=1

Questo implica la seguente scomposizione

r
Sing(Zp(F)) = JZp(F) U |J (Zp(E)NZp(F)). (5.10)

Prccolh i=1 1<i<j<r
ANT\C| ARV~ Si ha che | Sing(Zp(F;) N Zp(F;))| < oo per la proposizione 6.17 che vedremo nella
prossima unita grazie ai risultanti di Sylvester. Ne segue che | Sing(Zp(F))| < oo se e
solo se |Zp(F;)| < oo per ognii = 1,...,r. In altre parole, per dimostrare ’enunciato
e sufficiente dimostrarlo per curve irriducibili ridotte, i.e. per curve Zp(F) integrali,

e quindi per polinomi F irriducibili.
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Sia F irriducibile. Il luogo singolare Sing(Zp(F)) & determinato dall’intersezione del
luogo degli zeri di F e delle sue derivate parziali. Si noti che le tre derivate pos-
sono essere nulle. Se F ha grado zero € una costante e non ci sono punti singolari.
Assumendo F di grado positivo, si distinguono tre casi distinti:
1. Due derivate parziali si annullano. Senza perdita di generalita possiamo assu-
mere che dgF # 0, mentre 9;F = 9,F = 0. Dunque F(xo, x1,x) = F(x0) = ¢ - x4
per qualche costante ¢ € KK*. Per ipotesi F irriducibile quindi d = 1, ovvero
Zp(F) @ una retta per cui |Sing(Zp(F))| = |@| = 0 < oo.
2. Una derivata parziale si annulla. Senza perdita di generalita possiamo assumere
che dyF, 91 F # 0, mentre 0,F = 0. Dunque F(xy, x1, x2) = F(xp, x1), € per ipotesi
il campo e algebricamente chiuso dunque il polinomio spezza in fattori lineari
di molteplicita uno F(xp,x1) = I"[le()»ixo — uix1) per costanti A;, 4; € K non
entrambe nulle, i = 1,...,d, e fattori distinti. Per ipotesi F irriducibile quindi

d =1, ovvero Zp(F) & di nuovo una retta per cui | Sing(Zp(F))| = |2| =0 < o.
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3. Nessuna derivata parziale si annulla. Si noti che le derivate parziali potrebbero

condividere componenti irriducibili comuni. Si distinguono quindi tre sottocasi:

a) Tutte e tre le derivate parziali hanno un fattore irriducibile in comune.
Allora

akF = H - Hk, K= 0, 1, 2/ dH € I[([x()l X1, x2]d2€>0

E’ sufficiente utilizzare la relazione di Eulero per raggiungere una contrad-
dizione. Infatti:

2 2
d-F= ExkakP:H- (Ekak> p
k=0

k=0

contraddicendo l'ipotesi di irriducibilita.



b)

Due derivate parziali hanno un fattore irriducibile in comune. Allora senza

perdita di generalita possiamo assumere
oF=H-Hy, k=0,1, 3H € Kxg, x1,Xx2]3>¢>0
Allora
Sing(Zp(F)) = (Zp(H) N Zp(92F)) U (Zp(Hp) N Zp(H1) N Zp(92F)) =: TH U T,

Ancora una volta per la proposizione 6.17, sia T che T sono insiemi finiti,

da cui la tesi.

Rimane il caso in cui le derivate parziali a due a due non hanno componenti

irriducibili in comune, dunque
Sing(Zp(F)) = ZP(F) N Zp(a()F) M Zp(alp) N Zp(azp) - Zp(a()F) N Zp(alp).

Sempre per la proposizione 6.17 il termine di destra ha cardinalita finita.

Questo conclude la dimostrazione.
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