


85. It Risultanteof Silvester
·

D: z(f)vz/g) = z(5?) Risposte ? =fig
* z(f) 1z(q) = z(7 ? ) Risposta : proviamo con

i fatteri comuni- ?:= GCD/fig) . MA :

f(x , y) = x, g(uy) =y =) GCD(f,g) = 1 senza radici
ance re (x , y) = 10 , 0) - ma radice comune- No--

=> Ci unde una tecnologia pin sofisticate ·
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non ancora

EMMA)[BEzoUT]"it tecremendi Bezont

A UFD
.
Allera fIeAIt] hanno un fattere irriducibile

in comune se e settanto se

f(t) .
=
v(t) - g(t)u(t)=0
I ↑deg(u)< deg(f)

degsv)< deg(g)

Dim:) Jh(t) : f = hm , g =h :v
, deffu)< deg(f, def(v)<defly)

=> fr = huv =quefr-qu=o .

I decoupage
tutto

in irriducibili

= A VeteUFd(fu-gue
2 sccome dy (n)< deght) => 5gi/f= h :=gi #
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Esemplo Chiare/Definizione
** xO

-, g - A[t) , A VFD e dominio d'integritat

[taata
Cerchiamo :

\u2t) = y++ it +2
= dey(n)x

v(t) = xt + B - def(v) 2
tali che:

(ast"+azt+a,t +a)(x++p) - (bzt2+b,t +b)(yt+xt+2)=0
Basta azx-bay =o Sistema lineare :
espandert

Sax+app
- b

,j
-by= 0 · 5 eg & 5 incogniteu

a
,
2 + als-boy-b ,

5-bee= o =>ammette soluzione mea

a +ab-bo - b , E= 0
banderdet(i)=O

auB-bo 2 = 0 -3-



↑

Ovreo abbiamo una soluzione neu banale se a solo se

e la matrice

- dei coeficienti
As an 9 , 90 O

L del Sistema lineare

O as as a As sopra , a
cur

↑def ( (=0 abbiamo
-

be b , bo 0 0 semplicemente
O ba b, bo 0 applicate une

TRASPOSITIONE

o o b bi bo e multiplicato
alcure
- right per (1)!!

PER CONVENTIONE
Chiamamola Syt(f ,g)

comodetal
Imatrice di Sylvester)

Conclusione (per il Lemma di Bezont e argemento sopra)

f,q hanno fattere (Sye(f,g)=0irriducibile comune
= (7 ,g]RESULTIN -4-



X hou willi

# f,g-ACH ,
A

.

UFD
, f(t)=itig(t)-biti .

La MATRICE di SYLVESTER :
-

Syl(f,g) : = E Muxm(A)

= it RISULTANTE di SYLVESTER :

R(f , g) := det(Syesf : g)
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xneu
milli

LE) A di integrita e UFD , f,geAlt] . Allora=

def (GCD(t ,g))>1) R(f, g) =0MS Li.e. hanno un fattere irriducibile
la conditione dominio di inte in comune

-grita
ci assicura de soluz. wer banelidel sistema siano nor bandi Gra per u de per vise v=o ,

uto

allora fu= gu = gu
=o Egro

contraditione.

D.: come facciamo ce vogliamo una radice in comune ?

#RP) 1K=K , f ,ge KIt]Y.
Allowa :

i.e. hanno f(5to) =0 =g(t) R(f , g)=0-
una radice
in comune

*im: KEUFDn integrit: E) R(f,g) =0= -U IRRID
.
Comum ma

k= = def(h) = 1 = h(t) = (t -1)= d= to .

=> f(tu) =o =g(t) Jt-to)/f n (t-to)1g => h(t) : = J t- to)
#
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$6 .2. := il Discriminante

D feAIt) , A UED n di integrita. Il Mo DISCRIMINANTE :
# (f) : = R (f , f")

ERop)K= . felIt]" , deg(f)31 , allora :

f ha Una Radice #) #(f)=0MULTIPLA

&im: e) fit = (t-git) => f(t) = (t- t)
*-*

1 h(t)
=> f(t) = j(t)) = 0 = r(t, +) =0 Alt) =o

PROP PREC
.

-

1=1

=>Alt =0 = RIt , f) =opote f'hanno one radica in
RUFFINI PrsEC .

-

comunet-f= (t-to) · Itof (t) = (t -to)g'(t) + g(t) ma
RUFFIM g

f'(t) = 0 => (t-+) /g(t) => g(t) = (t+) . h(t)=f(t)=(+-2)2 h(t)
A

-7-



controlle che discriminantesa devveno di studiato a
scholarEsempi : de=I
-

deg=2 f(H) =at+b++2 =A(f) =def(b) = (a) . (b)- 492)

deg =3 f(t) = t + at+b [forma di Tschirnhaus , ogui poli
monico di deg =3 pur essere messo in queste forma

tranite l'affiunta trot-as/3 applicate a f(t)=Etat+ act+as]
1 o a

b O

I O 1 o a b I=> Alt) = dat 3 0a00
= -(4a* + 2767

O 30 a 0

00 3 O &
Te emogeneo

Tannece per me cubica generica f(t)
= at"+bt+ct+d sarebbe I*(f) = b

:- 49c - 4bd =27ard"+ 18abed
↑ se azo , specializza al grado yo

deg=4 f(t) = +"+at+bt+c [di nuevo forms semplificate de
monicit e affiniti per eliminate it coef cubico)

=>Alf) = 16b(a2-4)+ 4ab2(36a-a) - 276
* EcosT

-Abbiamo uno strumento per generate DISCRIMINANTI .
VIA D

-8-



5) 6.3 . Risultante in pin indeterminate D= A[x, . . .,Xn-1]
-
VEDa integrit ↓ ancora UFD

&.: Come w fa per fig-A[x--,au] ? Fensramo f, geDten] : integrit

Let A UFDn integrita, D := A[x , .. >kn-1] , f ,ge DEan]

Fluf:= Aimi , Glan) :=Bj Aje
resultante De fig
nella indeterminata
Ku

↓
Rxn(f,g):=det ED
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(e) K · (E( · f), (7(g),g) curve algebriche prave affini .

Vogliamo studiare Ry (f ,g) =: R(x)

② R(x)=0 = Fh(a ,y)/f , h(m ,y)/g , degy(h) > 1 =
E(h) e componente comune or z(f) ediz(g)

Tomero component
di z(f)nz(g)

② R(x) = coust=0 = Fre f(xo ,y) , g(ea, y)
nou hanno comp irriducibili comuni= a fortieri no
radici comuni = Elf)nz(g)= nou e detto che esistano

↓ Se

③ Deg (R(x))1=no tal de R(x)=0 , Se Sia
# sono

z1f)nz(g). f(x ,y)
che g(x ,y)

-

polinemi non costanti
in y = hanno una componente irriducibile in y in comune

.

tale - irriducibile di grado = 1 , siFen agai comparate
ha una radice yo => (40 ,yo) z(f)nElg) e
collezremendo tutte queste radici si offient Elf)nElg)
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↑

Esempro : fluy) = (1) y
:

*y
#1

· glu , y) = (1+ x)y # 1 .
=> Right,g) = det(

1

1)
= (= x5= = R(x)

I
o => def (R(x)11-X1

=>Sappiamo de 1718) +z1g>/zos e andiamo a redeve
di grants panti e fatto l'insieme z1f)nz(g)
R(x) = 0 => No = 1 => f(xo , y) = y+ 1 , g(x ,y) = 1
e neu hanno zeni comuni percte gle , y) e costante
=> Almay) - zlf)nz1g] => zlf) + zig) = o A

Questoe accadute anche se deg(R(*>)1 ·

Non accadra nel presettino per campi alubricamento
chins --#
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6 .4 . Risultants & polinemi amogenei
ERP) FEK[a ... , un]r>1 ,

G-1[o,-,mJs1 · Alora

Rx
.
(F
, G) = S

=O se F
,
G hanno componente

irriducibile in comme

REI[ro, ... ,kn-1]r.s altriment

↑TERTIUM NON DATur Nel caso projetting/
Comogeneo neu c'e i caso costante o
polimeuro di grado inferiore al produtto.

S K kDim.: Al solita ArtoB
.

F=Ail ,G
Basta mostrare che : per n

>2 e uguale↓Ea pin lango do

R (tro,tr) = +* R(40 ,#1) con R(xo
,X)=Rxz(FG) scriver)

Yinclude il caso F, G componente comune => REO de PROP Precert) .
- 12-



Allora parto de R(to , tre) =

E multiplico ogni riga per un'opportuna potenza di
t.

Riesci a trovare le petenza giusta per gui riga ?
[soluz salle note] . Roi usando la multilinearita del

-

determinante e la omogeneit dei coefficienti As , Bj- A& trova de R1txo
,+x) = trsR(40,) · /

i (A ; (t,[x) = to
"
A(xo ,X)

Bj(txo ,+xi) =ET, (xo ,x)
#
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Demanda: cosa significa ArtoFBs ?
Osseiviano che Ar = Flo ,

0
, 1) n Bs = Glo ,

0
, 2) , allora

Ar to es (0 : 0 :1) Zp(F)
B0 Es (0 : 0 :1) Ep(k)

Questo ci sar molto utila nel prossimo capital
LROPS FEK[i ,-,kn]>1 : GeK[ro ,-,kn]szi , G2D(F, G)= 1 . Allora

(zp(t) 1zp(a)) = +o

Dim: Se (6 : c: 2) eZp(#)nEp(f) => F(co , 2, , 42) , G(20 , 2 , 22) hanno
Le radice in comune = Rx(F,G)(6 , 9) =o e siccone
10 : 0 : 1) fezp(i) , zp(f) - /Co : 2) + 10 ,0) .
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Zuindi abbromo mostrato de ad get elemento di

zp(f]1 zp(f) corresponde una radica di Rxz (F, G) .

GCD (F, G) = 1Propereg (Run (F, b) = r. S > 1 = Run (F,6) non costate
con al pinis radici

, quindi un numero Jinito.
Engine and ogni (20 : 27 : Rx (F , G)(C , 9) =0 possono

comispondere al pin un numero finito di C tali de

(C : C : <2) -Ep(F)1 Ep(f) altrimenti F, G avrebber
un numers infinito di radici in comune come poli
in = F = 0 = G contradoizione

.

#

Segre immediatamente :

ER) [LEMMA di STUDY] FeK[ro ,
2
, 42] r31 , GEK[Ro , m,Mess ,

(z0(F) 1 zp(6))= +a = def(GCD(F,G)
In particulare se Ginducibile

=

> GIF 2 zp(f)(zp(F)
.
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